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提 要 


本 书 是 学 习 泛 孙 分 析 的 一 部 优 
秀 的 入 门 书 。 它 简明 而 准确 地 介绍 
了 这 一 课程 的 基本 思想 . 基本 概念 
以 及 原理 和 方法 ， 在 哆 美 被 许多 大 
学 广泛 地 用 作 教 材 。 全书 共 十 一 
章 、 三 个 附录 ， 精 选 了 大 量 例题 
和 900 多 道 习题 ， 给 出 了 单数 习题 
的 答案 要 点 ， 并 介绍 了 阅读 本 书 必 
需 的 预备 知识 。 只 具有 微 积分 和 线 
性 代数 基础 知识 的 读者 ， 即 可 读 懂 
本 书 的 主要 内 容 。 可 供 理工 院 校 和 
师范 理科 师 生 、 科 技 人 员 作 教材 或 
参考 书 。 
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本 书目 的 ” 泛 光 分 析 在 应 用 科学 和 纯粹 数学 中 都 起 着 日 益 重 
要 的 作用 ， 因 此 ， 迫 切 要 求 在 学 生 学 习 期 中 尽早 地 将 这 门 学 科 介 
绍 给 他 们 ,作者 打算 通过 此 书 使 读 考 熟悉 泛 函 分 析 的 基 本 概念 ， 

Ri 原理 ， 方 法 及 其 应 用 。 

由 于 教科 书 应 该 面向 学 生 ， 所 以 ， 我 在 论述 这 个 学 科 的 基本 
概念 和 有 关 的 实际 应 用 时 ， 尽 力 做 到 使 数学 系 的 ， 物 理 系 的 高 年 
级 学 生 ， 和 两 系 低 年 级 的 研究 生 易于 学 习 掌 握 ， 也 希望 此 书 对 攻 
“过 工程 技术 的 研究 生 有 所 神 益 ， 


预备 知识 ”这 是 一 本 初等 的 书 ， 只 要 求学 生 具 有 一 定 的 大 学 
与 专科 院 校 的 数学 知识 ， 特 别 是 有 了 线性 代数 和 普通 微 积分 学 知 
识 ， 就 足够 学 习 本 书 之 用 了 。 
本 书 不 要 求 测度 论 的 知识 也 不 讨论 这 个 问题 .不 用 拓扑 学 的 
外 识 , 书 中 昌 有 少量 步 及 紧 性 的 内 容 ， 但 是 是 自给 自足 的 , 复 分 析 
一 一 …… 的 知识 也 不 必要 .人 太后 面 的 章节 中 虽 有 一 处 (7.5 节 ) 用 到 一 点 复 分 
析 , 但 讲授 和 学 习 时 可 以 随意 取 含 ， 所 以 容易 避 开 它 , 作 为 预备 知 
识 ， 附 录 1 给 出 了 一 些 简单 的 复习 和 人 参考 材料 ,有 助 于 学 习 此 书 ， 
本 书 适应 学 生 的 面 非常 广泛 ,也 可 以 用 作 从 线性 代数 到 高 等 
泛 函 分 析 的 过 波 教 材 。 


教学 安排 ”本 书 可 以 接 每 周 五 小 时 讲授， 一 个 学 期 学 冠 ， 也 
汀 以 分 成 两 学 期 讲授 ， 每 周 讲 三 小 时 ， 

也 可 将 本 书 截 去 一 部 分 成 为 更 短 的 教程 .事实 上 ， 可 以 删 去 
一 些 章节 而 不 损 内 容 之 连贯 性 ， 并 仍然 成 一 体系 ， 例 如 ， 

第 一 章 至 第 四 章 就 是 一 个 短 的 教程 ， 

第 一 章 至 第 四 章 再 加 第 七 章 就 是 一 个 包括 谱 理论 和 其 它 的 课 
题 的 教程 。 


内 容 编排 图 1 (图 见 第 3 页) 是 一 个 框图 ， 表 明 书 中 材料 按 
相互 关系 编 入 五 个 相互 联系 的 方 框 之 内 。 

将 Hilbert 空 间 理 论 〈 第 三 章 ) 放 在 赋 范 空间 和 Banach 空间 
基本 定理 之 前 (第 四 章 ) ， 因 为 它 简 单 ， 又 可 以 为 第 四 章 提供 更 
多 的 实例 ,更 主要 的 是 使 学 生 从 学 习 Hilbert 空 间 再 过 渡 到 一 般 的 
Banach 空 间 ， 较 易于 克服 学 习 上 的 困难 ， 

第 五 ， 六 两 章 可 以 删 去 不 学 ， 学 完 第 四 章 后 可 以 接着 学 其 它 
NH 〈 第 七 章 至 十 一 章 )， 


谱 理论 第 七 章 至 第 十 一 章 讲 谱 理 论 ， 教 学 上 有 很 大 的 灵活 
性 .可 以 上 只 讲 第 七 章 ， 或 者 七 章 与 八 章 ， 或 者 这 两 章 中 的 基本 概 
念 (7.2 节 与 7.3 节 )， 然 后 立即 进行 第 九 章 ， 它 讲 有 界 自 伴 算 子 的 
谱 理论 。 


EA ”本 书 在 许多 地 方 讲 了 应 用 ， 五 章 与 六 章 专 讲 应 用 。 可 
以 依 教材 顺序 来 讲 ， 也 可 以 根据 要 求 适 当 提 前 。( 见 图 1) 

讲 第 一 章 后 可 以 立即 接 第 五 章 。 

讲 第 三 章 后 可 以 立即 接 第 六 章 。 

第 五 章 和 第 六 章 可 供 选 讲 ， 因 为 其 它 章节 不 需要 它们 作为 预 
Fan. 
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m 内容 及 材料 编排 


十 一 章 是 又 一 专 讲 应 用 的 章节 ， 它 讨论 元 界 算 子 《在 量子 物 
Hh) .实际 上 它 是 独立 于 第 十 章 约 ， 

表述 ”本 书 已 作为 我 国 、 加 拿 大 、 欧 洲 的 一 些 大 学 的 数学 
系 、 物 理 系 和 工程 技术 专业 学 生 和 研究 生 的 教材 ， 供 讲授 和 讨论 
班 使 用 .表述 方式 详细 ， 特 别 是 前 几 章 更 是 如 此 ， 为 的 是 不 使 初 
学 者 感到 困难 .少数 定理 的 证 明 步 最 较 简 捷 ， 用 到 了 和 隶 微 深入 一 
点 的 工具 知识 。 

书 中 讲述 概念 和 方法 时 注意 抽象 性 是 必要 的 ， 但 应 十 分 重视 
引出 抽象 概念 的 启示 ,在 一 般 讨 论 ， 以 及 在 精心 挑选 大 E 合适 的 
例子 ， 其 中 包括 一 些 简单 的 例子 时 我 力图 作 到 这 一 点 ,项 望 能 帮 
助 学 生 有 弄 清 抽象 的 概念 、 思 想 、 技 巧 总 是 产生 于 更 具 体 的 事物 。 
学 生 应 该 明白 ， 实 际 问题 可 以 用 作 说 明 抽 象 理论 的 具体 模型 ， 理 
论 应 用 于 它们 可 以 产生 具体 的 结果 ， 实 际 问题 是 进一步 发 展 该 理 
论 的 新 思想 ， 新 方法 的 可 贵 源泉 ， 


习题 与 解答 ”本 书 精 选 了 900 多 个 习题 ， 使 读者 能 更 好 地 理 
解 课文 ， 增 强 抽象 概念 的 直观 性 ， 发 展 对 证 函 分 析 的 应 用 技巧 。 
有 些 习题 很 简单 ， 为 的 是 鼓舞 初学 者 的 信心 。 附 录 2 给 出 了 编号 
为 单数 的 习题 的 答案 .实际 上 其 中 许多 是 完整 的 题解 , 

本 书 内 容 是 自给 自足 的 ， 即 课文 中 定理 和 引 悍 的 证 明 都 在 正 
文中 给 出 ， 不 放 在 习题 中 .因此 ， 内 容 的 展开 不 依赖 于 习题 .去掉 
部 分 甚至 全 部 习题 无 损 于 表述 的 连贯 性 。 


参考 材料 参考 材料 列 在 附录 1 中 ， 它 包括 集合 、 映 射 、 族 
~ 等 基本 概念 和 事实 。 


参考 文献 ” 它 包 括 与 课文 有 关 的 书籍 和 论文 ， 都 辑录 在 附录 
3 中 ， 帮 助 读 省 进一步 学 习 课 文 和 钻研 有 关 的 总 题 ,所 有 这 些 论文 


e 4 m. 


和 绝 大 多 数 书籍 在 课文 中 都 引用 到 .引用 时 课文 中 写 出 了 Ei 
名 和 论文 发 表 的 年 月 ， 请 看 下 面 两 例 ， 如 : “存在 无 Schauder 基 
的 可 分 Banach 空 间 ， 见 P，Enflo (1973) .” 读 者 就 可 以 从 附录 3 
中 在 Enflo.P(1973) 条 目 找到 列 出 的 参考 论文 。 又 如 “该 定理 
#H. F, Bohnenblust SA, Sobczyk (1938) 堆 广 到 复 向 量 空 
间 ,“ 这 指出 在 附录 3 中 列 出 了 上 面 两 位 作者 于 1938 年 发 表 的 有 
关 论 文 。 


符号 ” 紧 接 于 本 文 之 后 列 出 了 书 中 使 用 的 符号 并 作 了 解释 。 
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泛 函 分 析 起 源 于 经 典 分 析 ， 是 一 个 抽象 的 数学 分 支 。 大 约 八 
十 年 前 才 开 始 发 展 ， 时 至 今日 ， 泛 函 分 析 的 方法 及 其 结果 对 数学 
的 各 个 领域 及 其 应 用 都 有 重要 意义 。 其 发 展 动力 来 自 线性 代数 、 
线性 常 微分 方程 及 偏 微 分 方程 、 变 分 法 、 通 近 理 论 、 特 别 是 线性 
积分 方 恰 ， 它 的 玛 论 极 大 地 影响 了 现代 泛 函 分 析 思 想 的 建立 并 促 
进 了 它 的 发 展 ， 数 学 家 们 观察 到 在 不 同 领域 中 的 问题 往往 有 相关 
的 特征 和 性 质 ， 利 用 这 一 事实 求 得 处 理 这 些 问题 的 有 效 的 统一 
方法 ， 它 是 由 会 去 名 问题 非 本 质 性 的 具体 情节 而 获得 的 。 这样 
一 种 “抽象 "方法 ，. 优 点 在 于 集中 注意 力 于 各 问题 的 基本 事实 ， 研 
帘 者 不 受 那些 不 重要 的 情节 的 干扰 ， 从 而 就 突出 了 它们 ， 就 能 很 
好 观察 和 认识 它们 ， 就 此 而 论 抽象 方法 是 处 理 数学 系统 最 简便 最 
经 济 的 方法 。 一 般 说 来 ， 任 何 一 个 数学 系统 都 有 种 种 的 具体 实现 
《具体 模型 ) ， 我 们 看 到 抽象 方法 能 有 效 地 应 用 于 各 具体 模型 ， 
它 吐 免 了 把 问题 孤立 起 来 ， 并 使 原来 彼此 不 沾边 的 数学 领域 建立 
起 联系 和 过 渡 。 

遵循 这 种 抽象 方法 ， 人 们 通常 从 满足 某 些 公理 的 元 素 所 成 之 
集 出 发 元素 的 性 质 特意 不 作 界定 ， 之 后 。 从 该 组 公理 遵照 逻辑 
导出 一 系列 定理 ， 于 是 一 劳 永 移 地 煌 成 整个 理论 ， 即 是 以 此 公理 
形式 ， 得 出 用 抽象 方法 建立 起 理论 体系 的 数学 结构 。 以 后 ， 结 构 


中 有 普遍 意义 的 定理 就 可 应 用 于 满足 该 组 公理 的 特定 集合 。 

例如 ， 在 代数 学 里 这 个 方法 用 于 域 、 环 、 群 在 泛 函 分 析 里 
用 于 一 些 抽 象 空 间 ， 这 些 空间 都 有 基本 重要 意义 ， 我 们 将 对 其 中 
的 一 些 空间 (Banach 空间 ，Hilbert 空间 ) 仔细 讨论 。 我 们 将 
看 到 “空间 "这 个 概念 含意 非常 之 广泛 和 - 般 。 一 个 抽象 空间 是 满 
足 某 一 组 公理 的 一 些 元 素 所 成 之 集 ， 元 素性 质 不 作 界 定 。 选 取 不 
同 的 一 组 公理 就 会 得 出 不 同类 型 的 抽象 空间 。 

系统 地 应 用 抽象 空间 这 一 思想 始 于 M. Frechet (1906)®, 
事实 证 明 这 获得 了 巨大 的 成 功 。 

本 章 研 究 度量 空间 ， 它 是 证 函 分 析 的 基础 ， 所 起 的 作用 和 实 
直线 R 在 微 积分 中 的 作用 相似 。 事实 上 它 是 数 直 线 R 的 推广 ， 是 
为 了 处 理 分 析 中 不 同 分 支 的 问题 提供 统一 的 基础 而 建造 的 。 

我 们 首先 定义 度量 空间 及 有 关 概 念 并 用 典型 的 例子 加 以 说 


„WM. 对 重要 的 一 些 特殊 空间 作 了 详细 的 讨论 。 对 完备 性 这 个 概念 


” 给 以 非常 地 重视 。 这 不 是 所 有 的 度量 空间 都 具有 的 性 质 ， 完 备 性 
概念 将 贯穿 全 书 起 关键 作用 。 


重要 概念 ， 主 要 内 容 方 向 摘要 

度量 空间 ( 见 1,1-1) 是 一 个 集合 半 , 在 其 上 定义 了 度量 。 这 个 
度量 使 六 中 任意 一 对 元 素 ( 点 ) 对 应 一 个 距离 。 度 量 用 公理 形式 来 
定义 ， 这 些 公理 是 从 数 直线 和 复 平 面 中 熟知 的 点 与 点 间 的 距离 的 
某 些 性 质 抽 象 出 来 的 。 基 本 例子 (1.1-2 至 1.2-3) 表明 度量 这 -- 概 
念 具有 非常 的 一 般 隆 。 完 备 性 是 度量 空间 可 能 具有 的 极为 重要 的 
性 质 ， 有 些 度量 空间 是 完备 的 ( 见 1.4-3)，1.5 节 与 1.6 节 对 此 作 
了 详细 讨论 。 另 一 个 有 理论 和 实际 意义 的 概念 是 度量 空间 的 可 分 
性 ( 见 1.3-5) 。 可 分 度量 空间 较 之 不 可 分 的 要 简单 得 多 。 


© 见 附录 3. 在 那里 列 出 了 有 关 参 考 书 和 论文 . 
4 2 0 


了 
{2 


11 度量 空间 


在 微 积分 学 里 我 们 研究 定义 在 实 直 线 R 上 的 函数 。 回 忆 一 下 


在 极限 过 程 和 其 它 一 些 考虑 中 用 到 这 样 的 事实 ， 在 只 上 的 一 个 距 


离 函数 ,叫做 q ,使 每 对 点 x，y&《R 对 应 一 个 距离 dx, y)=1x-yl. 
2 就 表明 这 个 概念 。 在 平面 上 与 “普通 "三维 空间 中 情况 是 相似 
的 ， i 


nn pae 2 
-o 225 ir 
d3, 9 =13 -Glan ALT, = 25) = 117 -(-291leA2 
图 ? RR 上 的 距离 


在 泛 函 分 析 里 我 们 将 研究 更 一 般 的 “空间 ”与 定义 在 其 上 的 
“函数 ”。 我 们 提出 一 个 很 一 般 , 然 而 又 非常 灵活 的 “空间 "概念 ,以 
一 抽象 集合 无 〈 集 中 的 元 素 的 性 质 不 加 界定 ) KRER EXE 
引进 一 “距离 函数 "， 它 只 具有 R 上 距离 函数 的 几 条 最 基 本 的 性 
质 。 什 么 是 “最 基本 ”? 这 远 不 是 平凡 的 问题 。 实际 上 ， 在 定义 中 
公理 的 选择 永远 要 靠 经 验 ， 合 对 实际 问题 认识 的 深度 和 清楚 的 思 
想 目 的 。 现 在 ， 经 历 了 六 十 多 年 的 发 展 ， 引 出 了 下 面 在 泛 函 分 析 
及 其 应 用 中 起 基础 作用 又 非常 有 应 用 价值 的 概念 。 


1.1-1 定义 (度量 空间 ， 度 量 ) ”度量 空间 是 二 元 组 (X,d)， 
AR-REMIRX 上 的 度量 (或 称 为 上 的 距离 函数 )， 即 是 定 
义 @ 在 Xx 区 上 的 函数 ， 使 得 对 一 切 x,y,zKX， 有 


© NEXARENERAN, Ax BREIE (a,b) 所 成 之 集 ,其 中 ao€4， 
bEB。 因此 XX 针 就 是 关中 的 一 切 元 罕 的 有 序 对 所 成 之 集 . 


(MD d 是 实 值 的 ， 有 限 的 与 非 负 的 ， 
(M2) d(x,y) 一 0 当 且 仅 当 x 一 y。 
(M3) d(x,y)=d(y,x) (对 称 性 ) 。 
(M4) d(x,y)<d(x,z) +d(z,y) (ERER) 
”以 下 介绍 几 个 有 关 的 名 词 ，X 通 常 称 为 (XX,d) 的 基本 集 ， 其 
元 案 称 之 为 点 ， 对 固定 的 点 *，y， 称 非 负 实 数 d(x,y) 为 x 到 的 


距离 。 性 质 (M1) 至 (M4) 叫 度量 公理 。 三 角 不 等 式 的 称号 来 自 初 
等 几何 ， 见 图 3，。 


图 3 ”平面 中 的 三 角 不 等 式 

从 (M4) 由 数学 归纳 法 可 导出 推广 的 三 角 不 等 式 

(1) d (Xi, Xa) Kd (x1, %2) 十 d (Xs ,Xs) He 十 d (Xni, Xn) e 

在 不 致 引起 混淆 时 我 们 可 简 记 (X,d) AX. 

取 YCX 并 将 d 限 制 在 YXxY 上 ， 就 得 到 (六 ,d) 的 子 空间 (Y, 
9)， 于 是 了 上 的 度量 就 是 这 样 的 @ 限 制 

d=edir.r. 

G 称 为 由 q 在 Y 上 导出 的 度量 。 | 

现在 我 们 要 举 出 一 些 度量 空间 的 例子 ， 有 些 是 读者 已 经 很 熟 


O MR 介绍 映射 的 概念 时 也 介绍 了 限制 这 个 概念 。 


$, 4, ® 


bh 


=. EEHENEEREH, H ENEA RAIA AEA 
(M1) 至 (M4) 。 通 常 验证 其 满足 (M4) 时 比 验证 (M1) 到 (M3) 要 
费劲 些 。 但 现在 这 些 例 子 作 起 来 都 不 困难 ， 所 以 留 给 读者 〈 见 习 
题 ) 。 在 下 一 节 列 出 了 一 些 对 (M4) 不 那么 容易 验证 的 例子 。 


例 


1.1-2” 实 直线 RR ” 它 是 一 切实 数 所 成 之 集 ， 定 义 了 寻常 的 
度量 
(2) d(x,y)=|x—yi. 


1.1-3 Euclidean YH R 度量 空间 RCMEuclidean 平 面 ) 
为 一 切 有 序 实数 对 ， 记 为 X= (éE), y=), FARZ 
w, TER LET Euclidean ER 

(3) d(x,y) = En) + &-m)” (>0). 
见 图 4。 

如 有 果 就 在 此 集 上 完 义 另外 的 度量 d 为 


图 4 平面 上 的 Euclidean FE, 


© 我 们 不 用 记号 x==(x1, x) KAX, x 在 后 面 要 用 来 表示 序列 ， 


(4) d, (x,y) =!£;— m] + [fmt 
就 得 到 另外 一 个 度量 空间 。 这 就 说 明了 一 个 重要 的 事实 ， 对 一 给 
定 的 集合 《其 不 止 含 一 个 元 素 》 ARTAR w, META 
的 度量 空间 。 (上 述 的 以 q1 为 度量 的 空间 没有 标准 的 名 称 ，d，, 有 
时 说 成 是 计 程 度量 ， 为 什么 ? PANEER E) 


1,1-4 三 维 Euclidean 空间 Rs 它 由 有 序 三 元 实数 组 x= 
(&1,62,63), V= (11,7s ,17s) 等 等 的 全 体 所 组 成 ， HEuclidan® #4 
为 


(5) d(x,y) =n En)’ + En)’ +)! >. 


1.1-5 Euclideanzia R", 西 空间 C"， 复 平面 C 前 面 的 例 
THE nÆ Euclidean 空间 R" 的 特例 ， 这 个 空间 由 全 体 有 序 x 元 
实数 组 ， 记 为 

x= (É, En), YS (Ms Na) 
等 等 ， 所 组 成 ， 其 Euclidean 度量 定义 为 

(6) da den (全 一 人 四) 十 十 (一 To >). 

n 维 西 空间 C"* 是 由 一 切 庆 序 % 元 复数 组 组 成 ， 其 度量 定义 为 

(7) dan + (>). 
当 # 一 1 时 就 是 复 平面 C 具 有 寻常 的 度量 

(8) d(x,)=1x-yl. 

《Cs 通常 称 为 复 4 维 Euclidean 空间 ) 


1.1-6 序列 空间 全 本 例 及 下 一 例 给 我 们 以 初步 MR, E 
量 空 间 是 一 个 多 么 一 般 的 概念 。 取 一 切 有 界 复数 列 组 成 集 关 ， 即 
KARATE * 为 复数 序列 
x= (ÉÉ e) Hünxe ($), 


使 得 对 一 切 7 一 1,2,… 合 于 


EPICE 
cz 表 依 赖 于 x 但 不 依赖 于 /的 一 个 实数 。 其 度量 定义 为 
(9) d (x,y) =sup|$s—n;l, 


Ahr yei N={1,2,}, sup 表 上 确 界 (最 小 上 界 ) 四 。 此 空 
EERI IS. (这 个 有 点 奇特 的 记号 来 自 1.2-3)。122 叫 做 序 
列 空 间 ， 因 慰 中 每 -一 元 素 《或 每 个 点 ) 是 一 个 序列 ， ` u 


11-7 ”函数 空间 CCa, b) 取 -- 切 定义 在 闭 区 间 了 =[e,8] 上 
的 实 值 连续 函数 x,y,… 作 集 区 ， 定 义 度量 为 
(10) d(x,y) =max ix -yA 1, 


其 中 max RRKE, KIE RZA Cle, b] (字母 C RR “E 
续 ")， 这 是 一 个 函数 空间 ， 因 L[a,2] 中 每 个 点 是 一 个 函数 ， 

读者 应 弄 清 泛 函 分 析 与 微 积分 学 的 重大 区 别 ， 在 微 积 分 中 人 
们 通常 在 一 个 时 候 只 考虑 单个 或 几 个 函数 ， 而 现在 一 个 函数 仅仅 
是 空间 中 的 一 个 点 ， 


1.1-3 ”离散 度量 空间 对 任意 集合 XX， 在 其 上 定义 所 谓 的 

离散 度量 
d(x,x)=0, d(x,)=1 (sy) 

称 此 空间 为 离散 度量 空间 。 它 在 应 用 上 很 少 出 现 ， 然 而 常用 作 说 
明 某 些 概念 的 例子 ， 

从 1.1-1 可 知 . 宰 量 是 以 公理 术语 来 定义 的 。 我 们 要 指出, 现 
在 ， 这 种 公理 化 的 定义 已 经 用 于 数学 各 个 分 支 。 自从 Hilbert # 
述 的 几何 基础 开创 这 种 用 法 以 来 ， 获 得 了 ) “这 的 骨 定 。 有 趣 的 是 
对 数学 最 古老 最 简单 部 分 的 这 个 研究 工作 ， 对 现代 数学 有 着 极 重 

名 ”读者 要 复习 sup 与 inf 可 以 看 附录 1，41.6。 


要 的 影响 。 
习 题 


1. 证 明 实 直线 是 度量 空间 
2. 在 一 切实 数 记 成 之 集 上 ，d(x,y)=(x 一 y)* 是 否定 义 一 度量 ? 
3. 证 明 d(x, ya [x-y] 在 实数 集 .上 定义 一 度量 ， 
4. 求 出 由 两 个 点 组 成 的 集 改 上 的 一 切 度量 ， 并 求 为 一 点 所 成 之 集 
的 情形 。 
5。 设 d 是 怀 上 的 一 度量 ， 定 出 所 有 的 常数 局 使 得 (Did (ü)d+kK 
X LIER. 
6. 证 明 1.1-6 中 的 d 满 足 三角 不 等 式 。 
1. 车 4 是 1” 的 子 空间 ， 它 由 一 切 0 与 1 所 成 的 序列 组 成 。 灾 4 上 的 导 
出 的 度量 是 什么 ? 
8. 证 明 


ie = 20) -uC ldt 


, 般 .1-7 的 集 六 上 定义 了 另 一 个 度量 4 
79, 证 明 1,1-8 中 的 d 是 一 个 度量 
10. 《Hamming 距 离 ) RIEA 0 和 1 构成 的 三 元 有 序 组 全 体 所 成 之 
集 . 证 明美 由 八 个 元 素 组 成 。 又 设 d 表 d(x,y)==x,y 两 序 组 的 对 应 位 置 上 不 
同 数 信 的 个 数 ， 证 明 d 是 关上 的 距离 。( 这 个 空间 和 类 似 的 n 元 有 序 组 所 成 的 
空间 在 开关 和 自动 机 理论 ， 编 码 中 起 着 重要 作用 。d(x,y) 称 为 x 和 yg 之 间 
HamminsfE$. WR, W, Hamming(19 0) EHER, NEHRIH,) 
u. 证 明 (1)， 
12. (三 角 不 等 式 ) 三 角 不 等 式 有 几 个 有 用 的 推论 ， 例 如 
ld.) -d(2,w)I<sd(x,z)+d(y,w) 
就 是 其 中 之 一 。 用 ( 1 ) 证 明之 ， 
13. HZBRFRIEN: |d(x,2)—-dy,z)isd(x,y). 
IE (度量 公理 ) (M1) 到 (M4) 可 以 用 另 一 组 公理 代替 (不 会 改变 定 
X). Pln, EAMDEM TRMD 
d(x,y) <d(z,x)+d(2,y) 
得 出 。 
i 15. 放量 的 非 负 狂 可 以 由 (于 2 到 (对 人 得 出 。 试 证 之 。 


1.2 度量 空间 进一步 的 例子 


为 阐明 度量 室 间 这 一 概念 和 验证 度量 公理 的 方法 ， 特 别 是 姐 
何 验证 三 角 不 等 式 (Mt ， 我 们 再 给 出 三 个 例子 ， 其 中 最 后 一 例 
《空间 /7) 在 应 用 上 最 为 重要 。 


1.2-1 序列 空间 s 它 由 一 切 (有 界 或 无 界 ) 复数 序列 组 
成 ， 在 其 上 定义 了 度量 


SA. ben 
deps i- IH nT 
其 中 x= (£,), 2 一 (77) 。 ER, ALISZEETHEREN MM 
形 。( 为 什么 ?) 
显然 ， 公 理 (M1) 到 (M3) 是 满足 的 。 现 在 验证 (M4)， 利 用 
R 上 的 辅助 函数 


sn. 


REREPO-1/A4N, È 是 正 的 ， 因 此 (单调 增加 ， 于 是 
la+bstdl 十 1 
蕴含 
f+ <f dal +151)， 
把 它 具体 地 写 出 来 并 利用 三 角 不 等 式 ， 我 们 有 


le+bl Jel+lbl _ 
i+le+d] “ırlal+ib| 


ld o blo _ 
Tr lol TOT Firlal FTE] 


le] a 
<ia First" 


RAa=is— t5 b=és ns Ho z= (č). Marbadzn, M 
而 
l&Es-nsl 一 lEs— nsl 


1+ ln] Sitil -él itin * 


两 端 乘 以 1/2!， 再 按 j 从 1 到 oo 求 和 。 于 是 左 端 得 d (x,y) 而 右 端 为 
d(x,2)5d(z,y) zM. 

dix,)<d(x,2)+d(z,y). 
,于 是 (M4) 成 立 ， 因 此 s 是 一 度量 空间 。 


1.2-2 有 界 函 数 空间 8(A) 每 个 元 素 xE€B(A) 是 定义 在 给 
定 集 4 上 的 有 界 函 数 ， 其 度量 为 
d(x,y) =sup|x() —y (9 |, 


其 中 sup 表 上 确 界 ( 见 1.1-6 之 脚注 ) 。 当 A=La,bICR i B(A 
žBta,b]. 
现 证 8B(4) 为 一 度量 空间 .显然 (M1) 与 (M3) RY, X die. 
x) =0 也 是 显然 的 RZ, HH iEeA d(x) =01 A8 x) 一 
8 的 一 0， 所 以 x 一 于 是 (M9) 成 立 。 此 外 对 -- 切 IE4， 我 们 有 
lx) yH IIx) -zH 1 +iz() y)! 
<suplx (H — z(t) | +suplz (f) —y C) 1 ， 


这 说 明 x 一 y 在 4 上 有 界 。 由 于 第 二 行 式 子 不 依赖 于 t， 故 可 在 左 
端 取 上 确 界 ， 于 是 得 (M4)。 


1.2-3 空间 jp，Hilbert 序列 空间 PP， 关于 和 的 Hölder 与 
Minkowski 不 等 式 ” 设 p 之 1 为 一 固定 实数 , 按 定义 ,空间 的 每 个 
元 素 为 一 个 数列 x= (E) = Één), AF ilH l He 
3: 因而 


。10 。 


fr 


(1) Plico (jp 之 1 的 实数 )， 


j= 
而 度量 为 


(2) dD = (PIS mn) 
其 中 y= (m))， 且 1y1? 之 ceo。 如 果 其 中 x 都 是 满足 (1) 的 实数 列 
得 实 iP 空 间 ， 如 果 x 都 是 满足 (1) 的 复数 列 得 复 /空间 。 当 需要 对 
这 两 者 区 分 时 ， 可 以 分 别 在 2? 后 加 上 记号 R 和 C。 

p= 二 2 时 就 得 到 著名 的 Hilbert 空间 请， 其 度量 为 


(3) iane [Pieu . 
jet 


这 个 空间 由 D. Hilbert (1912) 在 研究 积分 方程 时 引入 并 作 了 和 研 
帘 ， 这 是 现在 称 之 为 Hilbert 空间 的 最 早 的 例子 。( 从 第 三 章 起 ， 
我 们 要 对 Hilbert 空间 作 仔细 讨论 .) 

现在 证 明 /是 一 度量 空间 .如 (2) 之 右 端 级 数 收敛 ,显然 (3) W 
足 (M1) 到 (M3)， 以 下 证 明 它 的 确 收敛 并 且 也 满足 (M4) EN 
DATER: 

(a) 导出 一 个 辅助 不 等 式 ， 

(b) 由 (a) 导 出 Hölder TER, 

(c) 由 (b) 得 到 Minkowski TER, 

(d) 由 (c) 得 到 三 角 不 等 式 ， 
具体 证 明 如 下 ， 一 人 一 

a) FPI ELH | 

1 


ı,1_ 
(4) pro 


PERRHHEEN, LEEA R. h (4) Ba 
8 il eo 


于 是 1/ (p 一 1) 二 一 1， 所 以 
ur! Hate, 
SOSPNEBER. HTPRERNEN, MRS MARIA 
不 等 式 
‘fe {E _ a? p! 
(6) ap<| P ‘dt+| u ‘du= y +E, 
注意 当 & 一 0 或 bj 一 0 时 ， 不 等 式 成 立 是 显然 的 。 


图 5 不 等 式 (6)， 其 中 人 对 应 于 (6) 中 第 一 个 积分 而 @ 对 应 第 二 个 。 
h 令 (85) 与 (和 7) 合 于 
(7) nd, pl, Dil. 

置 c= |E m= 1 和 | ， 从 (6) 得 到 不 等 式 


EHH 
对 j 求 和 并 利用 (7) SU, BA 
(8) 并 1 下 < 方寸 十 =1。 
现 取 任 意 非 零 的 x= (Ü)ErSY=(n)EN, HAR 
ya 
O ESERDE Tamm 
FARBEN, MUTUEA (N), ORAGO, RUO) 
. 12 。 


母 之 积 ， 则 得 到 和 的 H6lder 不 等 式 
Au ma Lp on Nig 
10 HE DTI Iml? , 

G0 Ulm < (Z i?) (2 D 


其 中 力 >1 且 1/p+l/g=el. EZERA O. Hölder (18894) 给 
H. 

如 果 p 二 2， 则 4==2， 于 是 (10) 成 为 和 的 Cauchy-Schwarz 不 
FR. l 


(11) Sls ia nal? 
gi kewl 


mel 


关于 p=q=2 的 这 种 情形 ， 现 在 要 讲 些 什么 还 为 时 过 早 ， 但 要 扼 
要 地 指出 在 今后 的 一 些 章节 中 将 起 特别 作用 ， 它 引出 一 个 空间 
(Hilbert A) 具有 比 别 的 p 尖 2 的 空间 更 好 的 性 质 。 

(c) 以 下 证 明和 的 Minkowski 不 等 式 


irp 


a a) (isn) K(X e) ACE el), 
< “l gel m=l 


其 中 x 二 (EP 与 y= (my)€1?，p 之 1。 当 求 和 的 项 数 为 有 限时 此 
FEAH. Minakowski (1896 年 ) 给 出 。 
对 p=1， 此 不 等 式 很 容易 从 数 的 三 角 不 等 式 得 到 。 现 令 p> 
1。 为 简化 书写 ， 记 弓 二 Dy 一 w;。 由 数 的 三 角 不 等 式 得 
lo;l’=18;+n;|1@,1”"' 
<E + in) ol 
对 7 从 1 到 任意 图 定 的 x 求 和 得 
(13) Dilo sulia TAE nilo 
对 右 端 第 一 个 和 数 用 H6lder RER, % 
25, lo "SIT AI PD Gon 
Eimkälpe=pte, A606), HEA 


. 13 » 


人 A a 


ET EEE TE BE TEE nn ee 


(p—1)g=p. 
同样 处 理 (13) 式 中 后 一 个 和 数 ， 得 
21, los" Sein TC 0n]. 
两 者 结合 起 来 得 
D [o| SALE [Ea P POH TODD, 
除 以 右 端 最 后 的 因子 并 注意 1 一 1/g=1/b， 得 出 (12) 中 从 1 到 = 的 
求 和 的 情形 。 现 在 让 s->coe。 在 右 端 ， 因 x，%E1"， 出 现 两 个 收敛 
级 数 ， 于 是 左 端的 级 数 也 收敛 ， (12) 得 证 。 
(d ”由 (12) 式 得 知 当 x,yE1?，(2) 中 的 级 数 收效 ， 
故 由 (12) 得 出 三 角 不 等 式 。 事实 上 ， 取 任意 的 x,y,zE1*， 记 
z 呈 (6y) ,用 数 的 三 角 不 等 式 ， 然 后 再 应 用 (12)， 得 
| d(x,y) =(P16 m)" 
< (215-5141, 
<(218,-6&1)'+2 1,19 
=d(x,2) +d(z,y). 
I» 是 度量 空间 得 证 。 | 


不 等 式 (10) 至 (12) 在 许多 理论 和 实际 问题 中 是 十 分 重要 必 不 
司 缺少 的 工具 。 今 后 工作 中 将 多 次 用 到 它们 。 


习 题 
1. 证 明 在 1,2-1 中 用 4>0 代 志 1/24， 且 J 合 于 王后 收效 ， 就 得 出 另 一 


2. 利用 (6 ) 证 明 两 个 正 数 的 几何 平均 数 不 超过 它们 的 算术 平均 数 。 
3. 证 明 Cauchy-Schwarz 不 等 式 (11) 草 含 
Gil i DA 
74 (ZA) 求 一 个 序列 它 收 敛 于 零 但 示 在 任意 的 ?中 , OK<) 
5. 求 一 序列 x 它 在 ?中 (p>>1)， 但 示 在 4 中 ，。 
6. 《直径 ， 有 界 集 ) ”距离 空间 (X,d) 中 非 空 有 界 集 的 直径 8(.4) 定 义 


-一 一 一 一 一 一 一- a "a SEE ee nn © re 


an 


为 
8(A)= sup d(x,y) 
,YE 


如 时 8(.4)<oo 称 4 是 有 界 的 。 
TBBPA, MAA). 
T. 证 明 8(A)==0 ( 见 6 题 ) 当 且 仅 当 A 是 单 点 集 . 
8， 《集合 间 的 距离 》 (X,d) 中 两 个 非 空子 集 4, 耻 间 的 距离 DNA, B 
定义 为 
D(A,B)= ini 
aEA,bE 
EHER (MN NTHERZE) 口 不 是 度量 。( 因 此 这 里 用 
符号 DD， 而 不 用 会 使 我 们 认为 是 距离 的 d) 
9， 在 8 题 中 如 果 ANB=4, SEM DAB. Risen 
10. 从 点 x 到 (已 ,d) 的 罪 空子 集 B 的 距离 D(x, B) 之 定义 与 8 ER, 
m 


d(a,b) 
B 


D(x,B)=infd(x,b) 


证 明 对 任何 x,yEX， 
ID(x,B)—D(y,B)|<d(x,y) 
1. MROAHRE-EBEN. EAA 
了 d(x, 
OD Een) 
定义 了 另 一 度量 ， 而 且 在 度量 4 下 ， 久 是 有 界 的 。 
12. 证 明 在 度量 空间 中 ， 两 个 有 界 集 合 4 与 了 的 并 仍 景 有 界 集 . 《定义 
见 6 题 ) 
13.【〔 度 量 空间 的 积 ) 两 个 度量 空间 (X, dı) 和 (X,d) 的 第 卡尔 积 
汪汪 ,XX 能 以 多 种 方式 定义 度量 使 成 度量 空间 (XX,d)。 例 如 ，d 由 
一 d(x 9) =dı(zı,uı) + da(x2,1) 
来 定义 ， 其 中 x 一 (xx2)，3 一 (Wib2)》 证 明 它 是 一 个 度量 。 
‚AM: 证 明 在 13 题 中 的 上 可 以 定义 另 一 个 度量 
p udn d(x1,y) + d(x ,Ya)? 。 
15， 证 明 在 18 题 中 还 可 定义 度量 ， 


d(x,y) =max[d, (x; y) ‚dıl&2,42)]. 
| (13 题 至 15 题 中 的 度量 特别 重要 ， 上 还 可 以 有 别 的 度量 ) 
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bee ED or EDE Esmee a er r ee， 


1.3 FR, AR, SR 


与 度量 空间 有 关 的 重要 辅助 概念 相当 多 .我 们 妥 用 到 的 都 在 
这 一 节 里 .因此 本 节 包 含 许多 概念 〈 比 本 书 其 它 任何 -- 节 都 多 ) 。 
但 读者 会 注意 到 将 它们 用 于 Euclidean 空间 时 有 些 是 大 家 很 熟悉 
的 。 这 当然 是 很 大 的 方便 并 显示 出 了 我 们 沿用 来 自 经 典 几何 学 的 
术语 的 优点 。 

首先 我 们 考虑 在 给 定 的 度 最 空间 (X,a) 的 一 些 重要 类 型 的 子 


1.3-1 定义 〈 球 和 球面 ) ”给 定点 xoEX 和 -- 正 实数 "> 
定义 @ 三 种 重要 的 集 ; 
(1) (a) B(x0r)={xEXId(x,%,)<r} (FED 
(b) Bixur)=txeXid(s,x.)<r (ER 
(e) Sur ={xEX d(x, x) =r} HE 
所 有 三 种 情况 中 zx。 都 叫做 中 心 而 r E. E 


我 们 看 到 以 r 为 半径 的 开 球 就 是 六 中 一 切 距 离 球 心 小 于 r 的 
点 。 此外， 从 定义 立即 得 i 
(2) S (xor) =B (xr) ~ B(x0;r). 


当心 .在 度量 空间 ， 使 用 类 似 于 Euclidean 几何 学 的 术语 有 
很 大 好 处 。 然而， 应 当 警 惕 一 种 危险 即 认定 在 任意 度量 空间 电 的 
球 和 球面 具有 Rs 中 的 球 和 球面 同样 的 性 质 。 情 况 并 非 如 此 。 一 
反常 的 性 质 是 ， 在 度量 空间 中 球面 可 能 是 空 集 . 例如 ， 在 1.1-8、 


”假定 读者 已 经 熟悉 了 集合 论 中 常用 的 一 些 记号 ， 但 附录 1 中 还 是 将 它们 列 a) 
供 参 考 . | 
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A 


BE nr 


离散 度量 空间 中 ， 当 * 志 1 时 我 们 有 3 (X60;7) = 由。( 当 r=1 时 它 是 
什么 ? 》 别 的 反常 的 性 质 以 后 要 提 到 。 
现 介绍 另外 两 个 概念 ， 他 们 是 互相 联系 着 的 ， 


1.3-2 定义 ( 开 集 ， 闭 集 ) ”度量 空间 天 的 子 集 M 叫 做 开 集 ， 
如 果 几 含有 以 它 的 每 个 点 为 虫 心 的 一 个 球 ， 六 的 子 集 长 叫做 闭 
集 ， 如 果 它 的 补 集 WARI ERE, ME, K'=X-KAF 
的 。 B 

读者 易 知 按 定义 开 球 是 开 集 ， 闭 球 是 闭 集 。 


半径 为 e 的 开 球 B(x6;e) 称 为 ‰ 的 e- 邻 域 〈 按 定义 1.3-1, > 
0) 。 称 才 的 含有 x 的 e- 邻 域 的 任 一 子 集 为 % 的 邻 域 趾 。 

从 定义 直接 可 知 %6 的 任 一 邻 域 含有 Xo 换 句 话说 ，x 是 它 的 
每 个 邻 域 中 的 点 。 并 且 如 果 入 是 x 的 一 个 邻 域 而 NCM 则 放 也 是 
%6 的 一 个 邻 域 。 

称 xo 是 集 MCX 的 内 点 ， 如 果 检 是 的 一 邻 域 。M 的 全 体内 
点 所 成 之 集 叫 做 用 的 内 部 可 表示 为 M' 或 Int(M)。 但 没有 大 家 都 
采用 的 统一 记号 。Int(M) 是 开 的 且 是 含 于 M 的 最 大 开 集 ， 

PER AX 的 一 切 开 子 集 所 成 的 集 ， 记 为 9， 具 有 下 列 性 
R: Oy 

(T) E7, XET. a — 

(T) 任意 多 个 8 中 的 元 的 并 是 8 中 之 元 。 

T) ISHERTTZZEIHZERT. 


ER, (TIRE, NERTETRREHKERG, KPAXÆE 
开 的 。 现 证 (了,) 。 开 集 的 并 0 中 任意 一 点 至 少 属于 这 些 开 集中 之 


© 在 较 早 的 文献 由， 邻 域 都 是 开 集 ， 但 这 个 要 求 已 在 本 定义 中 去 掉 了 . 
. 17 > 


vun nn nenne ne va A ho meinen mare ge ni gg DET Amen a ante nennen nn 


一 ， 记 此 为 极 ， 以 含有 某 个 以 x。 为 心 的 球 有 ， 因 为 朵 是 开 的 ， 于 
是 按 并 集 的 定义 BEU., (T) 得 证 .最 后 ， 如 果 y 是 开 集 M, 
“Ma 的 交集 中 的 任 一 点 ， 则 每 个 My 包含 有 一 个 以 ! 为 心 的 球 。 
这 些 球 中 之 最 小 者 就 包含 在 此 交集 中 ，(7s) E. B 


我 们 指出 性 质 (7T,) 至 (7T,) 是 非常 基本 的 ,所 以 人 们 要 求 在 更 

一 般 的 背景 上 保持 这 些 性 质 ， 因 此 ， 人 们 定义 拓扑 空间 (X，7 ) 

为 一 个 集 久生 的 一 切合 于 公理 (T1) 至 (Ta) 的 子 集 所 成 的 集 9 。 
集 多 称 为 区 的 拓扑 。 由 此 定义 可 得 ， 


度量 空间 是 拓扑 空间 。 
开 集 也 在 连续 映 象 中 起 作用 ， 这 里 的 连续 性 是 已 知 的 微 积分 
学 中 连续 性 的 自然 推广 ， 其 定义 如 下 ， 


1.3-3 ”定义 (连续 映 象 ) EX=(K,d) 和 了 =(Y ,9) 均 为 
度量 空间 。 称 映 象 了 ，XX->Y 在 点 NEX 是 连续 的 ， 如 果 对 每 个 
0, FESSO 使 得 © 〈 见 图 6.) 

d (Tx, Tx) <e 对 一 切合 于 d(x,%0) < 的 * 成 立 。 


me 当 久 ,了 都 是 Euclidean 平 面 半 = 二 R?,Y =R KREN, Æ 
1.3-3 中 不 等 式 之 图 示 


O 在 微 积分 里 通常 写成 y=f(x). 相应 的 x 关于 T 的 象 就 应 该 写成 T(x) . 但 在 
泛 函 分 析 中 为 了 简单 起 见 ， 习 民 上 省 去 括号 写成 了 Tx， 关于 映 象 的 定义 列 在 4.12, 
RRR 


«18 + 


Ag 


ERWATBNLEISAZWUAFRL TR 语 来 刻 划 如 
F: 


1,3-4 ER GEZER) 从 度量 空间 XX 到 度量 空间 了 内 
的 映 象 T 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 Y 的 任意 开 子 集 的 道 象 是 半 的 开 子 
集 。 


SiO , 那 来 它 是 开 的 。 现 设 S。 六 中 。 WERE P= T. 

u PSEHEL ERAI NADH IRN AAT. MATES, 

%o 有 - RE-RN EAN. HFNIS, FRHNGS, MA 
TORTEN BRAN., 

SEHR, INES 是 任意 的 。 一 一 一 一 
ho O 人 一 


ORIK, BEY 中 每 个 开 集 的 道 象 是 厌 中 的 开 集 ， 则 对 
每 个 EX 与 任 一 Tx 的 e- 邻 域 N，N 的 道 象 Vu 是 开 的 ， 且 N, 仿 
有 x。。 因 此 N HART 6- 邻 域 , 它 被 映 入 从 中 ,这 是 因为 

NEAN tp. Ait, REX, TE 2 连续 。 由 于 % 是 藉 中 任 - 一 
A KTE. T 


DE 


(X 空 间 ) (了 空间 ) 

图 7 定理 1.3-4 证 明 (0) 部 分 的 记号 图 示 
现在 我 们 还 楼 引 入 两 个 有 关 的 概念 。 设 计 是 度量 空间 发 的 子 
集 ， 称 xcEX 〈 它 可 以 属于 M， 或 不 属于 M) AMKRE, WE 
% 的 每 个 邻 域 至 少 含有 寻 中 的 异 于 % 的 一 个 点 。 由 寻 中 的 点 及 


s 19 « 


其 聚 点 所 成 之 集 称 为 性 的 闭 包 ， 并 记 为 
M 
它 是 包含 M 的 最 小 闭 集 。 

在 往 下 进行 以 前 ， 我 们 要 提 到 度量 空间 中 的 球 的 另 一 不 寻常 
的 性 质 。 ÆR, FRB Co 7) 的 闭 包 BX6;7] 就 是 闭 球 站 (x047)， 
但 在 一 般 度量 空间 中 就 可 能 不 成 立 。 请 读者 自己 举例 说 明 。 

利用 闭 包 概念 现 给 出 对 今后 工作 特别 重要 的 下 述 定义 。 


1.3-5 EN (BER, TARN ERZUXIRTAMR 
REIHE, WR 
2 M=X 
发 叫 做 可 分 的 如 果 瑟 有 在 其 中 秋 密 的 可 数 子 集 。 (TRAKE 
TRR) o 

Ki, RM EN MX 中 每 个 无 论 多 么 小 的 球 都 含有 
计 中 的 点 ,或 者 换个 说 法 ， 在 这 种 情形 ， 天 中 不 存在 这 样 的 点 它 
有 不 含 必 中 的 点 的 邻 域 ， 

以 后 会 看 到 可 分 度量 空间 比 不 可 分 的 度量 空间 相对 说 来 简单 
一 些 ， 以 下 是 可 分 与 不 可 分 空间 的 一 些 重 要 例子 ， 合 我 们 熟悉 这 
些 基本 概念 ， 


例 
1.3-6 KERR 实 直 线 R 是 可 分 的 。 
证 明 。 一 切 有 再 数 所 成 之 集 Q 是 可 数 的 且 在 R 中 稠密 。 


1.3-7 复 平面 C” 复 平面 C 是 可 分 的 


ER. 的 可 数 笛子 集 是 由 一 切实 部 和 虚 部 都 是 有 理 数 的 复 
EHER. 
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1.3-3 离散 度量 空间 ， 离散 度量 空间 XX 是 可 分 的 当 且 仅 当 
改 是 可 数 的 。( 见 1.1-8.) 

EHA., IPERS AX 不 可 能 有 真子 集 亦 兴 中 稠密 。 因 此 
发 的 稠密 子 集 只 可 能 是 不 本 身 。 于 是 结论 成 立 。 


1.3-9 空间 i” 空间 售 是 不 可 分 的 。 ( 见 1.1-~6.) 

证 明 。 设 y= 二 (m4,7s,…) 是 一 个 由 0 和 1 组 成 的 序列 , 则 y€1*。 
由 y 我 们 作出 实数 六 ， 它 的 二 进位 制 表 示 式 是 

rar te. 

现在 利用 这 一 事实 ，[0,1] 是 不 可 数 集 ， 每 个 了 E50,1j 都 有 二 进 
制 表 示 式 且 不 同 的 5 其 二 进 制 表 示 法 也 不 同 。 因 此 有 不 可 数 个 由 
0 和 1 组 成 的 序列 。 根 据 让 上 的 度量 知 ,任意 两 不 同 的 J 它们 的 距离 
都 是 1。 如 果 让 每 个 这 样 的 序列 为 一 小 球 的 中 心 ， 各 小 球 的 半径 
如 果 小 于 1/3， 这 些 球 就 互 不 相交 . 于 是 得 到 不 可 数 个 这 样 的 球 。 
如 果 好 是 的 任 一 筒子 集 ， 披 此 不 相交 的 每 个 这 样 的 球 必 合 有 7 
中 的 一 个 元 素 。 因 此 杂 不 可 数 。 由 于 杂 是 任意 的 笛子 集 ， 这 证 
明 1 必 不 可 能 有 可 数 稠 子 集 。 因 此 1 不可分。 


1.3-10 291 空间 天 (1 和 bp<co) 是 可 分 的 。( 见 1.2-3) 
证 明 。 设 六 为 一 切 如 下 之 序列 ! 的 集 
y= (Msns Na, 0,0,0) 
其 中 站 是 任意 的 正 整 数 而 各 7/ 都 是 有 理 数 ， 旭 是 可 数 的 。 现 证 租 
EP RAR. x= (É) El? 是 任意 的 。 则 对 每 个 >0, 存 在 一 个 # 
KAT) 使 得 


> Il? <5- 


jen+ı 
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加 为 左 端 是 收 铅 级 数 余 项 。 由 于 有 理 数 在 R 中 稠密 ,对 每 个 名 都 
有 有 理 数 人 y 充 分 接近 于 它 。 从 而 可 以 求 得 一 个 yEM 满足 


Z uni <— 


jm 


故 可 得 
[d(x P= Dbl % EPA 
jmi jm 
于 是 我 们 有 qd(x,)<es， 因 而 证 得 M 在 靖 中 稠密 。 


习 题 


1. 通过 证 明 (o) 任 何 开 球 是 开 集 ， (4) 任何 闲 球 是 闭 集 ， 论证 名 谓 “ 开 
球 ” 与 “ 闭 球 ”是 合理 的 . 

2. 在 R 上 开 球 B(xo; 1) 是 什么 ? 在 C 
Lw? (W 1.1-5). FECIe,b]) Li ( 见 
1.3-1). BE. 

3. ÆC, 21, x(G)=sin t, y(t) 
dcos i, MEE yeB a; 7?) 的 最 小 的 r. 

u 证 明 任意 非 空 集 ALCA ,ad) EH 
的 当 且 仅 当 它 是 开 球 的 并 . 

知道 某 些 集 同 时 既是 开 集 XEM 
集 是 重要 的 ,(c) 证 明 世 和 中 总 是 这 种 情形 ， W ÆC Ee IJE % 
(如) 证 明 在 离散 度量 空 间 A, EATER ECL- 1,11, 0-8, sml u 
Fra. 2" 

8。 如 果 %o 是 集 4C-(XX,q) 的 聚 点 证 ”的 f- 邻 城中 一 切 xE[C~1,1] 
明 %4 的 任何 邻 壤 含 有 4 的 无 限 多 个 点 . 所 成 的 区 域 ， 

1. 说 出 以 下 每 个 子 集 的 闭 包 。(a)R 上 的 全 体 整数 (6)R 上 的 全 体育 
理 数 ， (o) 复 平 而 5 上 实 部 和 庶 部 都 是 有 理 数 的 复数 全 体 - CERES 
pae 
o 3. 证 明 在 度量 空间 中 ， 开 球 B8(xo; 7) 的 闲 包 FT) 可 以 不 同 于 闲 球 
B(xo: 门 ， 
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Ay 证 明 4 二 A, A=4, AUB=AUB, ANB=ANB. 

、10.。 不 属于 闭 集 MC(X ,qd) 的 点 * 到 用 的 距离 总 不 是 零 ， 要 证 明 这 个 
事实 ， 可 证 x€4 当 且 仅 当 DD(x,A)=0 ( 见 1.2 节 10 题 ); 这 里 A 是 六 的 任意 
非 空子 集 ， 

1. CAR) RAZER, AT x 的 每 个 邻 城 
AESA 4 的 点 ， 也 有 不 属于 4 的 点 《至 于 x 则 可 能 在 ， 也 可 能 不 在 集 4 
内 ); 4 的 边界 点 的 全 体 称 为 4 的 边界 ， 说 明 下 列 祖 形 的 边界 .(q) R 上 的 区 
AC-1,2, E-1,D[-115 ()R 上 一 切 有 理 数 之 集 ; (JE {z| le] < 
BECRH2| |2| <1} 

12. (空间 Bfa,b]) 证 明 B[a,5]，a<<b， 是 不 可 分 的 ( 见 1.2-2.) 

13. 证 明度 量 空间 X 是 可 分 的 当 且 仅 当 巳 有 一 可 数 子 集 了 ,使 得 对 每 个 
EDOMENKEX, PEY 满足 d(x,u)<e, 

14. (ERR) 证 明 映 象 了 , X>Y 是 连续 的 当 且 仅 当 在 意 闭 集 MNC 


了 的 道 象 是 也 中 的 闭 集 . 
5/ ”证 明 首 连续 映 象 下 开 集 的 象 不 必定 开 集 ， 
1.4 ik% Cauchy 序列 、 完 备 性 


我 们 知道 实数 列 在 微 积 分 中 起 重要 作用 ， 是 因为 只 上 的 度量 
使 我 们 能 定义 这 种 序列 收敛 性 的 基本 概念 。 对 于 复数 序列 情形 相 
同 ， 这 时 必须 用 到 复 平 面 上 的 度量 。 对 于 任意 的 度量 空间 了 和 = 
人, 只 ， 人 情况 也 十 分 相似 ， 就 是 ， 可 以 考虑 不 中 的 元 开 x, © 
IE), FAX EKER d 类 似 于 微 积 分 中 的 收敛 性 那样 
定义 收敛 ， 


1.4-1 定义 《序列 的 收敛 ， 极 限 ) ”度量 空间 (X,d) 中 的 
序列 (%。) 称 为 是 收敛 序列 或 收敛 的 ， 如 果 存 在 xEX， 使 得 


lim d(xn ,x)=0, 


% 称 为 是 (xs) 的 极限 ， 并 记 为 


lim ,=x: 


so 
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RE, MUA 

Xn Xa 
RIAA AKAT x 或 有 极限 x*。 如 果 (xn) 不 收效 ， 就 说 

它 是 发 散 的 。 B 


度量 d 是 怎样 用 于 这 个 定义 的 呢 % 我 们 看 到 由 d 产生 实数 os 
=d (zn,x) 的 数列 ， 由 它 的 收敛 性 定 义 (xs) 的 收 全 性 因此 如 果 
>, MAARRE, AN =N (e) BR SN, 
都 在 x 的 e- 邻 域 B(xie) 内 。 

为 避免 误解 ， 应 注意 ， 核 1.4-1 定义 ， 一 个 收 伍 序 列 的 极限 
必须 是 该 空间 中 的 点 .例如 ， 设 处 为 R 上 的 开 区 间 (0,1) 。 定 义 
IRR Rd y)=l-yl. mel t, 4, Jr 
的 ， 因 为 该 序列 要 收 合 到 的 点 0 不 属于 久 。 在 本 节 后 面 还 要 涉及 
到 这 一 点 和 类 似 情况 ， 

我 们 首先 证 明 收 敛 序列 的 两 个 熟知 的 性 质 。 《极限 的 唯一 性 
和 有 界 性 ) ， 它 们 是 从 微 积分 移植 到 我 们 现在 这 一 更 一 般 的 E R 
中 来 的 。 


称 非 空子 集 MCX 为 有 界 集 ， 如 果 它 的 直径 
ô(M) = By d(x,y) 


RAMY. RX PEE (X) 为 有 界 序列 ， 如 果 对 应 的 点 集 
是 革 的 有 界 子 集 。 

显然， 如果 M 有 界 ， 则 于 C 有 (xir)， 其 中 seEA 为 任意 点 且 
?是 一 个 《充分 大 ) 实数 ， 反 之 亦 然 。 

现在 ， 有 下 面 的 论断 


1.4-2 引 理 ER, MW 设 天 = (X.d 为 ~ 度量 空 
fl, 1: 
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(a) 关中 的 收敛 序列 是 有 界 序列 且 其 极限 是 唯一 的 。 
(b) WREAK Hx >x, Hyn>y, Nid (Xa, Ya) >d (x,y). 
证 明 。(a) 假定 xs-~>x， 则 取 s 一 1， 可 以 有 一 个 六 使 得 对 一 切 
n>NN，d (x，,%) 之 1。 于 是 根据 1.1 节 三 角 不 等 式 (M4)， 对 一 切 
3 我 们 有 d (%;,*) 之 1 十 9， 其 中 
a=max{d(x,,x%) ,* ,d (xw,%)}, 
这 表明 (xs) 有 界 。 如 果 x%n ->xY Xxnz, E(M)R 
Od (s, z) d(x,xn) +d (xn,2) >0+0 
于 是 极限 的 唯一 性 x==z 由 (M2) HN. 


(b) 根据 1.1 节 (1)， 我 们 有 
d (Xn, Yn) Sd (xa, X) +d (x,y) +d (y, ye) 
因此 得 
d (xn ,Yn) —d (x,y) <d (xn,%) +d (Yn, y). 

将 2 与 *，ys 与 y 交 换 并 乘 以 一 1， 所 得 结果 与 上 式 结合 ， 得 到 
Id (Xn Yn) —d (ry) ISA (Xa, X) +d (Yny) 一 0 (n>o0) 
现在 我 们 要 定义 度量 空间 的 完备 性 ， 它 是 今后 我 们 工作 的 基 

础 ， 完 备 性 不 能 由 1.1 节 (1) & (M4) 推 导出 来 ， 因 为 存在 不 完 

备 的 度量 空间 。 换 言 之 ， 完 备 性 这 个 性 质 , 有 的 度量 空间 有 ,而 有 

的 度量 空间 没有 ， 它 不 是 度量 空间 国有 的 人 性质 ， 完 备 的 度量 空间 

与 不 完备 的 空间 相 比 ， 有 更 好 一些 的 性 质 并 且 相 对 简单 一 些 。 pH 

着 课程 的 进行 ， 这 些 话 的 意思 会 越 来 越 明白 ， 
首先 回忆 在 徽 积分 中 -: 个 实数 的 或 复数 的 序列 (x,)， 它 分 别 

在 实 直 线 R 上 收敛 或 在 复 平 面 上 收敛 ， 当 且 仅 当 它 满足 Cauchy 收 

SEM, WPUHNUNETE>0, TEN =N (e) ,使 得 

|xn—xs|<e (m,n>N) 

《 见 附录 1，4.1.7 中 有 证 明 ) .这 里 |xn 一 2 是 由 xn 到 xx 在 实 直 

线 民 上 或 复 平 面 C 上 的 距离 d (xm,xn) 。 因 此 可 以 将 Cauchy 准则 表 
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为 
d (xm, £n) <e (m,n>N). 

ME Cauchy 准则 条 件 的 序列 可 以 叫做 Cauchy 序 Al. TR 
Cauchy 收 敛 准 则 可 简 言 之 为 ， 在 R 上 或 C 上 的 实数 列 或 复数 列 收 
w, HEN YET Cauchy 数列 。 这 个 收 鱼 涉及 到 在 R 或 C 上 这 个 
ER. 不 幸 的 是 在 更 一 般 的 空间 里 情况 就 复杂 得 多 ， 有 的 空间 可 
能 存在 不 收 伍 的 Cauchy 序列 这 些 空间 人 缺乏 一 个 极为 重要 的 性 
质 ， 叫 做 完备 性 ， 基 于 这 个 考虑 提出 了 以 下 定义 。 它 首先 由 M. 
Frechet (1906) 给 出 。 


1.4-3 ”定义 (Cauchy 序 列 ， 完 备 性 ) ERÈ 间 天 一 ( 兴 ， 
d) 中 的 序列 称 为 是 Cauchy 序 列 《 或 基本 序列 ) 如 果 对 每 个 e>0， 
HEEN =N (e) ,使 得 

(1) d (£m, Xa) <e, 3 — m, nN. 
空间 六 称 为 是 完备 的 ， 如 果 闵 中 的 每 个 Cauchy EARE S. (EN 
它 收 敛 于 义 中 的 一 个 元 素 ) 是 

利用 完备 性 这 个 词语 来 表述 时 ，Cauchy KREN AST 
的 定理 。 


1.44 EBE (SAS, FE) ” 实 直线 和 复 平面 都 是 完备 
度量 空间 。 


更 一 般 地 ， 从 定义 直接 可 知 完备 度量 空间 恰恰 是 那样 的 空 
间 ， 在 其 中 Cauchy 条 件 (1) 是 收敛 性 成 立 的 充 要 条 件 

在 应 用 中 一 些 重要 的 完备 空间 与 不 完备 空间 将 在 下 节 作 系统 
介绍 。 

目前 我 们 提 到 几 个 很 容易 得 到 的 简单 的 不 完备 的 空间 。 在 实 
直线 上 去 掉 -- 点 6 就 产生 不 完备 度量 空间 R 一 {a}， 还 可 进一步 去 
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掉 全 体 无 理 数 得 到 有 理 直 线 Q， 它 是 不 完备 的 。 开 区 间 (0,5) HRE 
量 由 民 导出 也 是 一 个 不 完备 空间 ， 如 此 等 等 。 | 

由 于 度量 空间 可 能 不 完备 ， 显 然 对 一 般 度量 空间 ， 定 义 中 的 
(1) 可 以 不 是 收敛 的 充分 条 件 。 很 好 地 了 解 问题 的 整个 处 境 十 分 
重要 ， 试 考虑 一 个 简单 例子 。 令 二 = (0,1]， 具 有 寻常 度量 d (x, 


y) =|x—yl ,和 序列 (£n) „=, n=1,2,'". 这 是 一 个 Cauchy 


序列 ， 但 它 不 收敛， 因为 点 0 (这 是 该 序列 要 收 化 到 的 点 ) 不 是 
广 中 的 点 。 这 说 明 收 敛 不 是 这 个 序列 本 身 的 内 在 性 质 ， 它 还 依赖 
于 序列 所 在 的 空 闻 。 换 言 之 ， 收 化 序 列 不 是 收敛 “在 它 自 己 上 
面 ”而 必需 收敛 到 空间 中 某 个 点 。 

虽然 条 件 (1) 对 收敛 性 不 再 是 充分 的 ， 值 得 注意 它 仍 是 必要 
的 。 事 实 上 很 容易 得 到 以 下 结果 


1.4-5 ”定理 《收敛 序列 ) 度量 空间 中 每 个 收敛 序列 都 是 
Cauchy 序列 。 
证 明 。 和 如果 x ->x， 则 对 每 个 e>0, TEN =N (e) ,使 得 
d(x.,2) <5 H#—-Un>N. 
从 而 由 三 角 不 等 式 ， 对 n,n> 入 ， 得 
d (xm , Xa) <d (Xm, x) +d (X, 4a) < zt =2 
这 就 证 明 (xs) 是 Cauchy 列 。 
我 们 将 看 到 ,比如 在 线性 算 子 理论 中 ,有 许多 的 结果 依赖 于 对 


应 空间 的 完备 性 。 为 什么 我 们 在 微 积 分 中 用 R 而 不 用 有 理 直 线 Q 
《一 切 有 理 数 所 成 之 集 其 由 RR 上 导出 的 度量 )。 实 直线 R 是 完备 的 
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是 一 个 重要 原因 . 
我 们 还 楼 讲 三 个 与 收敛 性 和 完备 性 有 关 而 后 面 要 用 到 的 定理 
来 结束 本 市。 


1.46 ZE (HR, AE) ” 设 人 为 度量 空间 (X,d) 的 非 
空子 集 ， 而 间接 前 节 定义 是 它 的 闭 包 。 则 

(a) xEM 当 上 且 仅 当 导 中 存在 序列 (xn) 使 得 xs->x。 

(b) M 是 闭 的 当 且 仅 当 xsEM，x,->x 则 xEM 


H. (a) 设 xEM 。 如 果 xEM， 则 序列 (x,x,x,…) 为 所 求 。 
如 果 x 苹 计 ， 则 它 是 以 的 聚 点 、 于 是 对 每 个 4==1,2,…， 球 B(x 


让) 含有 xnEM， 于 是 Xa-~>X。 A H Hno 10. 


“反之 “如果 (xs) 是 惟 中 的 序列 且 xas->x， 则 有 xEM， 或 者 x 的 
每 个 邻 域 含有 xn 关 x， 所 以 x 是 MM 的 京 点 。 于 是 按 定义 xEM， 


(b) MEARSBERYM=M. FAO ZH (a) El. 


1.47 定理 《完备 子 空间 ) ”完备 度量 空间 的 子 空间 是 完备 
的 当 且 仅 当 六 是 X 中 的 闭 集 。 


证 明 。 设 衣 完 备 ， 由 1.4-6 (a)， 对 每 个 xE€ 订 ， 存 在 有 中 序列 
(Xn) 收 僵 于 x， 因 由 1,4-5 (<a) 是 Cauchy 列 又 M 完 备 ， 所 以 
(xs) EMS, XH1.42 其 极限 是 唯一 的 ， 因 此 yxEM。 由 于 
xE 六 是 任意 的 ， 得 证 凡是 闭 的 。 

Rè, ZME S.) Mhi Cauchy 序列 ， 则 加 -~>xE 
X, M1.4-6(0)MxEM, XEIREM=M. 于 是 xEM，。 因此 这 
个 任意 的 Cauchy 列 在 好 中 收入 。 所 以 M 是 完备 的 。 
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这 个 定理 很 有 用 ， 今 后 常常 用 到 它 。 下 一 节 的 例 1,3-~5 为 其 
首次 应 用 。 这 种 用 法 是 典型 的 。 

这 三 个 定理 的 最 后 一 个 表明 了 序列 收敛 与 映 象 连 映 性 之 闻 的 
重要 关系 。 


1.4-8 ERB GEER) RAT, 有 -> 了 将 度量 空间 (X， 
—~~ d) 映 入 度量 空间 (YY ，d) 在 点 Xx6E€ 下 是 连续 的 当 且 仅 当 
E Xn >x, I Tu>Tx 


ER. RTER ER, MEX 1.3-3, IHE e>, HE 
6>>0, 使 得 d (x,xo) <8, RE d (Tx, TA) Le EX >. 于 是 存在 
了 入， 使 得 对 一 切 n>> 入 有 
d (xn %0) Lö. 
因此 对 一 切 4 盖 六 


QTx。Txo)<e。 
_ REX, XHA 
x Txn—>Txo 
Rz, BE 


Xa>xXo, NIT >T x 
现在 证 明了 在 x 连 续 。 设 结论 不 成 立 。 则 存在 sg 之 0， 使 得 对 一 切 4 
之 0， 存 在 x 关 % 它 满足 d (x, X) <ð, mid (Tx,Txo) 之 e。 


特别 ， 对 6= 二 ， 存 在 x 满足 

d (xn, zo) <È, Ba (Tsn, T x) >e 
显然 Xa” Xos 1E (T xn) RTT xoa x5Tx,>T% FB. Æ 
理 得 证 。 
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习 题 


1. (FRA) 设 在 度量 空间 关内 序列 (xwn) 是 收敛 的 县 其 极限 为 x， 证 
明 (xs。) 的 每 个 子 序 列 (xnA) 是 收敛 的 ， 而 且 有 同一 极 跟 x. 

2. 如 果 (%,) 是 Cauchy 序 列 ， 并 且 有 子 序列 xm 一 2， 证 明 (xe) 收 倒 于 
极限 %。 . 
l 3. 证 明 %。 一 %* 当 且 仅 当 对 x 的 每 个 邻 域 玉 ， 总 存在 正 数 m， 当 non 

H, EV, 

4. (BR) 证 明 Cauchy 序列 总 是 有 界 的 . 

5。 在 度量 空间 内 ， 有 界 序 列 是 Cauchy 序 列 吗 ? 是 收敛 序列 吗 ? 

? 8. RRJMNUWJEREREMX ,d) 中 的 两 个 Cauchy 序 列 ,证 朋 (a。), 
amd (Xn, Un), U. 举例 说 明之 . 

T. 给 出 一 个 关于 引 理 1.4~2(b) 的 间接 证 明 . 

8。 如 果 d; 和 d4 是 在 同一 集合 上 的 两 个 度量 且 存 在 正 数 a 5b 使 得 对 ~- 
切 x,yEX， 

Gadi(%,y) <Kda(x,y)<bd (x,y). 
HCX „d AMC , ds) 中 的 Cauchy 序列 是 相同 的 . 

3. 利用 8 题 ， 证 明 在 1.2 节 13 题 到 15 题 中 的 各 度量 空间 有 相同 的 
Cauchy 序列 ， 

30. 利用 R 的 完备 性 ， 证 明 C 的 完备 性 。 


1.5 例 . 完备 性 的 证 明 


在 各 种 应 用 中 ， 给 定 了 集 藉 ，( 例 如， 由 序列 或 函数 所 成 之 
集 )， 并 且 在 关上 选 定 度量 使 六 成 一 度量 空间 ， 剩 下 要 做 的 是 弄 
W (X,d) 是 否 完 备 ， 为 证 明 完备 性 ， 在 六 中 任 取 Cauchy 序列 
(xa) 证 明 它 在 光 中 收敛 。 证 上 明 的 简单 或 复杂 程度 随 空间 不 同 而 不 
同 ， 但 其 证 明 有 近乎 相同 的 一 般 模 式 ， 

(i ) 构 造 一 个 元 素 x (用 作 极 限 )。 

Gi ) 证 明 x 是 所 研究 的 空间 的 元 素 。 

(i 这 证 明 xn~% 《〈 按 所 选 的 度量 意义 下 )。 
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Thee emeei mm mr TORE OS E R 0 


对 一 些 理 论 上 和 应 用 研究 中 经 常 出 现 的 一 些 度量 空间 ， 我 们 
将 给 出 它们 的 完备 性 的 证 明 。 读 者 会 注意 到 在 名 例 中 ( 例 1.5-1 到 
1.5-5) 都 借助 于 实 直线 和 复 平 面 的 完备 性 .这 是 很 典型 的 。 

例 


1.5-1 Rn 和 Cn 的 完备 性 。 Euclidean 空间 Rn 562A 
Cn 是 完备 的 。 ( 见 1.1-5.) 


证 明 。 先 考虑 Rm。 回忆 R 上 的 度量 (Euclidean 度量 ) 是 
n 17% ` 
d(x,y) = (È ne) 
J=; 
其 中 s= (E) 5 y= (m), ( 见 1.] 节 (6)) 。 设 (xm) 是 Re 中 任 一 
Cauchy 序列 ， W xm 一 (E , 1,819), 国 为 (xm) 是 Cauchy F 
列 ， 对 每 个 e 之 0， 存 在 六 使 


a 172 
(1) d (äm, Xp) = [Zemon] <e (m,r>N) 
jmi 


平方 两 端 ， Ym,r>NMi=l,-,n, 我 们 有 


(EOE OKA, FRI nr Le 
RRZANSTEENT, <in), EAE, E, E 
实数 的 Cauchy 序列 。 根据 定理 1.4-4 它 是 收敛 的， 比 如 说 ， 
H moo, £ Er。 现 用 这 有 个 极限 定义 %= (与 En), ER 
XERn, 由 (1)， 当 rr 一 co， 得 
d (Xm, £) K8 (m>N), 
这 证 明了 x 是 (xm) 的 极限 。 因 为 (xn) 是 任意 的 Cauchy 序 列 ， 
空间 Rr 的 完备 性 得 证 。Cs 的 完备 性 可 用 同样 方法 根据 定理 1. 4-4 
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证 得 。 
1.5-2 的 完备 性 ”空间 人 "是 完备 的 。( 见 1.1~6) 


IH. B (xm) 是 空间 "中 任 一 Cauchy 序列 ， 其 中 (Xm) = 
(8°, )。 由 于 让 上 的 度量 是 
d(x,y)=supl&;—n;| 
[其 中 x 一 (£) Tiy= (n) ] 且 (xm) 是 Cauchy 序列 ， 对 任意 o>0， 
FEN EEH- m, n>N 
d (Xm, Xa) =suj p| E — És ™ | <e 
于 是 对 每 个 固定 的 了 更 有 
(2) mit | <e (m, n>N). 
BENEITBENT, EIE E +) Cauchy 数列。 根据 
REEL AACHK, EAN E| i 当 mw->co。 用 这 无 限 多 个 极 
限定 义 序列 X= (É sE), LAFER XE 上 且 xm->X。 由 (2) 让 n=> 
co 我 们 有 
(2*) i Ke (m>N). 
由 于 xm 二 (5) E1"， 存 在 实数 kn 使 得 15 ka 对 一 切 1 成 立 。 
于 是 根据 三 角 不 等 式 
Kills + m) Ketan (m>N). 
此 不 等 式 对 一 - 切 ;7 成 立 且 右 端 与 | EX, AME) 是 有 界 数列 。 于 
Br (8&y) €l”. X h (2*) 可 得 
d(xn,X)=suplé™—6|e (m>N). 
这 表明 xw-*x。 因 (xn) 是 f" 的 任 -一 Cauchy 序列 。 所 以 人 "完备 。 


1.5-3 空间 e 的 完备 性 ”空间 6 由 一 切 收敛 的 复数 列 组 
成 ， 其 度量 由 I SH. À 
空间 。 是 完备 的 。 
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Em. c 是 NTERANRNEN CHF, FERRE 
理 1.4-7 它 是 完备 的 。 

HEE ga (EET, T 表 的 六 包 。 根 据 1.4-6(a) 存 在 xu 一 
(Sr), ER». Alb, ERAEN FEN 使 得 对 
n>N k—-2 i, RNE 


i COE 
特别 ， 

对 一 N 和 一 切 j， 因 xwEo， 它 的 项 号 c 构成 一 收 全 序列 ， 它 当 
RÆ Cauchy FA, WEEN EE 
P dd bes G,k>N). 

利用 三 角 不 等 式 ， 对 一 切 1.p>W, 则 有 
Ellis HE HE <e 


RERE A= (é Ek, Mixe. HTxE 是 任意 的 ， 证 
明了 c 在 产 是 闭 的 。 于 是 由 1.4-7 得 证 完备 。 旧 


1.5-4 ip 的 完备 性 空间 ?是 完备 的 ;bp 为 定数 且 1<p< 十 吕 ，。 
《 见 1.2-3》 


证 明 。 设 (xs) 是 ?中 的 任 一 Cauchy 序列 ， 其 中 xm=(&1'*， 
61W ,0 )， 则 对 每 个 e2>>0， 存 在 入 使 得 对 一 切 m ,n> 


(3) d (Xm ,Xs) = (z= ms <e 
je 


从 而 对 每 个 /一 上 ,2,… 我 们 有 

(4) Kris" |l<e (m,n>N). 
选 一 向 定 的 1。 由 (4) 知 (6 ES e) E Cauchy 数列 由 于 RR 
与 C 是 完备 的 所 以 它 收 伍 《 见 1.4-4)。 比 如 说 ， 当 mo0 dm 


33.0 


有 。 用 这 些 极限 ， 我 们 定义 x 一 (号 ,所 FRE HEN, Hanse 
由 (3)， 对 一 切 m,n> 尺 我们 有 


Dl hc (k=1,2,.), 
iEn>o, ym>NAH 

Llega (k=1,2,)e 
现在 再 让 k> 则 对 m>n 


(5) L léi Ke 


dei 


这 表明 Xm 一 XxX 二 (5 一 5)E1, 因 XmE1?, 应 用 1.2 节 之 Minkowski 
不 等 式 (12)， 则 

X=Xm + (Xn—X)El?. 
此 外 ，(5) 中 的 级 数 代表 [d(xn,x)]?。 所 以 (5) AE xw->x。 因 
(Xn) EI HER Cauchy 序列 。1?(1 志 pp 十 co) 是 完备 的 得 证 。 


1.5-5 Cra ,bj 的 完备 性 ”函数 空间 CLa,6] 是 完备 的 ， 这 里 
[ae,b] 是 R 上 任 一 给 定 的 闭 区 间 。( 见 1.1-7.) 


证 明 。 设 (xm) 是 Cre, 的 中 的 任 一 Cauchy 序列 。 则 任意 给 定 
e>0, HEN, KERN -Umn>N, RITE 

(6) m Xn) =max | m(t) u.) | <e 
Hh JS =La, b]. AMHER E, 

{Xm (fo) — Xn (to) | <e (m,n>N) 
这 表明 (lt), Kalte), ) EEK Cauchy 列 ARTE 
(R1.4-4), WEE FBI IE, Xmlto)>x(to) 当 1->oos 这 
‘> 34% 


样 ， 对 每 个 tfEJ 可 以 对 应 唯 -- 的 实数 x(t)、 于 是 在 了 上 就 ( 逐 点 
地 ) 定义 了 一 个 函数 . 下 证 x€CLa,b] H dma 
由 (6) 让 mn->co， 我 们 有 


maxlxn(t) ~x(1)|<e (m>N), 
t 
从 而 对 每 个 fEJ 

fxm(f) —x(t)1<<e (m>N). 


RRHEI LA) 一 致 收 化 于 x). BFE nB LER 
函数 而 收敛 又 是 一 致 的 ， 由 熟知 微 积分 知识 知道 其 极限 函数 X( 人 
是 连续 的 , 〈 也 可 参见 9 题 ) 。 因 此 xEC[e,b。 同 时 又 得 到 xm 一 %。 
这 就 证 得 CLa,6] 的 完备 性 。 


在 1.1~7 及 这 里 ， 为 了 简单 起 见 ， 我 们 假定 xx 是 实 值 韦 续 函 
数 。 这样 的 空间 可 以 称 为 实 Ca, bl REE, MERE La, bC 
R 上 的 一 切 复 值 连 续 函 数 ， 可 得 复 CLa,b3， 它 也 是 完备 的 、 其 证 
朋 与 上 面 凡 平 是 一 样 的。 此 外 ， 由 上 证 明 还 同时 得 出 以 下 事实 。 


1.5-6 EE CRUSO ”空间 CLa,6] 中 xm->%x 的 收敛 性 是 
一 致 收敛 ， 即 ， (xm) 在 La,6) 上 一 致 收敛 于 x%。 


由 于 CLa,6] 上 的 度量 表明 在 [6,6] bc, RICH 
它 一 致 度量 。 

为 了 更 好 地 了 解 完 备 性 及 有 关 概 念 。 最 后 我 们 来 看 几 个 不 完 
备 空间 的 例 。 


不 完备 度量 空间 的 例 


157 空间 Q 它 是 一 切 有 理 数 所 成 之 集 具 有 寻常 度量 
é 35 4 


mm meenamen nen A. 
pgp er em ee neh. re nn ann 


dx,v)=!x-yl, Kia yE. IKHRZAH HER. QETA 
kJa (GER ) 


1.5-8 多项式” 基 是 出 一切 定义 在 一 有 限 闭 区 A Jola,b] 
上 # 的 多 项 式 全 体 组 成 ， 其 度量 为 
d(x.y)=max]a( yie 


此 度量 空间 ( 飞 ,d) 是 不 完备 的 。 事 实 上 ， 在 了 EE -个 -- 致 收敛 
于 一 个 连续 函数 的 多 项 式 序列 ， 当 此 连续 函数 不 是 多 项 式 时 ， 它 
就 是 大 由 的 Cauchy 列 但 在 对 中 不 收敛 的 例子 . 


1.5-9 连续 函数 ， 设 苹 是 了 一 [0,13 上 一 切实 值 连续 函数 所 
成 之 集 ， 又 令 


d(x,y) =], lz(D 一 xD1a 
此 度量 空间 (XX,d) 是 不 完备 的 ， 


WA. 图 9 中 的 函数 xm 构成 -Cauchy 序列 ， 这 是 由 于 d(xm， 
xa) 是 图 10 中 三 角形 的 面积 ， 它 对 每 个 给 定 的 z 之 0， 
d(xm ,%n)<e Wm, n> iett. 
现 证 此 Cauchy 列 不 收敛 。 我 们 有 


xn( 人 =0 tefo, $], nl) = tELon,1 
其 中 au 一 于 十 -二 -。 因 此 对 每 个 xEX， 
dism, 4) 一 | Int) x) dt 


-| x(t) [Lat + 人 |” Int) xt) [dt 
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+ I1-x(t) lat. 


Um 
‘ 1 
£ aj L 
ea t m 
q 1 } 1 % H 
i 
! / | 
i i i 
t 1 N 
ifa! : 
1 ! i 
1 H i 
1 ' i 
0 _ 4 anf o $ ß 
È me Um 
图 9 例 1.5- 图 10 P.s- 


因 右 端的 被 积 函数 是 非 负 的 ， 所 以 每 个 积分 也 是非 负 的 。 如 果 
d(xm,x)->0， 则 每 个 积分 趋 近 于 零 。 因 x 是 连续 的 ， 所 以 应 有 


a= teog) xD=1 te. 


但 作为 连续 函数 这 是 不 可 能 的 。 因 此 (xm) 不 收 人 黎 ， 即 在 人 中 它 不 
可 能 有 极限 。 这 就 证 明了 久 是 不 完备 的 。 


习 Ri 


1. 设 @,bER ， 且 a<b， 证明 开 区 间 (a, 太 是 R 的 不 完备 子 空间 ， 而 闭 
区 间 [,6] 是 完备 的 . 
2 设 尖 的 一 切 元 素 为 有 序 的 9 元 组 x 一 (EavEsoivEs)，E 为 实数 ,其 度 
2 
de, )=max|&;-n,] 

其 中 y= (n). 证 明 (X,d) 是 完备 的 . 

23 设 子 空间 村 C 人 "是 由 至 多 有 限 项 不 为 零 的 序列 全 体 所 组 成 . 试 求 一 
个 硼 中 的 Cauchy 列 它 在 开 中 不 收 仇 ， 从 而 证 得 到 不 完备 . 
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4.。 应 用 定理 1.4~7 证 明 3 题 中 的 好 不 完备 . 

5。 证 明 全 体 整数 所 成 之 集 其 度量 4 为 dm, ==]m 一 n| 时 ， 它 是 度量 
空间 . 

6. 在 全 体 实数 所 成 之 集 上 ， 如 果 选 笃 度 量 

d(x,y)= |arctanx—arctany|, 
证 明 它 是 不 完备 的 度量 空间 ， 

1. 设 改 是 全 体 正 整数 所 成 之 集 ，d (rm 一 [ml 一 tr 引 ， 证 明 (X,d) 
不 完备 . 

8. 【空间 C[La,b])， 设 子 室 间 YCCfao, 妇 由 一 切 xEC[ac, 拉 ，x 合 
x(a) 二 x(b)， 所 组 成 ,证 明了 是 完备 的 . 

9 在 1.5-5 中 曾 引 用 到 微 积分 中 以 下 定理 ， 在 [a,8] 上 的 连续 函数 列 
如 果 一 致 收 化， 则 其 极限 函数 在 [ac, 妇 上 连续 . 试 证 明 这 个 定理 . 

10。 (ARER) 证 明 离散 度量 空间 〈 见 1.1-8) 是 完备 的 ， 

i. GEB) 证 明 在 s 空间 中 ( 见 1,2-1)xs 一 % YARA EYE 对 
一 切 j 一 1,2,… ,其 中 xn 二 (51() 与 x= (5))， 

.12。 利用 11 题 证 明 s 空间 是 完备 的 . 

13。 证 明 在 1.5-9 中 (xm) 是 另 一 个 Cauchy Aj, 其 中 

den HLK, TÈ, ttl. 

14. 证 明 18 题 中 的 Cauchy 列 不 收敛 . 

15. 设 藉 是 由 仅 有 有 限 项 异 于 零 的 实数 列 x= (EAKA, MUE 
d(xv)=21&-n,1,2B4= (0) ,注意 这 是 一 个 有 限 和 ， 但 项 数 依 赖 于 yx 
SV. 考虑 序列 (x。)， 其 中 

Xa =E), 
ei Hj=1,2, e,n, E=) Yin, 
试 证 明 (%。) 是 Cauchy 列 但 不 收敛 . 


1.6 度量 空间 的 完备 化 


我 们 知道 有 理 直 线 Q 是 不 完备 的 《 见 1,5-7) 但 可 以 “扩大 ” 
成 实 直线 民 而 RR 完备 。 而 且 这 个 Q 的 “完备 化 ”空间 R 使 Q 在 其 中 
稠密 〈 见 1.3-5)。 十 分 重要 的 是 我 们 将 看 到 任意 不 完备 的 度量 
空间 可 以 按 类 似 的 方式 将 它 “ 完 备 化 ”。 为 叙述 简洁 起 见 我 们 用 
到 两 个 有 关 的 概念 ， 它 们 还 有 别 的 应 用 ， 
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1.6-1 EX (ZERA, SERE) #X=(X,d) 5 = 
(和 ,d) 是 度量 空间 ， 则 :， 
(a) 将 义 映 入 文 的 映 象 叫做 是 等 距 的 或 者 等 距 , 如 果 了 保 
跆 ， 即 是 ， 如 果 对 ~- 切 x,yEX， 
d(Tx,Ty)=d(x,y), 
其 中 Tx 与 Ty 是 x 与 y 各自 的 象 。 


b) KSAX 等 距 于 室 间 证 如 果 存 在 做 N LEHRE. 
这 时 空间 站 与 禄 叫做 等 距 的 空间 。 目 


因此 两 等 距 的 空间 至 多 它们 的 元 素 的 性 质 不 同 ， 但 从 度量 观 
点 来 看 它们 没有 区 别 。 如 果 在 研究 中 不 考虑 点 的 性 质 就 可 以 将 这 
两 空间 袖 为 恒 同 的 即 视 为 同一 “ 折 象 ”空间 的 两 个 复印 品 ， 

现在 我 们 可 以 叙述 和 证 明 每 个 度量 空间 都 可 以 完备 化 这 个 定 
BT. 出 现在 此 定理 中 的 空间 改称 为 已 知 空间 已 的 完备 化 空间 。 


1.6-2 ”定理 (完备 化 ) 对 于 度量 空间 发 一 (和 ,d) 存在 完备 
度量 空间 和 发 一 (发 ,d)， 它 有 一 子 空间 本 SISHH EHRE. 
除 等 距 不 计 外 ， 这 个 空间 入 是 唯一 的 。 即 是 说 ， 如 果 念 是 任 一 有 
子 空 间 闭 与 X 等 距 的 完备 度量 空间 ， 则 念 与 发 等 距 。 


证 明 。 证 明 过 程 稍 长 但 是 是 走 接 的 。 分 为 从 (oa) 到 (d) 四 步 。 
我 们 构造 

(a) X=(%,d), 

(b) XAW LASET, KW = 次。 然后 证 明 

(c) RUZA, 


O 一 一 映 上 的 这 个 概念 见 附 训 1，A1.2 XTRA- EEKMA. R, F 
距 映 象 一 定 是 内 射 。 《为 什么 ? ) 
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(四 ) 民 的 唯一 性 ， 除 等 距 的 不 计 外 ， 

概括 地 说 ， 我 们 的 工作 是 给 瑟 中 每 个 不 收敛 的 Cauchy 序列 
指定 一 个 适当 的 极限 ， 但 考虑 到 有 些 序列 由 于 它们 的 项 “最 终 彼 
此 任意 楼 近 ” 它 们 可 能 要 收敛 于 同一 个 极限 。 我 们 不 应 该 引入 太 
多 的 极限 。 这 种 直观 的 想法 可 以 用 适当 的 等 价 关 系 这 个 术语 数学 
地 表达 [ 见 下 面 的 (1) ]。 这 没有 什么 不 自然 ， 而 是 根据 本 节 开 始 
提 到 的 有 理 数 直线 的 完备 化 过 程 抽出 来 的 ， 证 明 具 体 过 程 如 下 。 


(a) MEX=(X, d). Ka.) 与 (x 人 ) 是 六 中 的 Cauchy F 
DA. EX) 等 价 O 于 (x!)， 记 为 (xs) (x!) 如 果 
© limd (xs, x4) =0. 
REX 的 一 切 Cauchy 序列 的 等 价 类 区 ，9,… 为 元 之 集 . 记 
(XER 表示 (xs) 是 中 的 一 元 《类 2 的 一 个 代表 ) 。 现 在 令 
(2) d(x, v) = lim d(x,, Ya) 


其 中 (xm) 而 (9) E85。 下 证 此 极限 存在 。 我们 有 
Alu, Ya) Kd h&n, Xm) td (Xm, Ym) +a(yn, Ya), 
从 而 得 到 
d (xn, ys) —d (Xm, Ym) Kd (Xm, Xm) +d(Ym, Yn), 
zum 与 4 可 得 另 一 相似 的 不 等 式 ， 两 者 结合 人 
(3) Id, Yna) —d (Xm, Yn) |<ad (Xn, Xm) td (Yn, Yu)» 
因为 (Xn) 5 (Ya) 均 为 Cauchy 序列 ， 可 以 使 右 端 任意 小 ， 则 (2) 
中 之 极限 存在 ， 因 RR 是 完备 的 ， 
我 们 必须 证 明 (2) 中 的 极限 与 代表 元 素 之 选择 无 关 。 事 实 上 ， 
R(x) ~ (x) H (Ya) ~ (u1), MH (1) 
|d (än, Ya) 一 gc， yf) <d (xn, x1) +d (ys, y4) >0 
Yn>o, TEF 
O 等 价 概念 的 复习 见 附录 1. A1.4. 
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jim d(x,,4,)=limd(x}, yf). 
> OC ”O00 


我 们 证 明 (2) 中 的 是 全 的 一 度量 , 显然 上 满足 1.1 中 的 
(M)URd&, 2) =0 和 (M3) 。 比 外 ， 

人 (人 =0 > rl) > kei 
于 是 (M2) 成 立 ， 又 由 

d (xs, Yn) Kd (Xn, zu) +d (zn ,Ys), 
让 foo， 则 (M4) 对 gd 也 成 立 。 

(b) ”构造 等 中 TT, 久 > 到 性 全 ,对 每 个 5E 玉 对 应 于 类 BE 只 
它 含 有 定常 Cauchy FR, bre). RENXTHBHT, X> 
W,W=T(XCR, 它 由 br>b=Tb 给 定 。 其 中 (b, beeb. 
我 们 看 到 7 是 一 个 等 距 ， 因 为 (2) 就 是 | 

dtb, e) =d (b, ); > | 
这 里 6 是 (yw) 的 类 ,其 中 对 一 切 的 n，y。:=c。 任何 等 距 都 是 内 射 ， 
XAT(X) =W. HUT, XW REN. FAWSXES 
Bi. (MEXX. 1.6-1(b)) 

FIWEZHAR. BEELER, Ka )E. NET 

e>>0 ， 存 在 以 使 得 
da, A) < (n>N), 
设 (ann t) Ey. Mj EW. hi (2) 
de. ên) = limdn,n)< $ <e 
这 表明 任意 EX 的 每 个 e- 邻 域 都 含有 W HAE. AEW E 
入 中 稠密 。 

(e) RERE) 为 发 中 的 任意 Calichy A, AW 

EINE, AREA a PE aW EG 


(4) dn 2<, 
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因此 ， 由 三 角 不 等 式 
d (2m, 2) <d (sm, Km) + Cn, Èn) + En, 2a) 


< 二 -+ 和 (Zn) tÈ 
REm 与 4 充分 大 它 就 可 以 小 于 任意 给 定 的 >0， 因 为 (du) 是 
Cauchy 序列 。 于 是 得 (2m) 是 Cauchy F Aj HTT,AÄ>W 2% 
EX 2nEW ， 可 得 序列 (zm) 是 文中 的 Cauchy 序 Fl, HH zu= 
Time BERR (ma 所 属 的 等 价 类 ， 下 证 之 是 (%) 的 极限 ,由 
(4) 得 
(5) Gd (2,, E)K (Ea, 2a) + (2, £) 
| < tilen, 2) 
由 于 (zm) EÈ (WEH) REW, PVA ln, zu, Za) ELKE 
式 (5) 成 为 
Ian )LÈ + limd (zn, Za) 
而 右 端 当 # 充 分 大 时 它 小 于 任意 给 定 的 2>0。 从 而 用 的 任意 
Cauchy 序列 (2) 有 极限 2E 太 ， 因 此 入 是 完备 的 。 


图 11 定理 1.8-2 的 证 明 中 (dg) 部 分 之 说 明 


og 


k% 


%- 


(d) 除 等 距 不 计 而 外 发 是 唯 -的 。 如 果 ( 念 , 劝 是 另 一 完 
备 度量 空间 它 有 子 空间 鹤 在 文中 稠密 ， 而 且 访 与 和 等 距 ， 则 对 任 
RX, JER, BNEWHHETE.). (ER ET 
于 是 由 
El, DIR, DaI <A, Ka) +4(9,9.)>0 
[此 不 等 式 类 似 于 (3) ] 得 出 
IE, D = lim (a, In) 


BTWESHETWOXEW=X, Z5 LOEN 一 定 是 相同 
i. AKI SRÆWN. M 

在 下 两 章 中 《特别 在 2.3-2，3.1-5 与 3.2-3) 这 个 定理 对 个 别 
不 完备 空间 以 及 全 体 这 样 的 空间 类 都 起 着 基本 的 作用 ， 


习 Ri 


1. ERERZARTEATBEARSITRANN, VER. 
2. ARSKFERZRE d(x,y)=]x—-y], HACK, DREH 


3， 离散 度量 空间 趟 的 完备 化 室 间 是 什么 《〈 见 1.1-8) 
L BASKSHENSEREN, HX EZEN, 
5 (BE) 则 胚 是 连续 的 双 射 喘 象 了 『， 半 一 了 ， 其 道 映 象 也 是 E 
.《0) 证 明 如 果 天 与 了 等 距 ， 则 它们 是 同 胚 的. (6) 举例 说 明 完备 诬 最 空 
疗 与 不 完备 度量 空间 可 以 同 了 中 
6. 证 明 C[0，11 与 CLo，b] 是 等 距 的 。 


7。 假如 CX,d) 完 备 ， 证 明 ( 贸 ,4)， 这 里 和 一 千 ， 也 是 完备 的 。 


8. WHET, (X, 四 的 完备 性 蕴含 着 ( 庆 ,d) 的 完备 性 ， 

9。 如 果 (x。) 与 (x4) 是 (车 ，d) 中 的 序列 使 得 ,(1) 成 立 且 x。=*l, 试 证 玩 
《xx 及 收 伍 并 以 为 极限 ， 

10. 如 果 (%s) 与 (x#) 是 度量 空间 (X, d) 中 的 收 伍 序列 且 有 相同 的 极 
良 !， 证 明 它 们 满足 (1)。 
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1. EACH 在 以 下 的 一 切 Cattchy 序列 为 元 素 所 成 之 集 上 定义 了 一 个 
等 价 关系 。 

12. 假如 (x,) 是 (XX ，d) 中 的 Cauchy 序列 ， RED 的 序 
A, EA EAX hp Cauchy 序列 。 

13. (BER) AI LUHEBE-Miüikd, XxA-R 满足 LIE 
(MI.MY, (MY), Ur 

(M 3%) d(x, x)=0. “ 

度量 与 念 度量 的 区 别 是 什么 ? WEH (x, Delh-nE- VARR 
数 对 上 定义 了 一 个 伪 度 量 ， 其 中 s=, é), y= (m, m) (A 些 作者 用 半 
度量 一 词 来 代替 伪 度 量 ) 

14. MRÄRG) [a,b] 上 一 切实 信和 连续 函数 所 成 之 集 ，(ii)[La, 中 上 一 
切实 值 黎 曼 可 积 函 数 之 集 。 


b 
-a(x, = J. jx -u (t) [dt 


是 否定 义 一 个 度量 或 伪 度量 ? 
15. 假如 ( 关 ,dd) 是 伪 度 量 空间 ， 称 集 
Bx 7)= {xEX [d(x , x) <r} (>) 
为 以 ze 为 心 和 ?为 半径 的 开 球 ，( 注 意 这 类 似 于 1.3-]) .13 题 中 半径 为 1 的 开 
球 是 什么 ? 
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赋 范 空间 Banach 空 间 


如 果 在 向 量 空 间 上 利用 范 数 定义 一 个 度量， 就 得 到 特别 有 用 
和 重要 的 度量 空间 ， 称 之 为 赋 范 室 间 。 如 果 它 是 完备 度量 空间 则 
称 为 Banach 空间 。 赋 范 空间 ， 特 别 是 Banach 空间 的 理论 ， 
以 及 定义 在 它们 之 上 的 线性 算 子 的 理论 是 记 函 分 析 中 高 度 发 展 的 
部 分 。 本 章 介绍 这 些 理 论 的 基本 思想 。 


重要 概念 ， 主 要 内 容 方向 摘要 

RES 〈 见 2.2-1) 是 由 范 数 定义 了 度量 的 向 量 空间 (N 
2.1-1)， 范 数 是 平面 或 三 维 空间 中 向 最 长 度 的 推广 ,Banach 空间 
(R2.2-1) 是 完备 的 赋 范 空间 。 赋 范 空 间 的 完备 化 空间 是 
Banach 空间 ( 见 2.3-2)， 在 赋 范 空间 中 也 可 以 定义 和 和 使 用 无 穷 
级 数 。 ( 见 2,3) Ä 

ARBZAIDRESAVINRANKAT, HABA 
BRECHERUNZER. FNHENENWERAMET O 
2.7-1》 与 有 界线 性 泛 函 〈 见 2,8-2) 。 因 为 它们 是 连续 的 又 可 利 
用 向 量 空间 结构 的 优点 。 事 实 上 ， 定 理 2.7-9 指 明 线 性 算 子 RE 
续 的 当 且 仅 当 它 是 有 办 的 ， 这 是 一 个 基本 结果 ， 向 量 空间 在 这 里 
之 所 以 重要 ， 主 要 因为 在 它们 上 面 有 线性 算 子 和 泛 函 。 | 
”从 给 定 的 赋 范 空间 XX 到 给 定 的 赋 范 空间 Y 内 的 一 切 有 和 界 算 子 
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所 成 之 集 可 以 构成 赋 范 空间 ( 见 2.10-1)， 表 作 B(X ,7 了) ,这 是 基 
本 的 结果 。 类 似 地 ， 天 上 的 -- 切 有 界线 性 泛 函 所 成 之 集 也 构成 赋 
范 空 间 ， 思 做 元 的 对 侦 空 间 改 /〈 见 2.10-3) . 

在 泛 函 分 析 中 ， 无 限 维 赋 范 空间 比 有 限 维 的 更 为 重要 ， 后 者 
要 简单 一 些 《〈 见 2.4，2.5) 。 有 限 维 空间 上 的 算 子 可 以 用 EER 
zn (N2.9). 


符号 说 明 

HX, Y 表 空 间 ， 用 大 写字 母 表 算 子 〈 多 用 7 了)，x 关 于 了 的 
象 记 为 Tx (不 用 加 括号 ) ， 用 小 写字 母 表 泛 议 (多 用 f)，x% 关 于 
j 的 数值 〈 用 括号 》 记 为 f (zx) 。 这 些 符号 都 是 广 为 使 用 的 。 


21 向 量 空 间 


向 量 空 间 在 数学 的 许多 分 支 及 其 应 用 中 都 有 重要 作用 。 事 实 
上 ， 许 多 实际 〈 以 及 理论 ) 问题 中 ， 有 一 个 集合 六 ， 它 的 元 素 可 
能 是 三 维 空间 中 的 向 量 ， 或 者 数列 ， 或 者 是 函数 ， 而 这 些 元 素 可 
以 按 通 常 方 式 相 加 或 乘 以 常数 ， 其 结果 仍 是 们 中 的 元 案 。 这 种 具 
体 的 背景 提出 了 下 面 的 向 量 空间 的 定义 。 此 定义 涉及 一 个 一 般 的 
域 乓 ， 但 在 泛 函 分 析 中 ， 开 是 R 或 C。 天 的 元 素 叫 做 纯 量 ， 在 我 们 
的 情况 下 它们 是 实数 或 复数 。 


2.1-1 定义 (向 量 空间 ) RK 上 的 向 量 空 间 RARS 
ED EARE, ye Kim) 组 成 的 非 空 集合 ， 具 有 两 种 
代数 运算 分 别称 之 为 加 法 和 向 量 柔 以 纯 景 , 即 乘 以 域 K 中 之 元 案 。 


向 量 加 法 ”使 每 一 有 序 对 向 量 (x，y》 对 应 于 一 向 量 x 十 y， 
叫 人 艇 x 与 y 之 和 ， 使 以 下 性 质 成 立 D， 向 量 加 法 是 交换 的 与 结合 
O ” 熟 秋 群 论 的 读者 可 以 君 出 向 晤 加 法 与 对 法 的 性 质 说 明 半 是 加 法 的 abslips 群 。 

四 《6 ° 


的 ， 即 ， 对 一 切 向 量 我 们 有 
xX+y=y+% 
x+ (y +z) = (x+y) tz 
Kar, F-E, AF, XNSTFENE—r, E 
EN RNA 
x+0=x, 
x+ (一 只 一 


RLAR ESTARE % 与 纯 量 a 对 应 一 向 量 ax《 也 记 为 
xa), Uga 与 * 的 积 ， 使 得 对 一 切 向 量 x，y 与 纯 最 ,我们 
有 

a (Px) = (af) x, 
1x=x, 
以 及 分 配 律 
a(x+y)=ax-tay, 
(a+P)x=ax+ßx. 

HEXHE, AENBERAXXÄ>K, MRNA RER 
AKxAÄ>X, 

天 叫做 向 量 空间 区 的 纯 量 域 (或 系数 域 ) ， 当 天 一 R 《实数 
3) 时 区 称 为 实 向 量 空间 ， 当 开 一 C〈 复 数 域 @O) Ak 
间 。 

用 0 既 表 纯 量 0 ， 又 表 零 向 量 一 般 不 会 引起 混淆， 如 果 需 要 
区 分 ， 可 以 用 0 表 零 向 量 ， 

读者 可 以 证 明 对 -- 切 向 量 与 纯 量 

(10) 0x=9 

(1b) C0 一 0 


® 回 亿 R 与 C 也 分 别 表 示 实 直线 和 复 平面 ( 见 1.1~2 与 1,1-6). 但 不 必用 别 的 字 
母 ， 因 为 不 会 引起 混 清 ， 
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以 及 
(2) (X= X. 


例 


2.1-2 ZER” 这 是 1.1-5 介绍 的 Euclidean Z F, HÆ 
本 集 的 元 素 是 一 切 有 序 的 实数 4 元 组 ， 记 为 *= (É es Én), 
van, s, m), EF, 现在 按照 通常 方式 定义 了 两 个 代数 运 
算 
sty=(& tm, e, Eat), 
ax=(ab,, ©, an) (aER), 
显然 ， 我 们 看 出 它 是 实 向 量 空间 ， 
以 下 每 个 (以 前 所 定义 的 ) 空间 都 是 向 量 空间 ， 它 们 都 有 相 
似 的 性 质 。 


2.1-3 空间 CGC" 这 是 1.1-5 定 义 的 空间 ， 它 由 -- 切 有 序 复 数 
n TA, x=(£, ee, Éa), Y= (r, ， 等 等 所 组 成 ， 按 
照 上 例 定义 它 的 代数 运算 ， 它 就 是 复 向 量 空间 ， 其 中 aEC。 


2.1-4 空间 C[a,b] 这 是 1.1-7 定义 的 空间 。 空 间 中 的 每 
个 点 是 [ae， 约 上 的 实 值 连续 函数 。 按 通常 方式 为 定义 代数 运算 ， 
(x+y) (t) =x) +y (t) 
(ax) (t) =ax (t) (GER), 
则 它 是 一 个 实 向 量 空间 、， 事 实 上 ， 当 x%, yvAlcbJIL HEMER 
函数 而 < 是 实数 时 ，Y+! 与 ax 都 是 [o, bj] 上 的 实 值 连续 函数 。 
别 的 重要 的 函数 向 量 空间 是 (a) 在 1.2-2 的 向 量 空间 BA, 
(5)R 上 的 一 切 可 微 函数 的 向 量 空间 ，(ce) 在 Fa，6J4 上 一 切 依 某 种 
音义 可 以 积分 的 实 值 函数 的 向 量 空间 ，、 
. 48 。 
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2.15 za 1,2-3 介绍 过 这 个 空间 ， 它 是 按 通常 的 序列 
的 代数 运算 定义 得 来 的 向 量 空间 ， 即 ， 

(É ata) + (mo Mmt) = (itm, +m) 

al, $a, 0) = aE, ab, e). 

事实 上 ，x= (4) EP 5 y= (n) E A E x+y, 这 很 容易 由 
1.2(12) 的 Minkowski 不 等 式 得 出 ， KER axet. 

别 的 向 量 空间 有 11-6919 ,1,2-3, PRIKA +, 
还 有 1.2-1 中 的 s， 都 按 通 常 序 列 的 代数 运 算 来 定义 空间 的 两 个 
代数 运算 .时 


向 量 空间 的 于 空间 是 义 的 非 空子 集 Y ,使 得 对 一 切 y1,y,€Y 
与 一 切 纯 量 ca， 及 我 们 有 ay, 十 Bys€Y . 因此 Y 本 身 是 一 个 向 量 空 
间 ， 它 的 两 个 代数 运算 是 发 导 出 来 的 ， 

XB -… 个 特别 子 空间 是 非 真 子 空 间 Y 了 = 关 . 而 关 ( 夺 {0}) 的 
其 它 的 每 个 子 空间 都 叫 真子 空间 。 

任 一 向 量 空间 关 的 一 个 特别 的 子 空间 是 Y=1{0}。 

向 量 空间 汪 的 向 量 X, s Sm 的 线性 组 合 是 如 下 的 表示 式 

aX, FAX + 十 CQmXm， 
其 中 系数 a,…，, am 是 任意 的 纯 量 . 
对 任意 非 空子 集 WMCX， 愉 中 向 量 的 -一 切线 性 组 合 称 为 好 的 
生成 ， 记 为 
span M. 
显然 ， 这 是 六 的 一 个 子 空间 了 ， 称 Y 是 由 放生 成 的 或 产生 的 。 
我 们 将 介绍 两 个 有 关 的 重要 概念 它们 将 一 再 被 用 到 ，。 


2.1-6 ”定义 (线性 无 关 ， 线 性 相关 ) MRSA X NAR 
xo e, Kr 所 成 之 集 M (r 之 1) 的 线性 无 关 性 与 线性 祖 关 性 由 方 
程 
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(3) aX aX, + +0, =D) 

EX, Aha, e, MEHR. WA (3) 当 Ci 一 az 一 … 一 ar 一 
0 时 是 成 立 的 。 如 果 这 是 使 (3) 成 立 的 唯一 的 * 个 纯 量 ， 则 称 妈 是 
线性 无 关 的 ， 如 果 好 不 是 线性 无 关 的 ， 即 ， 如 果 (3) 对 有 Fr 个 不 全 
为 零 的 纯 量 组 也 成 立 ， 称 好 是 线性 相关 的 。 

又 从 的 任意 子 集 惟 称 为 是 线性 无 关 的 ， 如 果 太 的 每 个 非 空 有 
根子 集 是 线性 无 关 的 。 M 称 为 是 线性 相关 的 ， 如 果 M 不 是 线性 无 
KA. | 

线性 相关 这 个 术语 是 根据 以 下 事实 得 来 的 ,如 果 叶 一 Aa 
Xr} 是 线性 相关 的 ， 以 中 至 少 有 一 个 向 量 可 以 表 成 其 它 向 量 的 线 
性 组 合 ， 例 如， 如 果 (3) 对 a+ 成 立 ， 则 好 是 线性 相关 的 且 可 
由 (3) 解 出 x.:， 得 到 

ehrt their B;=—a;,/a.). 

我 们 可 以 用 线性 相关 与 无 关 的 概念 定义 向 量 空 间 的 维 数 如 

F. 


2.1-7 定义 〈 有 限 维 与 无 限 维 向 量 空间 ) ARZA X m 
做 有 限 维 的 如 果 有 一 个 正 整数 "使 得 兴 含 有 "个 向 量 的 线性 无 关 
组 ， 而 任意 2% 十 1 个 向 量 或 者 更 多 的 向 量 组 都 是 线性 相关 的 。? 叫 
做 下 的 维 数 ， 记 n=dim X. EEEX, X={0 EA M H A H 
dim X=0. WRA 不 是 有 限 维 的 ， 那 它 叫 做 无 眼 维 的 . 量 


在 证 函 分 析 中 ， 无 限 维 向 量 空间 远 比 有 限 维 的 有 兴趣 。 例 
w, Cie, DJS REEERE, MRSA REN. 

如 果 dim 拓 一 2， 向 量 空间 飞 的 任 一 线性 无 关 的 2 个 向 量 的 组 
RA AX 的 一 个 基 (或 区 中 的 一 个 基 ) 。 如 果 {ei，…，8sn} 是 下 的 
一 个 基 ， 每 个 EX 可 以 唯一 地 表 为 这 些 基 向 量 的 线性 组 合 ， 


x=a e 十 … 十 CaeEps 


e 50 。 


例如 Rr 的 一 个 基 是 
e,=(1, 0, 0, =, 0) 
&=(0, 1,0 >=, 0) 
€= (0, 0, 0, =, 1) 
这 个 基 通 常 称 为 R" 的 典 则 基 ， 
更 一 般 地 ， 如 果 兰 是 任 一 向 量 空 间 ， 不 必 有 限 维 、， 而 8 星 肪 
的 线性 无 关子 集 它 生成 六， 则 B 称 为 天 的 一 个 基 (或 Hamel 基 〉. 
因此 如 果 刀 是 式 的 一 个 基 ， 则 每 个 非 零 xEX 都 可 唯 -- 表 成 8 中 元 
K (ARSTER) 以 非 零 纯 量 为 系数 的 线性 组 合 ， 


每 个 向 量 空间 下 二 {0} 有 一 个 基 ， 


对 有 限 维 空间 的 情形 这 是 显然 的 。 对 任意 的 无 限 维 向 量 空 
A, A Zora 引 理 可 以 证 明 其 存在 性 。 这 个 引 理 涉及 几 个 概念 ， 
要 解释 它 要 花 一 些 时 间 ， 而 目前 还 有 许多 对 我 们 来 说 更 电机 的 事 
情 。 我 们 把 这 个 存在 性 的 证 明 推 后 到 4.1 节 。 在 那里 为 了 别 的 目 
的 我 们 必须 介绍 Zorn SIE, 

我 们 指出 ， 对 一 给 定 的 向 量 空间 叉 ， (有 限 维 或 者 无 限 维 》 
它 的 一 切 的 基 有 相同 的 基数 。〈 它 的 证 明 要 用 到 集 论 中 更 高 级 的 
TA, 见 M。M. Day(1973), 2.3). Sta = X SE 
数 ， 注 意 这 包括 和 推广 了 定义 2.1-7. 

稍 后 ， 我 们 将 用 到 以 下 的 简单 定理 。 


2.1-8 ZE (FERNEN BEER, MX 
的 任 一 真子 空间 了 的 维 数 小 于 ”。 
证 明 。 如 果 n= 二 0， 则 二 10} 且 没有 真子 空 闻 ， 如 果 dimY 
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=0, U Y={0}, m X*+Y Mj dim X>1. BR dim Y<dımX 
=n, 如果 dim 了 是 nx， 则 Y 有 一 具 n 个 元 素 的 基 ， 它 也 就 是 A 的 
#, AA dim X=n, HUX=Y. KUN Y 中 任 一 线性 无 关 向 
量 组 的 向 量 个 数 少 于 ”个 .因此 dim Y<n] 


习 题 


1。 证 明 全 体 实数 之 集 关 于 通常 的 加 法 和 乘法 构成 一 维 实 向 量 空间 ， 
而 全 体 复数 之 集 则 构成 一 维 复 向 量 空间 。 

2. 证 明 (1) 与 (2)。 

3. ERHMS={(1, 1, 1), (0, 0，2)} 的 生成 。 

4. 下 述 的 Rs 中 的 子 集 ， 那 些 是 Rs 的 子 空间 ? [这 里 ，* 二 (&1,62,63)]。 

(a) sets Ux, 

(b) 所 一 所 十 1 的 一 切 % 

Ce) én én $ REER. 

(d) hiti =r KR, 

5. EA e, xah, ER %j( 力 =t#， 是 空间 Cla, b] PARET 
kH. 

6。 证 明 在 维 向 量 空间 关中 ,任意 xE€ 广 对 于 给 定 的 一 组 基 向 量 @1，,…， 
en 的 线性 组 合 表示 式 是 唯一 的 。 

T. 设 {et，…，8e} 是 复 向 量 空间 民 的 一 个 基 ， 当 视 民 为 实 向 量 空间 时 
求 出 它 的 一 个 基 。 关 在 此 两 种 情形 的 维 数 各 是 什么 ? 

8. 如 果 M 是 复 向 量 空间 下 内 的 线性 相关 组 ， 当 视 苑 为 实 向 量 空间 时 
MM 仍然 是 线性 相关 的 吗 ? 

9. 在 一 固定 的 区 间 [o，4b]CR 上 ， 考 虑 所 有 次 数 不 超 过 给 定 n 的 实 系 
数 多 项 式 全 体 和 多 项 式 x==0 组 成 的 集 卫 (对 于 re 在 通常 讨论 中 不 定义 它 
的 次 数 ) 。 证明 此 针对 通常 的 加 法 和 乘 以 实数 ， 是 x 十 1 维 的 实 向 量 空间 ， 
求 出 六 的 一 个 基 ， 证 明 如 果 这 些 系数 是 复数 ， 我 们 可 类 似 地 得 到 复 向 量 空 
MAX, ZAXRIHTER? 

10. DREYSZBRHMEZRXNTERN 证 明了 站 和 是 到 的 子 空间 ， 
但 了 UZ 不 必 是 。 试 举例 说 明 . 

11. 如 果 术 寺 $ 是 向 量 空 间 关 的 任 一 子 集 ， 证 明 放 的 生成 是 羡 的 子 空 
fl. 
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2. ENIRINDERKIND EX SR AR, Ars 
EHA? REISE ER AHA 的 子 空间 的 例 ， 基 的 对 
称 矩 阵 构 成 一 子 空间 吗 ? 闫 的 所 有 降 秩 矩阵 呢 ? 

13. BD 证 明 同 一 域 上 的 两 个 向 藤 空 间 的 笛 卡 尔 积 了 二 入 1X X, 
当 定 义 了 了 两 全 代数 运算 

Ku. Xa) FV) = (Xt, Katy), 
a(x1, X2)=(ax1, axz) 
H, EREZZE. 
4. (BER FREMD ” 设 了 是 向 量 空间 X 的 子 空 间 。 元 素 xEX 关于 
芋 的 聊 集 开 作 * 十 上，《〈 见 图 12) 定义 
x+Y={vlu=x+y, yEY}, 
EIHAFTANERERAM TRIP 
证 明 在 以 下 规定 的 代数 运算 下 《 见 狗 二 ,14) 
(wtY)+(x+Y)= (w+x)+Y 
alx+Y)=ax+f, 
SRBRZER—-TNAEN. Kranken BANN 做 因子 空 
闻 )》 HAK. CHRE AY RROTA codim Y, Ef 
codim Y=dim (X/Y). 
15. R A=R f Y= {EER RX, X/X, X0}. 


fut Y) t lx Y) {wta} Y 


图 12 x 十 了 的 图 示 Ns 商 空 间 中 向 量 加 法 的 
(RU) Bir (Ni) 
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2k + YJe2x+y 


7 2 
DA 
4 


(xt Y) =L 
Zi 2 zıtr 


图 14 Benrath 


2.2 赋 范 空间 .Banach 空 间 

从 上 节 的 例 中 说 明 ， 在 许多 情形 下 ， 向 量 空间 发 同时 又 是 度 
量 空间 。 因 为 大 上 又 定义 了 度量 4。 人 然而， 如 果 代 数 结构 与 度量 
之 间 没 有 关系 ， 就 不 能 得 到 将 此 二 者 结合 的 有 用 的 理论 ， 为 保证 
关上 “代数 的 ”和 “几何 的 ”性 质 之 闻 的 这 种 关系 ， 在 关上 我 们 
定义 如 下 的 一 个 特殊 的 度量 9。 首先 我 们 引进 辅助 概念 ， 就 是 范 
数 。 《定义 见 下 )〉 它 用 到 向 量 空间 的 代数 运算 ， 然 后 ， 利 用 范 数 
得 到 我 们 所 要 求 的 那 种 度量 4。 这 种 思想 引出 了 赋 范 空间 的 概 
念 ， 结 果 发 现 ， 赋 范 空间 是 够 特殊 的 ， 它 能 为 产生 丰富 而 有 兴趣 
的 理论 提供 基础 ， 但 它 又 非常 之 一 般 ， 能 包括 许多 有 实际 重要 意 
义 的 具体 模型 。 事 实 上 ， 泛 函 分 析 中 大 量 的 度量 空间 可 以 视 为 赋 
范 空间 ， 所 以 赋 范 空间 也 许 是 泛 东 分析 中 最 重要 的 一 种 空间 ， 起 
码 从 今天 应 用 的 观点 可 以 这 么 说 ， 以 下 是 其 定义 ， 


2.2-1 定义 ( 赋 范 宝 间 ，Banach 空间 ) MEZARA 

”也 称 为 赋 范 向 时 空间 或 颖 范 线性 空间 ， 这 个 定义 由 S. Banach(1922). H. 
Hahn (1922)5 N. Wiener(1922) 分 别 独立 给 出 的 ， 此 理论 得 到 飞速 发 展 。 可 以 阅 
读 在 此 十 年 之 后 发 表 的 S. Banach(1932) 的 一 个 教程 ， 


它 上 面 定义 了 范 数 的 向 量 空间 。 Banach ZH RER EZ TA] 
(空间 依 范 数 导出 的 度量 是 完备 的 ; 见 下 面 的 (1)).。 这里， 向 量 
ZAX 〈 实 的 或 复 的 ) 上 的 范 数 是 六 上 的 实 值 函数 它 在 点 xE 久 的 
值 表 作 


ix] 〈 读 作 “x 的 范 数 ”) 
且 具 有 性 质 
(N1) Ix1>0 
(N?) Ixl=0&>x=0 
(N3) lax] =la] lx] 
(N4) lx+yl<lxl + iy] (三 角 不 等 式 ) : 


这 里 x 与 y 是 大 中 任意 向 量 而 c 是 纯 量 。 

式 上 的 范 数 定义 了 直上 的 一 度量 ， 它 由 

(1) d(x, =1x-yl (x, yEX) 
给 出 ， 并 称 为 由 范 数 导出 的 度量 。 KFEILKIIGGERIE N, 
LD RARA X.T 

范 数 的 性 质 (N1) 至 (N4) 是 由 初等 向 量 代 数 中 向 量 x 的 长 度 
|x| 抽 象 出 来 的 ， 所 以 回 到 这 种 情 形 时 可 以 写成 1x 有 =|x|。 认 实 
上 ， 除 零 向 量 的 长 度 为 零 外 ，(N1) 与 (N2) 说 明 一 切 向 量 有 正 的 
长 度 。(N3) 表示 当 一 向 量 乘 以 纯 量 后 ， 它 的 长 度 就 是 该 向 量 的 
长 度 膝 以 纯 晤 的 绝对 值 。(W4) 的 说 明 见 图 15， 它 表示 三 角形 一 
个 边 的 长 度 不 超过 其 它 两 个 边 长 度 之 和 。 

很 容易 由 (N1) 至 (N4) 得 出 (1) 确 实 定义 了 一 :个 度量 。 因 此， 
赋 范 空间 与 Banach 空间 都 是 度量 空间 。 
Wy l 

iyi 


ixi 


图 5 (V4) 三 角 不 等 式 的 图 示 
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Banach 空间 具有 某 些 不 完备 的 赋 范 空间 所 不 具备 的 性 质 
(将 在 4 章 讨 论 ) ， 所 以 它 很 重要 。 

为 了 今后 的 使 用 ， 我 们 注意 (V4) 莹 合 

(2) Ivi-1xli<iv-xl, 
读者 容易 证 明 ( 见 3 题 ) 。 公 式 (2) 蔓 售 一 个 关于 范 数 的 重要 性 
质 ， 

WA EER, B, xolla (X, LEAR ( 见 1.3-3》 
内 的 连续 映 象 。 

赋 范 空间 的 原型 是 大 家 熟悉 的 平面 及 三 维 空 间 中 一 切 向 量 所 
成 的 空间 。 进 一 步 的 例子 由 1.1 节 和 1.2 节 给 出 。 因 这 两 节 的 -- 些 
度量 空间 可 以 自然 地 构成 赋 范 空间 。 然 而 在 本 节 的 后 面 ， 我 们 将 
看 到 不 是 向 量 空间 的 每 个 度量 都 可 以 从 范 数 得 到 ， 


例 


2.2-2 Euclidean 空间 Rn 和 西 空间 Cn 这 ”空间 在 1.1-5 
BEX. AH 


(3) I= (TH) -VE HER 
j=) 


定义 范 数 ， 它 们 是 Banach 空间 。 事 实 上 上 ，Rn 与 Cn 是 完备 的 〈 见 
1.5-1)， 而 (3) 产 生 1.1 节 (7) 中 的 度量 : 
d(x, Jelx-yl=ev im] +t tl。 
特别 ， 我 们 注意 在 R 里 ， 我 们 有 
lsl=]x] =E +E FET 


这 证 实 了 我 们 前 面 的 注释 ， 范 数 推 广 了 向 量 长 度 这 个 基本 概念 。 


2.23 空间 ip 此 空间 在 1.2-3 已 定义 。 当 范 数 由 
+ 56 . 


x 17P 
4 x]= £1? 
(4) lx1=(> 181) 
定义 时 ， 它 是 Banach 空间 ,事实 上 ,这 个 范 数 导出 1.2-3 的 度量 
oo / 
da, Yelr-yl= (Zlin). 
jel 
1.5-4 已 证 明 过 它 的 完备 性 。 


2.2-4 251” 此 空间 在 1.1-6 已 定义 , 它 是 Banach 空 间 。 
因 它 的 度量 由 下 式 定义 的 范 数 
(4) Ixi=supissl 


导出 ， 而 完备 性 在 1.5-2 已 证 明 过 ， 


2.2-5 空间 C[a，b] 此 空间 在 1.1-7 已 定义 , 它 是 Banach 
空间 ， 范 数 由 
(5) Ixi=max|x(£f) | 
tEJ 


EX, 其 中 /=[a, bj. 完备 性 在 1.5-5 已 证 明 过 。 


2.2-6 不 完备 赋 范 空间 从 1.5-7，1.5-8 与 1.5-9 的 不 完 
备 度量 空间 ， 很 容易 得 出 不 完备 的 冉 范 空间 。 例 如 ，1.5-9 中 的 
度量 就 是 由 下 式 定义 的 范 数 

(b) lxt=) ix at 
所 导出 的 每 个 不 完备 的 赋 范 空间 是 否 都 可 以 完备 化 呢 ? 作为 度 
量 空 间 按 1.6-2 当然 可 以 。 但是， 向 最 空 闻 的 运算 和 范 数 都 可 以 
延 拓 到 完备 化 空间 上 吗 ? 在 下 节 将 看 到 延 拓 的 确 是 可 行 的 。 
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2.2-7 一 个 不 完备 的 赋 范 空间 和 它 的 完备 化 L[a,b] AR 
间 Fc， 纪 上 -- 切 实 值 连续 函数 所 组 成 的 向 量 空间 构成 一 R 
人 间 ， 其 范 数 定义 为 


Do xl=(| x0) ar ) 


这 个 空间 是 不 完备 的 ， 例 如 ， 如 果 Le, bI=C0, 11, 1.5-9 内 的 
序列 在 现在 的 空间 XX 中 也 是 Cauchy 序列 ; 这 从 1.5 节 图 10 清 
楚 地 看 出 ， 而 且 由 以 下 积分 正式 推出 ， 因 为 当 n>m， 我 们 有 


N _ 2 
In =f Exa (t) at) Ydt= 


t d 

3m 3n “ 

这 个 Catchy 序 列 不 收敛 。 其 证 明 与 1.5-9 相同 ， 只 要 将 1.5-9 中 
的 度量 换 成 现在 的 度量 。 对 于 一 般 的 区 闻 [a,b]， 可 以 建立 一 个 
在 必 中 不 收敛 的 类 似 的 Cauchy 序 列 。 

此 空间 多 按 定理 1.6-2 可 以 完备 化 ， 其 完备 化 空间 表 为 LCa， 
bj. 这 是 一 个 Banach ZA. 事实 上 ， 久 上 的 范 数 和 向 量 空间 上 
的 算 子 可 以 延 拓 到 XX 的 完备 化 空间 上。 在 下 节 的 定理 2.3-2 我 们 
将 看 到 这 个 事实 。 

更 一 般 地 ， 对 任意 实数 p 之 1，Banach 空 间 

. L[a,b] 
是 [9,6] 上 一 切实 值 连续 应 数 所 组 成 的 赋 范 空间 的 完备 化 。 和 前 
面 一 样 此 范 数 定义 为 | 


(8) b= (f i a. 


附 标 p 提 示 我 们 这 个 范 数 依 赖 于 p 的 选取 ， 它 是 保持 固定 的 。 注 
意 当 p==2 时 这 就 成 为 (7). 
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对 于 熟悉 Lebesque 积 分 的 读者 ， 我 们 要 指出 ， 利 用 Ca, bE 
的 Lebesque 可 测 函 数 x 和 Lebesque 积 分 ，x 合 于 |x|? 在 Ca, 6] 的 
Lebesque 积 分 存在 并 有 限 ， 则 [a,b] 可 以 直接 得 出 ，L?[a,6] 是 
由 那些 函数 的 等 价 类 所 组 成 ， 当 1x 一 y1? 在 [a,6] 上 的 Lebesque 积 
分 为 零 时 x 就 与 y 等 价 。 [注意 这 保证 了 公理 (N2) 为 真 ] 

读者 如 不 具有 这 个 背景 知识 也 无 妨 ， 事 实 上 ， 这 个 例子 对 今 
后 本 教材 的 学 习 不 是 必 不 可 少 的 ， 但 归根 结 底 ， 此 例 说 明 这 个 完 
备 化 空间 可 以 引出 一 类 新 元 素 ， 因 而 人 们 必需 弄 清 它们 的 性 质 。 


2.23 Zus 是 否 向 量 空间 上 的 每 个 度量 都 可 以 从 范 数 
3:43 管 案 是 否定 的 。1.2-1 中 给 出 了 一 个 反例 .事实 .上 ，s 是 一 
个 向 量 空间 ， 但 由 下 式 定义 的 度量 qd 


-wl Ion 
EN THE] 
就 不 能 从 范 数 得 到 。 这 立即 可 从 下 面 的 引 理 看 出 ,该 引 理 说 明 从 
范 数 引出 的 度量 d 有 两 条 基本 性 质 ， 第 一 条 住 质 ， 如 (90) 所 表 


示 的 ， 称 为 4 的 平移 不 变性 。 


2.2-9 引 理 (平移 不 变性 〉 赋 范 空间 有 发 上 由 范 数 导出 的 度 
Bde 

(a) d({x+a,yta)=d(x,y) 
(2) 

(b) d(ax,ay)=lald(x,y) 

对 - 切 x,y,aEX 与 每 个 纯 量 wx 成 立 。 

证 明 。 我们 有 

d(xta,yto) =[x+a— (yta){=1x—yl=d(x,y) 
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dlar an) =lax-aul=laiix—ıl=jald(ix.y). 
习 E 


1. 诈 明 x 的 范 数 1x1 是 x 到 0 的 距离 。 
2， 验证 平 商 上 和 三 维 空间 中 向 量 按 通常 音义 的 长 度 具 有 范 数 的 性 质 
(Ni) (NW) 
3, HHO. 
4, 证 明 ， 可 以 用 
x! > x=ù 
代替 CN2) 和 而 不 改变 范 数 的 概念 。 证 明 范 数 的 非 负 性 也 可 以 从 (N3) 与 (N4) 
得 出 。 
5. 证 明 (3) 定 义 一 范 数 。 
b. 设 才 为 一 切 有 序 实数 对 x= (8&1, E) y=(m,m) ARAK RS, 
证 明 以 下 都 定义 半 上 的 范 数 ， 
lxi =| £ f+ | Ef 
[rl = (£7+ £2)12 
lx! wo =max{] £], lE}. 
T. 验证 (4) 满 足 CN1) 到 (V4). 
8. 数 的 有 序 # 元 组 所 成 的 向 量 空间 (12.22) 有 几 个 范 数 有 实 际 重 
要 性 ， 它 们 定义 为 
lx,y= [é] +E] tet lén] 
Niels P lE Het Enf eP 1I<p<+® 
lx! o=martlät,-l&.l}. 
对 每 种 情形 ， 验 证 (NV1) 到 (N1) 是 满足 的 。 
I. 验证 (5) 定 义 了 范 数 。 
10. 《单位 球面 ) 赋 范 空间 天 中 的 球面 
" SG Dsg] txis} 
称 为 单位 球面 ， 试 对 8 题 中 的 范 数 以 及 如 下 定义 的 范 数 
xl 一 (和 HE 
指出 它们 的 单位 球面 ， 这 些 单位 球面 的 图 形 如 图 18。 
1. (AR AR) 向 是 空 间 的 子 集 4 称 为 是 凸 的 , 如果 x，y&64 AE 
M={z8X |z=eax+ (1-a)y (<a<1} A 
MRRAURREIRARE. IHRSSAKMENALER 
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h 图 18 


12 题 中 的 曲线 
eix)=l 
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Bo; DSe | Ixj<ı} 
ERAI. 
12. 利用 11 题 证 明 
e@)=wW | Elta A 
E-VWAFSZSNTKNIHBRSHILTENEN ÜExe, x=lk, 
ea)。 画 出 曲线 p (xz) 王 1， 将 它 与 图 88 比较。 
3. 证 明 向 量 空间 去 0} 的 离散 度量 不 可 能 由 范 数 得 出 ，〈 见 1.1- 
8.) 
14. 如 果 d 是 向 量 空间 关头 {0} 的 度量 ， 它 是 由 一 范 数 导 出 的 ， 而 4 E 
义 为 
å(x,x)=0, (x,y) =d(x,y)+1 (x+y), 
证 明 4 不 可 能 由 范 数 得 出 。 
15. (BRR) 证 明 赋 范 空间 区 的 子 集 好 是 有 界 的 ， 当 且 仅 当 存 在 一 
正 数 c 合 于 1xi 委 c 对 一 切 x6 好 成 立 。( 有 界 集 的 定义 见 1.2 节 第 6 题 ) 


23 赋 范 空间 的 进一步 性 质 


根据 定义 ， 赋 范 空间 万 的 子 空间 下 是 将 了 看 作 向 量 空间 X 的 
子 空间 ， 将 X 上 的 范 数 限 制 在 子 空间 了 上 而 得 到 .YY 上 的 这 个 范 
数 称 为 是 由 六 上 的 范 数 所 导出 的 范 数 。 如 果 了 在 六 中 闭 ， 则 了 叫 
做 六 的 亲子 空间 . 

由 此 定义 ， 一 个 Basach 空 间 久 的 子 空间 Y 是 将 六 看 作 赋 范 空 

间 时 的 子 空间 。 因 此 不 要 求 Y 是 完备 的 《但 有 的 作者 作 这 样 的 要 
求 ， 因 此 读 各 有 关 的 书 时 应 当 细 心 )。 

就 此 而 论 ， 定 理 1.4-7 很 有 用 ， 因 它 立 即 产 生 以 下 定理 。 


2.3-1 定 理 (Banach 空 间 的 子 空间 ) BanachzZAXNF& 
间 Y 是 完备 的 当 且 仅 当 了 是 站 的 闭 子 集 。 

以 下 的 赋 范 空间 的 序列 的 收敛 性 及 有 关 概 念 ， 很 容易 从 关于 
度量 空间 的 相应 的 定义 1.4-1 及 1.4-3 和 现在 的 事实 d(x, 力 ==|x 一 
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DOREEN) 是 收敛 的 如 果 XX 含 有 一 x 使 得 

Lm Ixa =o. 

这 时 我 们 写成 Ye ~>x 并 称 Y 是 (xn) 的 极限 。 

Gi) 由 范 空间 中 的 序列 (x) 是 Cauchy 序 列 如 果 对 每 个 e>0 
存在 入 使 得 

(1) llm Xal <e 对 一 切 m,n>>N、。 

即使 在 -一般 的 度量 空间 里 ， 序 列 对 我 们 也 非常 有 用 。 在 赋 范 
空间 中 我 们 还 可 大 进一步 ， 用 到 如 下 的 级 数 。 

和 在 微 积分 中 的 方法 相似 ， 现 在 可 以 定 义 无 穷 级 数 。 事 实 
上 ， 如 果 {(x 是 赋 范 空间 的 序列 ， 对 于 (x) 我 们 有 一 部 分 和 的 
序列 (ss) 

Sn 一 XX| 十 Xs 十， 十 Xn 

其 中 n=1,2,.…。 如 果 (s») 是 收敛 的 ， 比 如 说 


Sn>s, BP, Is.—-sl>0, 


则 此 无 穷 级 数 〈 简 称 级 数 ) 


(2) 本 


hmt 


叫做 收敛 级 数 或 叫做 是 收敛 的 ，s 称 为 级 数 的 和 并 记 为 


sn Xi 十 Xz 十 
kei 
RI HEN HER ARLO)EARERTECRT 。 然 而 请 
读者 当心 ， 在 赋 范 空间 大 中， 绝对 收 钱 蕴含 收敛 的 充 要 条 件 是 所 
完备 。 ( 见 7 至 9 题 》 


级 数 的 收 合 性 概念 可 用 以 定义 如 下 的 基 。 如 果 赋 范 空间 X 合 
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有 一 序列 (ewj 、 对 每 个 xEX 存 在 唯 -- 的 纯 量 序列 (xcw) 使 得 

(3) Ix- (ae + t+ase.)i>0 CY4n>o) 
N (en) 叫做 兴 的 Schauder 基 CRÆ) 。 这 种 以 * 为 其 和 的 级 数 叫 
做 x 关 于 es 的 展 式 。 记 成 


oO 
x=) akere 
er 


例如 ,2.2-3 中 的 P 有 Schauder 基 ， 就 是 (es) ,这 里 en= (du), 
它 是 第 x 项 为 1 其 它 的 项 为 岭 的 序列 ， 具 体 写 出 来 就 是 

ei= (1,0,0,0,.) 

(4) e,= (0,1,0,0,...) 

e= (0,0,1,0,.…) 
等 等 。 

如 果 赋 范 空间 了 有 Schauder 基 ， 则 天 是 可 分 的 〈 见 定义 
1.3-5). 证 明 很 容易 ， 留 给 读者 去 作 。 (第 10 题 ) 。 反 过 来 ， 
是 否 每 个 可 分 Banach 空 间 有 Schauder 基 ? 这 是 Banach 本 人 在 四 
十 年 前 提出 的 著名 问题 。 几 平 - 切 已 知 的 Banach 空 间 都 有 Scha- 
uder 基 。 然 而 ， 令 人 惊奇 的 是 此 问题 的 答案 是 否定 的 ， 这 个 问题 
EHP.Enflo (1973) 在 最 近 才 解决 。 他 作出 了 一 个 没有 Schander 
基 的 可 分 Banach 空 间 。 

最 后 ， 我 们 回 到 赋 范 空间 完备 化 这 个 问题 ， 在 上 节 已 经 概括 
地 提 到 它 。 


2.3-2 EE ($8 R X=(X, D -RZN 
则 存在 一 个 Banach RAX =X. d 和 -一 个 等 距 映 象 A X> 
W=A(X), KEWER REAR, REER SAX 是 唯一 
的 ， 
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EN. EIS TREE = (X ,d) 和 
—ASEHRAA>VW=AK, LEVER PHE. BEER 
va, REEE A. KITIRAMTHL.6-2HNMT, Æ 
为 了 在 以 后 8.2 节 的 定理 中 用 了 这 个 字母 》 ， 因 此 ， 要 证 明 本 定 
理 ， 必 须 使 症 成 为 一 向 量 空间 ， 然 后 引进 合适 的 范 数 。 

为 了 在 人 吕 上 定义 向 量 空间 的 两 个 代数 运算 ， 考 察 任意 ,9 E 
六 和 任意 的 代表 (xs) E25 (y) E95。 请 回忆 多 ,9， 都 是 表 闵 中 
Cauchy 序 列 的 等 价 类 。 命 z24 二 Xs 十 yn。 则 (zn) 是 下 中 的 Cauchy 
列 ， 因 为 

12 zml = lX + yn— (xm 十 gm) |<]xn— xnl +lyn— yni. 

ERS IN 和 ZZ== 多 十 EU (zs) 为 代表 的 等 价 类 ， 于 是 
(z,) E2. 这 个 定义 与 ,9 中 的 Cauchy 序列 的 选择 无 关 ， 事 实 
上 ，1.6 中 的 (1) 式 证 明了 ,如果 (xs) ~ (x4) 与 (Ya) ~ (yi), M 
(£n tyn) ~ (xi +y), AR 

[Xa tya (xi +y elxs— xi tly Yil. 

RUM, ELA Rata EXA la EERENS A, 
这 个 定义 仍 与 %* 中 的 代表 元 的 选择 无 关 ， 又 定义 用 中 的 零 元 素 是 
` 售 收敛 于 零 的 一 切 Cauchy 序列 的 等 价 类 。 不 难看 出 ， 这 两 个 代 
数 运算 具有 使 交 成 为 向 量 空间 的 所 需 的 一 切 性 质 , 所 以 欢 是 一 向 
量 空 间 。 从 定义 得 出 ， 在 矿 上 由 X 导出 的 向 量 空间 的 运算 5% 
映 象 4， 从 XX 中 导出 的 那些 运算 是 一 致 的 ， 

HE, AEV LSH- Ha CERA 9=Ax EW 
处 的 值 是 人 1,=1x1。 因 为 4 是 等 距 的 ， 所 以 WW 上 相应 的 度量 是 
在 矿 上 的 限制 。 对 每 个 区 CX 按 | 区 1, 二 (6 ,%) 将 范 数 1*4 延 拓 到 
X. 显然 1 -上 [满足 2.2 中 的 (N1)，(N2)。 其 余 的 (N3) 与 (N44) 
可 以 从 上 负 取 极限 而 得 到。 


«65 + 


习 题 


L 证 明 cCIli% 是 1% 的 向 量子 空间 ( 见 1.5-3) ， 同 样 地 ，oo 也 是 1% 
的 向 量子 空间 ， 它 由 一 切 收敛 于 零 的 纯 量 序 列 所 组 成 ， 

2. 证 明 1 题 中 的 co 是 ”的 闭 子 空间 ， 于 是 由 1.5-2 与 1.4-17，o。 是 完备 
的 。 

3. 在 1” 由 ， 设 了 是 由 一 切 只 有 有 限 个 非 零 的 项 的 序列 所 成 之 集 。 证 
明了 是 1 的 子 空间 但 不 是 闭 子 空间 . 

4 (向量 空间 运算 的 连续 性 ) 证 明 ， 在 赋 范 空间 关中 ， 向 量 加 法 与 
柔 以 纯 量 对 于 范 数 来 说 是 连续 的 ;， 即 ， 由 (x ,四 一 x 十 Jy 与 (Q,%) 一 ax 定 义 的 
RREFEN. 

5. EN ern yA RAH x+y, X aa 5 ME 
Aan > aX. 

6. 2A, KRSHMIKFEAY, HAEY DE- KHEZH. 

T. (绝对 收敛 ) IH, ylk lui tiul t AR utut 


teikt BER, BIER), EE =Y), nr, 


n? = — jen, 


8. 如 果 在 赋 范 空间 Xp, ERZA RARA RAR A, E 
BAEZA. 

9. 证 明 在 Banach 空 间 中 ， 绝 对 收敛 级 数 是 收敛 级 数 。 

10. 《Schauder 基 ) 证 明 ， 如 果 赋 范 空间 有 一 Schauder 基 ， 则 它 是 可 
分 的 。 

11. ṢE, (e,), HHe,=(d,,), #lPi9Schauder&, (I<p<+o). 

12. (ED 向 量 空 间 式 上 的 半 范 数 是 一 个 映 象 如 式 一 玉 满 足 2.2 中 
BIN), (NY), (N4). (有些 作 者 称 此 为 伪 范 数 .) 证 明 

pl0)=0 
lD) — px) Spy x) 

《因此 ， 如 果 p(x) = 二 0 蕴含 X=0， 则 p 是 范 数 ) 

13. 证明， 在 12 题 中 ， 使 p(x)=0 的 一 切 x 六 构 成 的 子 空间 N.。 B 
[X l=) (这 里 x 多 而 J/N) 被 定义 为 革 /N 上 一 个 范 数 (XX/N 见 2.1 
节 14 题 ) 


2.86% 


4. 〔 商 空间 》 设 Y 是 (XX, 中 上) 的 闭 子 空间, 证明 由 
1% ein BER TAY 上 的 范 数 | ‚lo. 
xek 
REReX/Y, PREYRE. (AFX 2.1140) 
5. BERESN) URL DS Warme, 1 
HARMIA X =X XxX 2 TIMER SA, REXER 


jæ] = max |sala, lalla) [x=(x,2%2)]. 


2.4 有 限 维 赋 范 空间 及 子 空间 


有 限 维 赋 范 空间 比 无 限 维 的 赋 范 空间 要 简单 些 吗 ? 在 那些 方 
面 要 简单 些 ? 这 是 颇 为 自然 的 问题 。 这 些 问题 又 很 重要 ， 内 为 有 
限 维 空间 及 子 空间 在 许多 场合 很 起 作用 〈 例 如 在 逼近 理论 和 谱 理 
$). 因此， 探讨 一 些 事实 ， 就 这 些 事实 本 身 以 及 作为 今后 工作 
的 工具 都 是 值得 的 ， 这 就 是 本 节 与 下 一 节 的 纲要 。 

下 面 讲 的 事实 都 来 源 于 以 下 引 理 。 它 的 大 意 是 ， 对 于 -组 线 
性 无 关 的 向 量 ， 不 可 能 求 出 包含 大 纯 量 的 线性 组 合 ， 它 表示 一 个 
小 向量 。 


2.4-1 引 理 (线性 组 合 ) ig {xxr ,Xx,} AREA 
《任意 维 》 中 的 一 线性 无 关 向 量 组 ， 则 存在 数 c>0 使 得 对 每 -组 
纯 量 a,,… ,as 我 们 有 

(1) fate tan l>ella] tetlen) (c>0) 

证 明 。 记 s= 一 (cl 十 … 十 las。 如果 s= 一 0， 则 一切 gy 是 9， 于 
是 (1) 对 任意 ce 成立 ， 现 令 s>>0， 则 (1) 等 价 于 不 等 式 


(2) Minte tad> (18-1) 
$~] 


其 中 一 cy/s， 它 由 (1) 除 以 s 得 出 。 因 和 而， 只 须 证 明 存 在 c>>0， 
使 (2) 对 每 一 组 所 成 立 。 其 中 如 合 于 五 |By| 二 1， 


e 67 o 


设 (2) 不 真 ， 则 存在 -向 最 序列 (zym) 
un-ß mat th (1p YI=1) 
j=l 


使 得 
lynl->0 当 m 屯 00。 

因为 ， 于 |B I=1, 则 181， 因 此 ， 对 每 个 固定 的 j， 序 
列 

BB Br, e) 
是 有 界 的 ， 因 而 ， 按 Bolzano-Weierstrass €, (0P) 5k% 
列 ， 接 同样 的 推理 ， (om) 有 子 序 列 (yn)， 相 应 的 数值 子 序列 
BT k, CARRER. ASETE, Bink Un) 的 
一 子 序列 (yn m) = (Yni Ynst)e 


maD res (Dipi) 


Je f=l 


其 中 rfm >By(m>o6) 因此 
Yn,m>Y= > Pyxy (m->oo) 
fm! 


RE, DlA 一 1， 于 是 不 全 为 0。 因 {%1,… ,xn} 线性 无 关 ， 于 
是 y 二 0。 另 一 方面 ，yn,m>y 葡 含 Iys ,m1->lyl ( 范 数 的 连续 性 ) 。 
但 按 假设 lymn1->0， 而 (yr,m) 是 (ym) 的 子 序 列 , 故 必 有 yn, ml> 
0， 因 此 ，1yi=0， 于 是 y=0 (由 2.2 之 (N2))。 这 与 y 夺 0 蔬 
E. SHERHE. T 

作为 引 理 的 第 一 个 应 用 。 现 证 明 


21.42 ”定理 (完备 性 ) ” 赋 范 空间 关 的 每 个 有 限 维 子 空间 六 
e 68， 


\r 
“a 


是 完备 的 。 特 别 ， 一 切 有 限 维 赋 范 空间 是 完备 的 ， 


证 明 。 考 虑 了 中 任意 Cauchy 序列 (ym) ， 并 证 明 它 在 了 中 
收敛 其 极限 用 8 表示 。 设 ditmny =rH {e1,… ,en} EY 的 任 一 个 
基 。 则 每 个 yn 有 如 下 之 表示 式 

Umza "et taR 

由 于 (Um) Cauchy FF, SETEDOREN, ER Um,r> 

N, Mlym—yl<e. BEELUKRSIE2.4-1, Bo>0, SE 


En 


e>iyva—yl =] > ， (aj™® —ay” Jesl 
j=1 


2 
>c >, ja ™ —a p 
Il 
其 中 m,r>N。 除 以 c 得 
la? =a? I<Tla F aP <Ë (mr>N) 
ala 


这 就 证 明了 2 个 序列 中 的 每 一 个 

lP) = (F, aP) j=l, e,n 
是 RR 或 C 中 的 Cauchy 序 列 。 因 此 它 收敛 ， 让 ay 表 其 极限 。 用 这 "个 
极限 a ,… ,Qs 定义 


yzaaeıt“" 十 Cngn。 


DAR, veY. mA 
n # 
lyn—yl=1 3} (a7 =a; eK] e —a;|le;l. 
Jul j=: 


在 右 in. a7 aj. 因此 上 ym 一 y1->0， Hymny. AA (Ym) EY R 
任意 Cauchy 序 列 ， 这 就 证 明了 Y 是 完备 的 。 
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从 这 个 定理 和 定理 1.4-7， 我 们 有 


2.4-3 ZE AID ” 贼 范 空间 文 的 每 个 有 限 维 子 空间 了 是 
VRIR R. 

这 个 定理 在 今后 有 好 几 处 要 用 到 ， 

注意 无 限 维 的 子 空间 不 必 是 闭 的 。 
例 。 设 久 =CL0,1] 而 Y=span (%0,%4,…)， 其 中 (=t, i 
以 Y 是 一 切 多 项 式 所 成 之 集 。 VEXHRA. 为什么? ) 

有 限 维 向 量 空 间 的 另 一 有 趣 性 质 是 ， 羡 上 一 切 范 数 引出 六 上 
的 同一 拓扑 《〈 见 1.3) 。 即 是 ， 改 的 开 子 集 是 相同 的 ， 无 论 怎样 在 
失 上 选 定 特别 的 范 数 。 具 体 地 说 有 如 下 结果 ， 


2.4-4 定义 《等 价 范 数 ) MAZAX EAER 
价 主 六 上 的 范 数 1 1， 如 果 存 在 正 数 m “使 得 对 一 切 YE 共 

(3) air. <Irishixt, . 

这 个 概念 是 由 以 下 事实 引出 的 。 

关上 的 等 价 范 数 定义 关上 的 同一 拓扑。 

事实 上， 这 可 由 (3) 及 每 个 开 集 是 开 球 的 并 〈 见 1.3 第 4 题 》 
得 出 .正式 的 证 明 留 给 读者 〈 第 4 题 ) 。 还 可 以 证 明 , E(Ä,TD 
与 (4 小 1 中 的 Cauchy 序 列 是 相同 的 。《 第 5 题 ) 

用 引 理 2.4-1， 可 证 以 下 定理 《无限 维 空间 不 成 立 》， 


2.4-5 定理 (等 价 范 数 ) 。 有限 维 向 量 空 间 X LRE 一 范 

数 "都 等 价 于 另 一 范 数 4.1。 
EM. KdimX=n, Ale, ,en} 是 XX 的 任 一 基 。 则 每 个 XxEX 
有 唯一 的 表示 式 
` YX 一 CE 十 … 十 Cngpe 


由 引 理 2.4-1， 存 在 正常 数 " 使 得 
«70 w 


y# 


I1>c(la| ++ lanl). 
另 一 方面 ， 由 三 角 不 等 式 得 


n n 
xl lasl lels k} lal, k=maxle;l,, 
J= j=l 7 


结合 此 两 式 ， 得 olxlo 志 Ix1， 其 中 a==c/kR>0，(3) 中 的 另 一 不 等 
式 可 在 上 面 的 推 证 中 交换 .1 与 .1 的 作用 而 得 到 。 D 
这 个 定理 相当 重要 ,例如 ， 它 证 明 有 限 维 空 间 的 序列 的 收敛 


性 或 发 散 性 不 依赖 于 该 空间 范 数 的 特殊 选择 。 


习 题 


1。 给 出 在 !” 和 有 2 中 不 是 闭 的 子 空间 的 例 。 
2。 (1) 式 中 最 大 的 c 是 什么 ? WR: XER, 
wl,0)，%: 二 (0,1)。 MR: X=R,x,=(1,0,0) 
xz 一 (0,1,0)，xa 一 (0,0,1)。 
3。 证 明 在 定义 8.4~4 中 ， 等 价 关系 的 公理 成 立 ，( 见 附录 1 之 41.4) 
4. 证明 在 向 量 空间 半 上 的 等 价 范 数 导 出 多 上 相 河 的 拓扑 。 
5. WRIS I 是 天 上 的 等 价 范 数 ， 证 明 在 空间 (AN DSCH, 
人 人 上 的 Cauchy 序 列 是 相同 的 。 
6. 定理 2.4-5 蕴 含 ，?.2 之 8 题 中 | dlo 是 等 价 的 。 给 出 此 事实 
的 直接 证 明 。 
1T. 设 上 .和 如 2.2 中 第 8 题 所 规定 ,又 设 i .1 为 该 向 量 空间 关 之 任 一 范 数 ， 
直接 证 明 (不 用 2.4-5) FED Kalb mx. 
8. 证 明 ?.5 中 第 8 题 之 范 数 上 出 与 1 满足 


Felah 


9。 如 果肉 量 空间 的 范 数 上 -1 与 1- 有 4 是 等 价 的 , EAG aao 
涵 fx, 一 xio 一 0《〈 例 过 来 也 一 样 ， 这 是 当然 的 ) ， 

10. 证 明 ”一切 复 mX?x 和 矩阵 4 王 (cj 内 ，7 与 ?国定 时 ， 构 成 一 rz 维 向 
量 空 间 Q .证明 2 上 一 切 范 数 等 价 。 对 于 现在 的 空间 Z、 类 似 于 3. 之 第 8 是 
TER. BEST NR 29 
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25 紧 性 和 有 限 维 


有 限 维 赋 范 空间 和 子 空 间 的 另 一 些 基 本 性 质 同 紧 性 概念 有 
关 。 


2.5-1 定义 ( 紧 性 ) ERZA XUR RKO, W RH X p 
SANKT. XKTRM uUi R, MRMIERA 的 
FZMERN, ME, NMHR-FNERKRTEN, CARE 
EMRK. i 

紧 集 的 一 般 性 质 是 


2.52 引 理 〈 紧 性 ) 度量 空间 的 紧 子 集 M 是 闭 集 是 有 和 办。 

证 明 。 对 每 个 xEM ， 存 在 寻 中 一 序列 (xs) 使 得 和 ->x，《〈 见 
1.4-6(0)) 因 MM 是 紧 的 ，xEM .因此 ,由 于 xeM 的 任意 性 M 是 闭 
的 ， 现 证 M 有 界 ， 如 果 姥 无界 , 它 必 含 无 办 序列 (bw) 使 d(yw,D) > 
#。 这 里 5 是 任意 固定 的 元 素 ， 这 个 序列 不 可 能 有 收 丝 子 序列 ， 因 
为 ， 据 引 理 1.4-2 知 收敛 序列 必 有 界 。 量 

该 引 理 的 北 一 般 说 来 不 真 。 

证 明 。 为 证 明 这 个 重要 事实 ， 考 察 1 中 的 序列 (ea), Hh 
enm (6ny)， 其 第 4 项 为 1 而 其 余 的 项 都 是 零 。( 见 2.3(4)) 这 个 序 
列 是 有 界 的 ， 因 为 le 由 =1。 它 的 项 所 成 之 集 是 闭 的 ， 因 为 ER 
ARA. 同 理 ， 此 点 集 不 是 紧 的 . g GAR 

然而 ， 对 有 限 维 赋 范 空间 有 


加 更 确切 地 说 ， 称 为 列 紧 的 ， 这 是 泛 函 分 析 中 最 重要 的 一 种 紧 性 ,我 们 指出 还 有 
别 的 两 种 紧 性 . 但 在 度量 空间 中 . 这 三 个 概念 是 完全 等 价 的 ， 所 以 我 们 不 加 区 分 . (有 
兴趣 的 读者 可 以 参考 附录 1,41.5) ,-。 
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2.5-3 定理 〈 紧 性 ) TARERWENN H, ER TE 
MCXRZKAEN4MA RAH. 

证 明 ， 直 引 理 2.5-2， 紧 性 蔓 含 闭 性 和 有 界 性 。 现 证 其 逆 , 设 
MA, AR, dimX =n, {e e ea} EXE, FRM 中 任 一 序 
列 (xm)， 每 个 xm 可 表 作 


一 em; 
ms 1 et + n En» 


BTFMAR, FE (xm) HR. kiek, 对 一 切 m， 由 引 理 
2.4-1 


kh>lxnl=12 87 el>c IP) (c>0) 
{=l dei 


ARIE T) (7 固定 ) 是 有 界 的 ,由 Bolzano-Weierstrass 定 理 ， 
ARE, I<Si<n, 如同 在 引 理 2.4-1 那样 ， 我 们 断定 (m) 有 
子 序列 (zm) kk T z=; HAMM, ÜkzeM. XHA M p 
ME-FANATFTEMERS, AEMEAI 


上 述 讨论 说 明 ， 在 R* 中 (或 其 它 的 有 限 维 赋 范 空间 中 ) 紧 
子 集 与 闭 的 有 界 子 集 是 一 回 事 。 所 以 闭 性 和 有 界 性 可 以 用 来 定义 
紧 性 。 但 在 无 限 维 赋 范 空间 中 不 可 以 这 样 做 。 

另外 一 些 有 趣 的 结果 ， 来 源 于 下 述 的 F。 Riesz (1918.PP. 
75-76) 引 理 。 


2.5-4 F.Riesz 引 理 设 Y 和 2 是 赋 范 空间 X (ER) 的 
子 空 间 ， 又 设 了 是 闵 的 且 是 和 的 真子 空间 ， 则 对 区 间 (0.1) 的 每 个 
实数 6， 存 在 zE2 使 得 

Izl=1, 12—-y1>6 对 一 切 VEY ， 

WEN. 考察 任意 "xEZ 一 上 ， 用 o 表 " 到 了 的 距离 ， 即 是 ， (图 

19), 


。173 。 


a=inilo—y|. 
ver 
BAR, 0>0, AAY H. M 
取 任 意 OE (0.1)。 由 下 确 究 
的 定义 ， 存 在 WEY 它 使 得 
(1) e<pr-YI<z 
《注意 0/9>a, H0O). 


x 


z=c(v—y), 
| 
Blıy Riesz 引 理 证 明 中 记号 的 图 示 Ale= ne 


则 Hal=1， 下 证 对 每 个 JEY，1z 一 yl 之 9， 事 实 上 我 们 有 
| lz—yl=le(v—yo) —yl 
=clv—-y,—c"'yl 
=c[v—yl, 
这 里 Y =Y Hey. 
Myt RRA AMEY., Kltlo-yl>, (Home). Al 
用 (1 得 


a ~ a 
z—-yl=clvo—-y]>ca= > =), 
| yl I yıl2 lv Yol Ea a/d 


由 于 ET 是 任意 的 ， 引 理 得 证 .时 


由 定理 2.5-3， 在 有 限 维 赋 范 空间 中 的 闭 单位 球 是 紧 的 ， 反 
过 来 ，Riesz 引 理 给 出 以 下 值得 重视 和 有 用 的 结果 ， 


2.5-5 ER (ARE) WRZE X HAA R M= 
{xl l< ER, MARERE. 


a TA o 


本 . rn an pp 


证 明 ， 设 许 紧 但 dim 久 二 co， 下 证 这 将 引出 了 予 情 。 任 取 范 数 
为 1 的 %1，% 产 生 一 个 多 的 一 维 子 空间 六 ,是 闲 的 ( 见 2,4-3)， 
且 是 卸 的 真子 空间 ， 因 为 dim 兴 一 co 。 由 Riesz 引 理 ， 存 在 一 个 范 
数 为 1 的 x,E 久 ， 使 得 


laal >=, 


TRN A E—AXHZERATE NAX. MRiesz 引 理 ， 存 在 
一 个 范 数 为 1 的 xs， 使 得 对 一 切 xEXs 有 


Iu-:1>4. 
特别 ， 


1 
1.—x 1>,; 


la =al. 
按 归纳 法 ， 得 一 序列 (xs)，xa€M 使 得 
(rm Xa f> L (mæn) 


DR, AKEURTA. XIM RETA. A, dimX <o. i 


这 个 定理 有 各 种 各 样 的 应 用 。 将 在 第 八 章 中 作为 处 理 所 谓 紧 
算 子 的 基本 工具 ， 

紧 集 很 重要 ， 因 为 它 具有 非常 好 的 性 质 。 它 们 有 些 基本 性 质 
类 似 于 有 限 集 ， 而 是 非 紧 集 所 没有 的 。 与 连续 映 象 有 关 的 基本 性 
质 是 紧 集 有 紧 象 。 即 


2.5-6 定理 《连续 映 象 ) ” 设 拖 与 了 为 度量 空间 。 人 了， 大 ~> 
了 是 连续 映 象 〈 见 1.3-3) 。 则 六 的 紧 子 集 帮 在 映 象 下 ， 它 的 象 


。75 。 


是 紧 的 。 


证 明 。 由 紧 性 的 定义 只 要 证 明 象 了 T(M)CY 的 每 一 序列 在 
T(M) 中 含 收敛 子 列 即 可 .因为 yx€7T(M)， 则 有 某 EM, ya= 
Tin ARME, (n) 含 在 好 由 收敛 的 子 列 (xm) ， Ku) 的 象 
是 (ys) 中 的 子 列 。 因 了 连续 ， 由 1.4-8， u) RE TM) 中 收 
伍 。 因 此 Z(M) 是 紧 的 。 上 


由 此 定理 推断 出 以 下 性 质 ， 它 是 熟知 的 微 积 分 中 连续 函数 的 
性 质 搬 到 了 度量 空间 的 情形 ， 


2.57 推论 ( 极 大 值 和 极 小 值 ) ”将 度量 空间 的 紧 子 集 MA 
入 KK 的 连续 映 象 ， 在 性 的 某 些 点 处 达到 极 大 值 和 极 小 值 . 


证 明 . 由 定理 2.5-6 知 T 了 (MM)CR 是 紧 的 。 又 由 引 理 2.5-2 
[应 用 于 了 (M)] 知 是 闭 的 和 有 界 的 。 所 以 ，inf7 (M)ET (M), 
supT (下)ET(M)。 这 两 个 点 的 在 及 中 的 那些 逆 象 使 Tx 取 极 大 值 
或 极 小 值 。 


习 题 


证 明 R" 与 C" 都 是 非 紧 的 集 。 
证 明 由 无 穷 多 个 点 组 成 的 离散 度量 空间 〈 见 1.1-8) TERR. 
举 出 平面 Rt 上 紧 的 曲线 与 非 紧 曲线 的 例 。 

4. 证 明 s 空间 (A 2.2-8) 中 的 无 限 子 集 MERD, HAURRERA 
在 数 ?，，?4,… 使 得 对 一 切 x 二 (s(x))E€ M， 有 |&4(%)| 志 Ps。( 也 可 以 证 明 ， 
对 导 的 紧 性 ， 此 条 件 是 完 分 的 ) 

5。 《局 部 紧 性 ) 度量 空间 二 叫做 局 部 紧 的 ， 如 果 公 的 每 个 点 有 一 紧 
邻 域 。 证 明 R 与 C, 或 者 更 一 般 地 ，R" 与 C+ 是 局 部 紧 的 。 

86. 证 明 紧 度量 空间 必 是 局 部 紧 的 。 
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7. 在 2.5~4 Riesz 引 理 中 ， 如 果 dim 了 < coco， 证 明 其 中 的 9 甚至 可 以 
Mi. 

8. 在 2.4 节 7 题 ， 直 接 证 明 (不 用 2.4-5) 存在 一 个 aD 使 得 alx|ıs 
Ixl. (2.5-1) 

I, 如 果 卫 是 紧 度 量 空间 且 儿 二 并 是 闭 的 ， 证 明 M 是 紧 的 。 

10. RASYAEHREN Kan, MT A-Y 是 双 射 和 连续 的 。 
证 明 7T 是 同 肚 《 见 1.6 节 5 题 ) 。 


2.6 线性 算 子 


在 微 积分 学 中 考察 的 是 实 直 线 R 及 R 上 的 《或 者 R 的 子 集 上 
的 ) 实 值 函数 。 显 然 任 何 这 种 函数 是 它 的 定义 域 到 R 中 的 映 OD. 
在 泛 冰 分 析 中 ， 考 察 的 是 更 一 般 的 空间 ， 诸 如 度量 空间 与 赋 范 空 
闻 ， 和 这 些 空间 中 的 映 象 . 

在 向 量 空 间 ， 特 别 是 ， 在 赋 范 空间 ， 映 象 通常 叫做 A F. 

特别 有 兴趣 的 算 子 是 具有 向 量 空间 两 个 代数 运算 的 算 子 ， 其 
定义 如 下 


2.6-1 定义 (线性 算 子 ) ”线性 算 子 是 这 样 一 种 算 T, AF 
O 了 的 定义 域 允 (站 是 一 个 向 量 空间 ， 其 值 域 天 (了 ) 是 在 
同一 域 上 的 一 向 量 空间 内 。 
(ii) 对 任意 x,yE 乡 (T) R ARa, 
(1) T(x+y)=Tx+Ty 
T(ax)=aTx 
注意 ， 用 Tx 代替 (x) ， 这 种 简化 在 证 函 分 析 中 是 标准 记 法 ， 
县 以 后 本 书 将 采用 以 下 记号 
多 (了) 表 7T 的 定义 域 
死 () 表 T 的 值 域 


O ”假定 读者 已 热 秋 里 象 及 有 关 基 本 答 仿 .但 应 附录 1.A1,2 中 仍 列 有 复习 材 Fh 
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AND RTHFRZ H. 
按 定 义 ， 了 的 零 空 间 是 一 切 XE 乡 (了 ) 使 7x=0 的 元 x 所 成 之 集 〈 也 
有 称 零 空间 为 “ 核 ”， 我 们 不 采用 这 种 称呼 ， 将 核 一 词 留 在 积分 
方程 理论 里 用 ) ， 


还 要 讲 一 下 关于 表 算 子 时 如 何 使 用 箭头, KON)CX5S 
ACY. XX, 了 为 向 量 空 间 ， 两 者 同 为 实 的 或 者 同 为 复 的 。 则 
MER ZNEURT 上 的 算 子 7， 记 为 

T,2(N>%(T), 
AMD2T)UAYHSATT, wA 


T,3(T)>Y. 
如 果 多 (7 了 ) 是 全 空间 XX， 这 时 ， 也 只 有 这 时 记 为 
T:.X>Y. 
显然 ，(1) 等 价 于 


(2) T(ax+pBy)=aTx+BTy. 
在 (1) 式 中 取 a==0 则 得 今后 常常 用 到 的 
(3) T0=0. 
公式 (1) 表示 线性 算 子 7 是 一 个 向 量 空间 〈 它 的 定义 域 ) 到 
另 一 个 向 量 空间 中 的 则 态 ， 即 了 按 下 述 意义 保持 向 量 空间 的 两 种 
运算 ,在 (1) 中 左边 首先 应 用 向 量 空间 的 运算 (加 法 及 乘 以 纯 量 ) 。 
再 将 其 结果 映 到 中， 而 在 右 端 ， 首 先 将 x 与 y 映 入 了 中 然后 施行 
Y 中 的 向 量 运算 ， 其 结果 相同 。 这 个 性 质 使 得 线性 算 子 很 重要 。 
又 谤 重 分 析 中 向 量 空间 之 所 以 重要 ， 主 要 因为 在 它 上 面 可 定义 线 
HAT. 
现在 考察 某 些 基本 的 线性 算 子 的 例子 ， 并 请 读者 验证 这 些 算 
子 的 线性 性 
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2.6-2 恒 等 算 子 恒 等 算 子 fr， 和 ->X 定 义 为 Tzx 一 % 对 一 
MSIE. 或 简 记 为 1 代替 Jx， 于 是 Ix 二 x 


2.6-3 ZAT FRATO XY 定义 为 Ox=0 对 一 切 
xEX. 


2.6-4 微分 算 子 设 六 是 [a,b]. 上 一 切 多 项 式 组 成 的 疝 
量 空间 ， 在 六 上 定义 线性 算 子 了 

Tx( 有 二 w(t) 对 一 切 xEX， 
其 中 的 一 撤 表 关于 t 的 导数 .这 个 算 子 将 义 映 成 它 自 身 . 


2.6-5 积分 算 子 ”线性 算 子 了 是 从 CLla,b1 到 它 自身 的 算 
子 ， 定 义 为 : 


Tx() =| x) dr, tELo, 51. 


2.6-6 ”乘法 算 子 ”从 Cra,b] 到 自身 的 另 一 算 子 ， 
Tı(H=txtl). 
人 在 物理 学 《量子 理论 ) 中 起 很 大 作用 .( 在 11 章 将 兄 到 ) 


2.6-7 初等 向 量 代数 .两 向 景 鸭 “又” 乘 ， 其 中 一 个 因子 
固定 时 定义 了 一 个 线性 算 子 六 ，R ->Rs。 类 似 地， 向量 的 “点 ” 
乘 其 中 一 个 因子 固定 时 定义 了 - TAMRTT. RR, ku, 

T,x=x-a=&a +E t Eag 


其 中 o 一 (cy)ER' 是 固定 的 。 
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2.6-8 3EBE rón KEE Alan) 定义 一 个 算 子 了 : 
R" 一 R7 表示 为 
y= Ax 
Rh, x=(4,) 有 4 个 分 最 而 y(n) 有 ?个 分 量 ， 将 二 向 量 写 
成 列 向 量 ， 这 是 通常 矩阵 乘法 的 惯例 ， 将 y==Ax 具 体 写 出 来 ， 
有 


& 
N Ari Aig t Ain & 

2 
N Azi Azz * Ozn : 
. . . | En-ı 
Nr Ary Arg * Arn & 

n 


了 是 线性 的 因为 怎 阵 乘法 是 一 个 线性 运算 。 如果 4 是 复 的 ， 它 定 
义 了 一 个 由 C" EC 的 线性 算 子 。 详 细 讨 论 和 矩阵 在 线性 算 子 中 的 
作用 放 在 2.9 中。 


在 这 些 例 子 中 ， 容 易 验 证 它们 的 值 域 和 零 空 间 都 是 向 量 空 
间 ， 这 个 事实 是 典型 的 。 现 在 进行 证 明 ， 由 此 观察 在 一 些 简单 证 
明 中 如 和 何 利用 线性 人 性质。 此 定理 今后 常用 到 . 


2.6-9 定理 ( 值 域 和 零 空 间 ) 设 了 是 线性 算 子 ， 则 ， 

a) ERAT) 是 向 量 空间 。 

b) mE dim 多 (7) 一 Acece， 则 dim% (T) £n. 

© FZHINTD) 是 向 量 空间 ， l 

WH. (a)ERy, LEAO, FENEKE P, 
ay tBu EAT). Ary, KET), NMy=Tı, 一 Tx 
HRT, LEDT). HADT) 是 线性 空间 ， 故 ax tpn E 
23T). 由 个 的 线性 性 得 

T (ax, +ßx,)=aTx,+PßTx,=ayı + By 
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EE, ey tA EKT). HF yon EA T) 是 任意 的 ， 纯 量 @， 
BPRRERN, MAAT 是 向 量 空间 。 

(b) 任 取 ?# 十 1 个 元 Ys s Ys E (T), Ny,=T:%, aeg 
Yni Ttar 对 于 某 组 X, Aan EDT). Wdimg (T) =n, M 
BA, Kurt 必 线 性 相关 ， 因 此 

ax +" Fans Xn =; 
2,0, 是 某 组 不 全 为 零 的 数 ， 由 于 了 是 线性 的 与 T0=0。 用 了 
作用 于 上 式 两 端 得 
T (axi tan Kar) SAY trans Yale 
因 不 是 所 有 的 cy 都 是 零 ， 这 就 证 明了 in, Yn) 是 线性 相关 
的 集 。 由 yi,… Yan 的 任意 性 ， 故 呢 (7) 设 有 由 1 十 1 个 或 者 更 
多 的 元 素 组 成 的 线性 无 关子 集 。 按 定义 ， 这 就 是 dim 饰 (7T) Zn 

(C) ER, ENT), NT%=Tn,=). NT ERE h, 

对 任意 纯 最 b, A 
T (ax, + pa) =aT x, +PTx,=0. 
这 就 证 明 aH ENT). Wt NT) 是 向 量 空间 。 重 

由 (b) 之 证 明 直 接 得 出 ， 

线性 算 子 保持 线性 相关 性 。 

现 转 而 讨论 线性 算 子 的 逆 算 子 SOLL, RAT, D(T)> 
Y 叫 内 射 或 一 对 一 的 。 如 果 定 义 域 中 不 辣 的 点 有 不 同 的 象 AM 
是 ， 如 果 对 任意 % ,x,€ 多 (了 )， 

(4) sm, > Tx#Txs; 

等 价 地 

(4%) Tx=Tx, > nm 
在 这 种 情况 下 ， 存 在 映 象 

(5) T,KM>D2T) 

Yo X, {yo =T x.) . 
T RRD y EAT) HEAT) E, Toy. 4E 20, Br 
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An RAWA: 见 (5) 

BTO 叫做 了 的 逆 @。 
< CAC), BAR 
na TTx=x 对 一 切 x€ 多 (7T) 

TT-'y=y 对 一 切 y€ 只 (7) 
在 向 量 空间 上 关于 线性 算 子 有 以 下 事实 。 线 性 算 子 的 道 存在 
当 且 仅 当 此 算 子 的 零 空 间 只 由 零 元 素 组 成 ,更 确切 地 描述 此 事实 ， 
有 以 下 常用 准则 ， 


2,6-10 定理 (SAF) 2X, Y 同时 是 实 或 复 向 量 空间 。 
ZT, DIT)>YZRHEAT, DTNCA, #(T)cY. W 
@ MT KIT) >D2T 存在 当 且 仅 当 
Tx=0 > x=0. 
b) ET’ 存在， 则 了 "为 线性 算 子 。 
(c) MEdinZ(T)=n<o, T AE, U 
dim% (T)=dim@(T). 
证 明 。(a) 设 Tx 一 0 荔 含 x 二 0。 命 Tx 二 Tx , 因 了 是 线性 的 ， 
T(x—x) =Tx,—Tx,=0, 
Hin net 《由 假设 ) A Ts, =T, 蕴含 0=%, TR, 
出 (4 知人 存在。 反之 ， WRT? BE, Mat) 成立 ， 从 (全 ) 
"© 读者 想 要 复习 名 词 “ 满 映 象 " 与 “ 双 射 ” ， 见 附录 141.2， 那 里 也有 名 调 
“ 道 ”的 注解. 
1 82 


中 让 x= 0， 再 应 用 (3) 得 
Tx=T0=0 > x=0 
(a) 证 毕 。 

b) RET AE, MET ER tW. T 的 定义 域 是 
AT), #AHEE 2.69 它 是 一 个 线性 空间 。 考 察 任意 x,,x, € 
DT), KAH 

y=Txı 与 „=T%, 
则 
Xi 一 7 与 % 一 7 

了 是 线性 的 ， 所 以 ， 对 任意 纯 量 c， BRIE 

ay,+Py,=aTx, +PTx,=T (ax, + Px) e 
因为 xT ys, W 

T~ (ay, + bya) =ax, +x =aT -iy + PT yr. 
M T 是 线性 的 。 

(c) 由 定理 2.6-9(b), Ai dim% T) Zdimg (T), 又 将 此 定 
理 用 于 7-:， 则 dim 允 (人 T) dim% (T). U 


最 后 ， 叙 述 一 个 关于 复合 算 子 的 逆 算 子 的 有 用 A 式 。( 读 者 
也 许 在 方 阵 的 情形 已 经 知道 这 个 公式 了 ,) 


2.6-11 引 理 ( 积 的 道 ) ET, X>Y:S, 了 -> 了 是 双 射 线 
性 算 子 ，X，Y，2 是 向 量 空间 ， ( 见 图 21) UM (复合 ) ST 的 
逆 (ST) 存在 ， 且 
(6) (SN"=T-!1S", 
证 明 。 算 子 ST: 久 ->Z 是 R HN, FE (ST) ~! 存在。 Bi 
有 . 

ST (ST) =]; 

ia 是 Q LRESAT.DAS’5S"Sel, (了 上 的 恒 等 算 子 ) 。 
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(ST)! 
图 21 引 理 2.6-11 的 图 示 


S-ST (ST) =T (ST) 7 =S; =S, 

KEAT"'ST"T=-1,# 
T-T(STJ=(ST)=T1S- 

ware N 


习 题 


1. 证 明 2.6-2 与 3.6-~3 中 的 算 子 是 线性 的 。 
2。 证 明 从 Ra 映 到 Rs 中 的 算 子 了 71,… ,7 ， 分 别 定义 为 
(B16) (81,0) (Er E) (0E) 
CEE) C&,£) (£1,62) (PE YE), 
是 线性 的 。 并 作 几 何 解 释 ， 

3。 什么 是 2 题 中 算 子 了,，T,，7, 的 定义 域 ， 值 域 ， 和 零 空 间 ? 

#4。 2 题 中 算 子 7 的 零 空间 是 什么 ?》 又 2.6-7 中 的 TI, T: 以 及 2.6-4 
中 的 了 ， 它 们 的 零 空 间 是 什么 ? 

5. 设 7， 了 一 了 是 线性 算 子 、 证 明 支 的 子 室 间 V 的 象 是 向 量 空间 。 又 
的 子 空间 丈 的 道 象 也 是 向 最 空间 。 

6。 如 果 两 个 线性 算 子 的 积 (EA) 存在 ， 证 明 它 是 线性 的 . 

T. (Rit). EXHAR, Sı X-X 与 全 一 让 是 任意 两 算 
子 。S 与 7 称 为 是 交换 的 如 果 ST 二 了 TS， 即 ，(ST)x=(TS)x H—UxEX, 
问 2 题 中 的 T, MT 是 交换 的 吗 ? 

8. 用 2X: 阶 和 矩阵 表示 2 题 的 算 子 。 . 

3. 将 2.6-8 中 的 y=Ax 以 向 量 的 分 量 形 式 写 出 来 ， 证 明 那 个 了 ER 
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性 的 并 举例 说 明 。 

210. 用 了 的 零 空 间 这 -- 术 语 表 示 2.6-10(c) 之 条 件 。 

1. 没 久 是 一 切 复 2X 2 矩阵 所 组 成 的 向 量 空间 , 定 久 了 ， 天 一 从 ， 
Tx 二 bx， 这 里 bEX 是 固定 的 而 bx 表 通 常 矩阵 乘积 。 证明 了 是 线性 的 。 在 
什么 条 件 下 了- 存在? 

12. 2.6-4 中 的 了 其 道 存 在 吗 ? 

13. ET, DT)>Y 是 线性 算 子 ， 它 的 逆 存 在 。 如 果 {x1,… ,Xa} 是 
DIT) 中 的 线性 无 关 集 ， 证 明 集 AT, Tr) 是 线性 无 关 的 。 Fl 

U. UT. X-YERRMMTF, XdimX =dimY =n<o, WHAT) = 
了 当 且 仅 当 了 -1 Ak. 

15. 考察 定义 在 R 上 并 在 R 上 处 处 有 一 切 阶 导数 的 实 函数 所 成 的 桨 量 空 
A. EXT, X-X, DT= (H). EAPT)=X, BTI RË 
在 ， 与 14 题 作 比 较 并 作 评 述 。 


2.7 有 界线 性 算 子 与 连续 线性 算 子 


读者 可 能 注意 到 在 整个 上 节 中 都 没有 用 到 范 数 ， 现 在 ， 在 下 
面 的 基本 定义 中 又 涉及 到 它 . 


2.7-1 定义 (有 界线 性 算 子 ) X 与 了 AMESA, T, 
多 (T) >Y 是 线性 算 子 ， 多 (T) 己 半 ， 称 算 子 7 为 有 界 的 ， 如 果 存 
在 实数 ce， 使 得 对 一 切 x€ 多 (7)， 

(1) NTall£ellx!. | 

注意 ，(1) HERREN, MDERNEREEX E 
的 ,为 简化 起 见 ， 我 们 用 相同 的 记号 IHL ATAS ER, A 
然 ， 这 里 似乎 需要 用 附 标 〈1xl,，1Txi， 等 等 ) 来 加 以 区 别 ， 
VRZHFRRHATEDLT) 中 的 有 界 集 映 成 为 了 中 的 有 界 
E. 这 就 引出 了 “有 界 算 子 ”这 个 名 词 。 

当心 ! 现在 我 们 用 “有 界 ” 二 字 与 在 微 积分 中 的 意义 是 不 同 
的 。 在 那里 ， 有 界 沟 数 指 该 函数 的 值 域 是 有 界 集 。 不 率 地 是 ， 这 
两 处 都 是 标准 的 用 法 。 但 是 这 不 会 引起 多 大 混淆 。 
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使 (D DERO EDT) 都 成 立 的 最 小 数 c 是 什么 ? 
[我 们 可 以 除去 * 一 0， 因 为 ， 由 2.6(3) 当 x 一 0，Tx 一 0]。 用 1x| 
去 除 (1) 之 两 端 得 

a zo (lll #0) 

这 表明 至少 应 该 与 左 端 式 子 在 多 (7 了) 一 {10} 上 的 上 确 界 一 
样 大 。 于 是 使 (1) 成 立 的 最 小 的 c 就 是 这 个 上 确 界 。 这 个 量 以 IT1 
表示 ; M 

: IT x} 

(2) In en ix 
171 称 为 算 子 的 范 数 。 MRZOT)=10, KEXITI=0 这 时 
《这 种 情况 较 少 兴趣 ) 人 一 0， 因 为 ， 由 2.6(3) 知 7T0=0， 

注意 ， 在 (1) 中 让 一 1Z41， 则 有 

(3) ITxlZITIHxY 
这 个 公式 使 用 极为 频繁 。 

当然 ， 此 处 使 用 “ 范 数 ” 这 个 词 ， 应 该 加 以 验证 符合 范 数 定 
义 。 为 此 ， 有 以 下 引 理 


2.1-2 引 理 ( 范 数 ) 设 了 是 按 2.7-1 定 义 的 有 界线 性 算 子 ， 


则 
(a) 了 的 范 数 的 另 一 公式 是 
(4) IT}= sup ITx}. 
x€D(T) 


t=1 
(b) (2) 中 定义 的 范 数 满足 2.2 节 中 (N11) 至 (NN. 


证 明 。(a) Kl2l=o, $y=(Z)s xz0, 划 iyl=lxl/o 


==1。 因 了 线性 ， 由 (2) 得 
» 8&6 » 


aa anmum nenn eine Ton nn nn e 


= 1 = | = 
iT} gyal HA ıTG= *)|= uP ITyl. 


x ar i= 


现存 将 右 端的 y 改写 为 x， 即 得 (4) 

(b) (N1) 是 显然 的 ，801=0 也 明显 ， 从 fT1=0 得 Tx 二 0， 
对 每 个 XE 多 (7)。 于 是 T=0。 因 此 (N2) 成 立 。 关 于 (N3),， 可 
以 从 

se 1a7x1 一 sup oll x lal sup 17xl xeZ(T) 


得 出 。 最 后 ， CV 4) 可 从 
sup [(7T,+T ,)x|= sup IT ,x+T;»1 
| 一 


fxi=1 
< sup Tix] + sup IT,x1 
Nil Il 一 1 


现在 ， 先 看 一 些 典 型 实例 ， 使 我 们 对 有 界线 性 算 子 多 一 些 实 
感 ， 再 讨论 有 界线 性 算 子 一 般 人 性 质 ， 


例 


2.7-3 ESAF ” 赋 范 空间 人 X> 
X 是 有 界线 性 算 子 ， 生 Hl=1. (2.6-2) 


2.1-4 PAF 赋 范 空间 关上 的 零 算 子 0O， 针 -> 了 是 有 界线 
MAT, E10j=0 ( 见 2,6-3) 
2.75 AIAT 8X2L0, 11,89, ee max 


N) SI-USIRFARKEREA. A 圭 的 微分 算 子 定义 为 
。87 。 


Tx(f) =x (t) 
这 里 ， 一 撒 表 示 对 t 的 微分 , 这 个 算 子 是 线 忻 的 但 无 界 . 事 实 上 ， 
S xa (t) =, neN Ij fxi =1 H 

Tan (t) =xt (1) =n, 
Fri, Taten H 17xn1/1xwnl 二 mn。 因为 nEN 是 任意 的 ， 这 说 
明 没 有 定数 c 使 得 xal/1xrnl 和 6c。 所 此 与 (1) 可 断定 了 无 界 。 

因为 微分 是 一 重要 运算 ， 此 结果 似乎 说 明 无 界 算 子 也 有 实际 

重要 意义 。 在 十 章 和 十 一 章 里 ， 我 们 会 看 到 ， 人 情况 的 确 是 如 此 。 
把 无 界 算 子 放 在 对 有 界 算 子 的 理论 和 应 用 作 详 细 研 究 之 后 ， 是 因 
有 界 算 子 比 无 界 算 子 要 简单 些 ， 


2.7-6 积分 算 子 ”定义 积分 算 子 了 了 ，C[0,13~>C[0,1] 如 下 
y=Tx, 这 里 y(0 一 | h(t,r)x(r)dr. 


其 中 的 是 一 给 定 的 函数 ， 它 叫做 7 了 的 核 ， 并 设 它 在 闭 正方 形 
G=Jx] 上 (在 如 平面 上 )》 是 连续 的 ， 这 里 J=[0,1]， 这 个 算 
TERHEK. 

了 又 是 有 界 的 。 

要 证 明 这 一 点 ， 首 先 注意 ，& 在 闭 正方 形 上 的 连续 性 M S k 
ER, EDD, AE) Lkh 对 一 切 的 (1,7) EG， 其 中 向 是 一 
个 实数 。 因 为 

~ Ol £mezix@1=lzl. 


于 是 
[yl =17x| =max 
te] 


f k(t, Dx(r)dr| 
<max|， Iklt,e) | 1x(e) ldr 
1€J 


hlxl, 


as。 88 + 


rr 


ARET Lhlel. RE (1) 中 c=k 的 情形 ， 因 此 7 有 界 。 


2.7-7 EEE ， 行 2 列 实 矩阵 4 一 (cy EFFEN A R 
定义 了 一 个 算 子 下，Rn->Rz， 

(5) y=Ax, 
Am, x= ($) 与 y= (m) 分 别 为 4 及 ”个 分 量 的 列 向 量 ， 并 按 
2.6-8 中 的 怎 阵 乘法 。 写 成 分 量 的 形式 ， 则 (5) 成 为 


(5°) N= ,ants (j=1,.,7)。 
ám! 
人 是 线性 的 ， 因 为 矩阵 乘法 是 线性 运算 。 
了 是 有 界 的 。 
要 证 明 这 一 点 ， 首 先 回忆 ， 由 2.2-2，Rn 上 的 范 数 是 由 
ix} =( y a 


给 出 。 类 似 地 ， 也 得 到 yER 上 的 范 数 。 由 (5) 与 1.2 节 (11) 之 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 得 
Te $ni = L| Zanit 


了 四】 j=i hl 
r 


<E ) 2a) T 


jal hal 


r n 
=x} Leis. 


fi hei 


ERARK-FIWIENTIHMTEn FTAWUSR 
IT zei? h e= ai. 


Ju 上 


„89 ， 


gp 和 N ADEEBA, Ai aE RR AARAU a > en genen 和 


RRE), BUTAR. T | 

矩阵 在 线性 算 子 中 的 作用 将 单独 在 一 节 里 进行 研究 ，(2.9 
. 节 ) .有 界 性 是 典型 的 性 质 ， 它 在 有 限 维 空间 中 显得 特别 简单 ， 见 
下 面 定理 。 


2.7-8 EE ARE) ”如 时 赋 范 空间 X 是 有 限 维 的 ， 则 
北上 的 每 个 线性 算 子 是 有 界 的 。 ` 


证 明 。 设 dimX =n, {2,, en) EXHI Æ. 任 取 X=2fyey。 
考察 上 任 一 线性 算 子 了 。 因 为 了 是 线性 的 ， 

Txi =] Te; LEIE! Te; Lmax] Tej Z|éy| 
(从 1 到头 求 和 )。 对 于 最 后 一 个 和 数 应 用 引 理 2.4-1 (让 那里 的 
a;=, 5x,=e,). WE 


211 253120 = lz]. 
结合 此 两 式 得 
Tsvi] 其 中 ?一 二 maxlTed。 
由 此 及 (1) 知 7 有 界 M 
我 们 现在 考察 有 界线 性 算 子 重要 的 一 般 性 质 ， 
算 子 是 映 象 ， 连 续 性 《 见 1.3-3》 也 适用 于 它 。 一 个 重要 基 


本 事实 ， 对 于 线性 算 子 ， 连 续 性 与 有 界 性 是 等 价 的 概念 ， 详 情 如 
Fe 


RT, A(N>Y2E-AT, FVRBEN, HPA 
XAXIXSYBERNEA, BEX133 WEFT EAE 
DT 连续 ， 如 果 对 每 个 e 汪 >0， 存 在 6>0， 使 得 对 一 切 满足 


. 90 + 


Jx- xl <8 K xE JT) 有 
ITx—T xl <e. 
KT 是 连续 的 ， 如 果 7 了 在 每 个 *€ 多 (了 T) 连续 。 


现在 当 了 是 线性 算 子 时 ， 有 以 下 重要 定理 


219 定理 (连续 性 与 有 界 性 ) KT. DITN)>YA%ED 
AFT, DNCA, X, YRRRRER. N 
a) 了 是 连续 的 当 且 仅 当 7 是 有 界 的 。 


(b) 了 在 一 点 处 连续 ， 了 就 是 连续 的 。 


证 明 。(a) 当 了 =0 时 结果 是 平凡 的 。 设 了 天 0， 则 1 双关 0。 
假定 ?有 界 ， 考 虑 任意 x,€ 多 (TT)。 ERBE, WATER 
性 的 ， 对 每 个 使 


|x—xol<6, ô= 


的 点 xE 久 (TT)， 有 
ITx—Txol=IT (2—x) LIT %1<iT1=e 
由 于 %。€ 多 (了 ) 是 任意 的 ， 得 证 了 是 连续 的 ， 


RZ, BOTEZEERASEDT) 连续 ， 则 任意 给 定 e>0, 
存在 6>0 使 得 对 一 切 满足 1x 一 xo1<6 的 xE 幼 (7) 有 。 
(6) 47Tx 一 Txol 么 e 现 在 在 DT) HIERyR0, HE 


© 当心 ! 不 地 地 是 有 些 作者 称 连续 线性 算 子 为 “线性 算 子 ”， 我们 不 采用 这 个 术 
语 , 事实 上 ， 存 在 著 重 要 的 不 连续 的 线性 算 子 ， 这样 的 例子 在 2.7-5 中 第 一 次 会 通 到 . 
其 它 的 这 种 例子 放 在 地 章 和 11 章 里 ， 


. 9l.» 


Sr ara nomnan eano me AERES 者 SUR A e eo EAE > ae nn mn ree win wenn ~ 


ò 8 
x=x; +S y. mx- n= on. 
vy == Tp! 


因此 x 一 X61 二 0， 所 以 可 以 应 用 (6) 。 由 于 AER, 我 们 有 


Tx- Tal =T e) =| TC = 


而 (6) 蕴含 A A FÆITul L5 lul. 


这 可 以 写成 17Tyl 和 clyi XE c=e/ð. T 的 有 界 性 得 证 。 


(b) 从 (o) 的 第 二 部 分 的 证 明知 ，7 在 一 点 的 连续 性 蕴含 人 
的 有 界 性 ， 再 由 此 (根据 (90)) ASTES. i 


2.7-10 推论 (连续 性 ， 零 空间 ) 设 T 为 有 界线 性 算 子 ， 
则 ， 

(a) m>x [RE xn EDT) AS Tx >Tx. 

b) 零 空间 (7T) 是 闭 的 。 

证 明 。(a) 可 由 定理 2.7-9(0) 和 1.4-8 得 到 ， 或 者 直接 由 (3) 
得 到 ， 因 为 ， 当 nr-> co 时 

{Tx — Tx] =T (xax) 1 LIT 1-10. 

(b) HANEN), HENT) h i E D an) 合 于 
Xa >x; 见 1.4-6(a) 。 因 此 由 本 推论 之 (a) MT >Tx. XAH 
Twn 一 0， 所 以 Tx 二 0。 从 而 xEN(T) .由 于 xE€XN(T) 是 任意 的 。 
于 是 人 (了 ) 是 闭 的 .时 

请 注意 有 界线 性 算 子 的 值 域 不 必 闭 。( 见 6 题 ) 

读者 可 以 给 出 以 下 有 用 公式 的 简单 证 明 。 

(7) ITAKI TT (EN 
ZH, REAT, Tan X>Y,Tı YZ, T, X>XRAR H, 
X, Y, Zeh. 


pe ee Aa en 


ATARR, -ESRZOHRKMZBRRFITE, 如 算 
子 的 定义 域 ， 值 域 和 零 空 间 ， 现 在 还 要 加 上 两 个 进一步 的 概念 
(限制 与 延 拓 ) 。 蛙 一 点 讲 这 些 也 可 以 ， 但 宁可 放 在 这 里 来 讲 ， 因 
为 可 以 立即 在 这 里 给 出 有 趣 的 应 用 (以 下 的 定理 2.7-11)。 我 们 
首先 定义 算 子 相等 ， 


两 个 算 子 Ti，7, 叫做 相等 的 ， 并 记 为 
T,=T,, 
如 果 . 乡 (T,) =D (T,) 且 Tx=T,x I —-DIXxEZ (T,) ag (T) . 
AFT: DSNM>YRTTRBECDT) SR 
T |a, 


它 是 一 个 算 子 ， 定 义 为 
Tis: B>Y, Tisx=Tx， 对 一 切 x€8B 
算 子 T 关 于 集 必 二 多 (7) 的 延 拓 《或 扩张 》 是 一 个 算 往 
T, M>Y B Tian =T, 
即 是 ,了 了 x= 了 Tx 对 一 切 x€ DT) CAET RET RFADKRMA]. 


如 果 乡 人 7) 是 好 的 真子 集 ， 则 给 定 的 工 有 许多 延 拓 。 而 特别 

有 兴趣 地 是 那些 保持 了 了 的 某 些 基本 性 质 的 延 折 ， 例 如 ， 线 性 性 . 

(如 果 7 是 线性 的 ) 或 有 界 性 (如 果 ZT) 是 在 赋 范 空间 中 而 了 是 

有 界 的 ) .下 面 这 个 重要 定理 就 是 这 方面 的 一 个 典型 ， 即 将 线性 有 

界 算 子 在 保持 线性 与 有 界 性 不 变 的 情况 下 从 乡 (7) 延 拓 到 AT 
L 这 个 延 拓 甚至 还 可 保持 范 数 相同 定理 包括 定义 手 赋 范 空间 

和 的 稠 集 上 的 算 子 ， 可 以 延 折 到 人 金 空间 从 上 者 。 予 最 ,也 包 扬 定 色 

于 贼 范 空间 上 的 算 子 可 以 延 拓 到 其 完备 化 空间 上 去 。( 见 3,3- 和 )。 


O 汶 些 概念 的 复习 材料 见 附录 1 中 41.2。 


.93 。 


[ee El en 和 EE ur Le ze 


271-1 定理 (有 界线 性 延 拓 ) % 
. T, Ø(T)>Y 
是 有 界线 性 算 了 ， D (7) 是 在 赋 范 空间 站 中 而 了 为 Banach 空间 ， 
则 下 有 延 拓 
T, 2n>Y. 
个 是 有 界线 性 算 子 ， 其 范 数 为 
ITI=ITl. 
SS WA. ZBERE), HEMIA4-6(0), 7E DT) 
中 的 序列 (xs) EF An->x。 因 了 是 线性 有 界 的 ， 我 们 有 
Ta T xml = iT (am) LIT Xal 
因为 (xs} 收敛 ， 这 表明 (Txa) Æ Cauchy 序列 。 由 假设 ，Y 是 
Txs>yEY. 
我 们 定义 他， 
Tx=y. 
AEHHKEXS DT) ART x 的 序列 的 选取 无 关 。 假 如 xa->x 
又 和 xs 则 van->%， 这 里 (vn) 是 序列 
K z (Xi ,21, X2, Zg) e 
i 2. 7-10() 知 (Ton) 收敛 ， 于 是 其 两 个 子 序列 (Txa) 与 (Tz) 
尺 收 化 于 同一 极限 ,这 证 明 在 每 个 x€ 多 ( 二 处 ,人 是 唯一 决定 的 。 
”” 显 然 ,在 是 线性 的 ， 又 fx=Tx 对 一 切 xE 纪 (7) 成 立 。 所 以 
TAT mie. 现 利 用 
ITxnl<ITHzn) 
An». MTm>y=Tx. HF] 定义 一 个 连续 映 象 a 
2.2) .于 是 得 到 
ITSI<ITIIe. 
MHTERHEITI<ITI..38, ITIITI KRREREH 
“4” 


`! 
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上 和 确 界定 义 的 .在 延 拓 里 不 可 能 减 小 ,综合 以 上 可 得 上 I 工 1=171. 
习 题 


t. WRC). 

2, 设 X，Y 为 赋 范 空间 。 证 明 线 性 算 子 了 ， 区 一 了 是 有 界 的 当 旧 仅 当 
了 映 导 上 的 有 界 集 为 了 中 的 有 界 集 。 

3, WETA 是 有 界线 性 算 子 ， 证 明 对 任 — xea), Bixi, 

有 严格 不 等 式 17x0<12711， 

4. 不 用 2.7-9(a)， 给 出 2.7-9(5) SERIEN. 

5. WE, hy=(m)=Tx, n=6/j, zei) 给 出 的 算 子 了， Tem 
1% RERRMAT. “ 

6 EN) 证 明 ， 有 界线 性 算 子 了 ， Kr MADE Y PEE 
闭 。( 提 示 。 用 5 mAT). 

7. Mar) 设 T 是 把 赋 范 空间 义 映 成 赋 范 空间 了 的 有 界 线性 m 
F. WRERERb EM 

ITb 对 一 切 xEX 。 

ERT! 存在 且 有 界 。 . as 

8. 证 明 ， 有 界线 性 算 子 T， 久 一 了 的 道 算 子 了 -1 ATX 不 必 是 
ARH. er. 用 5 题 的 卫 ) es 

9. 设 T，CT0,1] 一 C[0,1] 定义 为 


vd) =| xdr. 
REIST g-t]. TEREA RID? 
10. 若 在 Cf9,1] 上 分 别 由 下 面 的 式 子 定义 8 与 了 ， 
ven, VO. 
问 S 与 了 是 否 可 换 ? RS. ITN IST, SITSI. 


11. 设 久 是 R 上 一 切 有 界 实 值 前 数 所 成 的 赋 范 空间 ， 其 范 数 是 、 
Hoc =sup]x(1) ]. 
tE 


1( 人 一 Tx( 人 一 x(t 一 全) (A>r EWA) 
《这 是 一 个 延迟 线路 模型 它 晤 一 个 中 子路 件 ， 其 输出 ERA sine 
退 形 式 ， 其 延迟 的 时 间 为 A， 兄 图 ?2)。 问 T 是 否 线性 ? ATEM | 


$ ‚95 +’ 


a 
£ 
> . 
. 下 一 一 一 2 


图 22 ”所 的 延迟 线 


12. GEBE) 由 2.7-7 知 一 个 rXn 和 矩阵 4= (ai 定义 了 从 一 切 有 序 
4 元 数组 所 成 的 向 量 空间 X 到 一 切 有 序 "元 数组 所 成 的 向 量 空 间 了 内 的 线性 
AF. BIIEX 上 的 范 数 而 由 是 在 了 上 给 出 的 。 回 顾 ?.4 节 10 题 ， 
-在 一 切 这 样 的 矩阵 所 成 的 空间 Z 上 (Sn) 可 以 有 各 种 范 数 。 定义 在 
Z ERKI RAS Nl P e 是 相 容 的 ， 如 果 


Axla <A. 
证 明 ， 由 
| dl， 
a Te 
Xm0 


定义 的 范 数 与 上 - 遇 和 外 .fs 是 相 容 的 ， 此 范 数 通常 叫做 由 上 ' 雍 与 上 "定义 的 
自然 范 数 。 如 果 选 取 Ixlı>max]öıl. lyll:= maxinl, WEN, 
其 自然 范 数 为 


Il=maxzy jarl. 
kei 
13. EM, #2.1-7Hikren, I 


141= (9 Sias, ye 


im] k=1 
定义 一 相 容 范 数 。 但 对 nl 它 不 是 R” 上 Euclidean 范 数 定义 的 自然 范 数 。 
14. 如 果 在 13 题 中 选取 


ah= $i, yla= 3 19， 


hl 


ay, 1Alemaz lau EXA. 


i=l 


ea 96°. 


15. 证 明 ， 当 r=n，14 题 中 的 范 数 是 对 应 于 该 题 的 小 十 与 二 及 的 自 
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ZA &-TREBREZIHARBKITECHNAÄT. ER 
分 析 起 源 于 函数 的 分 析 ， 泛 了 出 现 十 分 频繁 因而 用 些 特 别 记号 来 
EREN. BAHNSEHF.ghr RR, DM 表 下 的 定义 
RAS ERER, FEREDN 的 值 表 为 f(x)， 这 里 要 用 
括号 。 

泛 函 是 算 子 ， 所 以 前 面 的 定义 对 它 都 适用 。 因 为 考察 的 泛 函 
绝 大 多 数 都 是 线性 和 有 界 的 ， 所 以 特别 圳 要 以 下 两 个 定义 。 


2.8-1 定义 (REZE) ”线性 泛 函 是 一 个 线性 算 子 ， 它 的 
EIRE- HRZ HA TER EIN AR Kr, FR 
© f DAK, 
SIARZHRZEÄN, K=R, 4X88, K=CH 


2.8-2 定义 (BRAHMZER) ARSHEREENMER 
KwzaXH, ARE X 的 纯 量 域 中 的 有 界线 性 算 子 。( 见 定义 
2.7-1) 。 于 是 存在 一 实数 ce， 使 得 ， 对 一 切 x€ 急 (/) 有 


(1) if (x) | Zclx|. 
此 外 ，f 的 范 数 是 [ 见 2.7 的 (2)] 
= sup LEONL 
x=0 
或 者 
(2b) i= sup IFO). 
xEAT) 


jj 一 上 
«97. 


epee GER SAAE R 六 ERE EE ia ep =: ee anne nn 


2.7 节 中 的 公式 (3) 在 现在 成 为 
(3) if (x) 1 zlfilxl. 
而 定理 2.7-9 的 特殊 情况 是 


2.8-3 定理 (连续 性 与 有 界 性 ) ”定义 域 多 (/) 在 赋 范 空间 
中 的 线性 泛 函 是 连续 的 当 且 仅 当 了 是 有 界 的 。 


例 。 


2.8-4 范 数 wgl XR, IX=(X,-NDIJZX LENZ 
六 但 不 是 线性 的 。 . 
2.8-5 AR HE-ITNFNWAREXN-TZRf RR, 
AH 
f(x%) =x- a=% a, +80, +a, 
给 出 ， 其 中 ao= (cy)ERs: 是 固定 的 。f 是 线性 的 且 / 是 有 界 的 。 事 
实 上 
|f (x)|=|x.a|< lxl: al, 
所 以 由 ，(2b) 1 和 lol 另 一 方面 ， 取 x 一 c， 利 用 ( 3) 得 
nat. 
因此 ，f 的 范 数 I= lal. 


2.8-6 定 积分 “ 当 我 们 对 单独 -个 函数 来 考虑 时 , 定 积分 是 
一 个 数 ， 在 微 积分 中 总 是 这 样 作 的 。 然 而 ， 当 我 们 在 某 个 函数 空 
闻 对 其 一 切 函 数 考虑 定 积分 时 。 情 况 就 完全 不 同 了 。 这 时 此 积分 
成 了 该 空间 上 的 泛 函 ， 称 为 1。 我 们 取 CLe，6b] 为 空间 ， M2.2- 
5. Mj f h 


: 98; 


f =f'x (dt xEeCLa,b}, 


EX. 是 线性 的 。 现 证 /是 有 界 的 且 有 范 数 1f1=b 一 a。 
事实 上 ， 记 J 了 =[a,b]， 请 回忆 CLa,b] 上 的 范 数 ， 我 们 得 到 


I= f Warl<(-@)manixt) |= (6-0) el. 


故 得 
171 委 (一 0) . 
特别 取 x 一 xo=1， 则 1xo=1， 由 (3 ) 得 


i> t en) Le ifl =| dt=b—a, 


2,8-7 空间 C[a, b] 取 一 固定 的 tE =la, b], E 
f(x) =x (t) xECEa,b] 
则 得 Cta,6] 上 另 一 重要 泛 函 fi h 是 线性 的 。 现 证 f 是 有 界 的 
RAINIS. 事实 上 ， 由 
Ifi =x i 
则 得 1 过 1， 另 一 方面 ， 对 x=, N jxof 二 1， 由 (3 ) 得 
IA PZEREHEE E 


2.8-8 空间 上 zZ Hilbert 室 间 已 中 取 一 固定 ce= (a,)E” 
#E 


f= ia, x=% EP, 
j=} 


MTA 上 的 线性 泛 函 f.( 见 1.2-3) XR RE AA S 

是 有 界 的 。 事 实 上 ， 由 1.2 节 Cauchy-Schwarz 不 等 式 (11) 可 

得 (从 1 到 co 求 和 )  _ | 
 MallelEsa;IsElssisv EIS M E lal" 


"e 99°. 


一 xiilcl M . 

EX CARZA X — DREE BIRRA R II 
和 量 空间 ， 这 有 基本 的 重要 意义 .此 空间 表 作 AHA 
对 偶 ( 或 共 斩 ) 空间 其 关于 向 量 空 间 的 代数 运算 按 自 然 方法 定义 . 
MT: ZA SRMWMÄHREERSs TER EX NEE 

s) = (fi +f) (2) =f dr); 
纯 量 & 与 泛 函 了 的 积 zj ERR p, CE xEX NEE 
p(x) = (af) (x) =af (x). 
注意 ， 这 与 通常 的 函数 相 加 ， 函 数 乘 以 常数 是 一 致 的 。 

我 们 可 以 进一步 考察 AT 的 代数 对 偶 空间 (XX*)*， 其 中 的 元 
素 是 定义 在 六 * INREIR. HRA A, MXN 
的 第 二 代数 对 偶 空 间 。 

为 什么 我 们 要 考虑 A 关键 在 于 可 以 得 到 才 SA 间 的 
有 兴趣 和 重要 关系 如 下 ， 我 们 采用 记号 ， 


空 间 一 MT X 在 一 点 的 值 
X x — 
Kr f fC) 
Kr 9 g(f) 


可 得 一 个 GEM, CE X* 上 的 线性 泛 函 ， 由 以 下 之 关系 式 (4) 
决定 。 取 一 固定 xEX， 置 
(4) gf) 二 gz(f) 一 f (x). (xEX 是 固定 的 ,fEX* 是 变 的 ) 
附 标 x 表明 我 们 用 某 个 xEX 来 得 出 9， 读 者 应 仔细 观察 ， 在 这 
里 了 是 变 的 而 x 是 不 变 的 。 记 住 这 一 点 ， 理 解 所 作 的 考虑 就 不 
应 有 困难 。 

由 ( 4) 定义 之 gz 是 线性 的 ， 这 可 由 


O 注意 此 定义 与 范 数 无 关 。 册 发 上 一 切 有 眶 线性 泛 函 组 成 的 所 谓 对 偶 空间 大 ? 
将 在 2.10 节 讨论 。 
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ga(af +f) = laf, +Pfa) (x) =af, (x) +f) 
=a9 (fı) +Pgs(f,) 
ZU. WEAGE, A gs X i. 
对 每 一 xEX， 这 里 对 应 一 gs€X**。 这 就 定义 了 一 个 映 象 
CX—>X** 
X79. 
CN KB Kr 中 的 典 则 映 象 。 
C 是 线性 的 ， 因 为 它 的 定义 域 是 向 量 空间 并 且 有 
(C (ax +8y)) (f) = 09sz+0r(f) 
=f (ax+ßy) 
=af (x) +Bf (y) 
=agz(f) +hgr(f) 
=a (C4) (f) HFC). 

C 也 叫 从 所 到 Xes 的 典 则 嵌入 。 为 了 理解 并 知道 这 个 名 词 
怎么 来 的 ， 首 先 解释 一 个 有 普遍 意义 的 名 词 “ 同 构 ” 。 

在 我 们 的 工作 中 要 处 理 各 种 空间 。 它 们 的 共同 之 处 是 有 一 个 
集 藉 ， 与 定义 在 励 上 的 一 “结构 ”。 对 度量 空间 ， 它 就 是 度量 。 
对 向 量 空间 ， 就 是 两 个 代数 运算 。 而 对 赋 范 空间 ， 这 个 结构 由 两 
个 代数 运算 和 范 数组 成 。 

给 了 两 个 同类 型 的 空间 天 与 信 (例如 ， 两 个 向 量 空 间 )， 知 
道 天 与 令 是 否 在 “本 质 上 ”完全 一 样 是 有 兴趣 的 ， 即 是 ， 是 否 
它们 不 同 之 处 至 多 是 它们 的 点 的 属性 不 同 而 已 。 当 结构 是 所 研究 
的 基本 对 象 而 与 点 的 属性 不 相干 时 ， 则 我 们 可 以 视 天 5AM 
同 的 ， 即 看 作 同 一 抽象 空间 的 两 个 复制 品 。 这 种 情况 常常 出 现 ， 
它 提出 了 同 构 这 个 概念 。 按 定义 ， 它 是 映 头 到 念 上 的 保持 结构 
不 变 的 双 射 映 象 。 

因此 ， 度 量 空间 X=(X,d) 到 度量 空间 久 一 (XX ,4) LWA 
构 荆 是 一 个 保 距 的 双 射 映 象 ， 即 对 任意 的 x，yEX， 
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d(Tx, Ty)=d(x,y). 
ZNAI 与 万 同 构 。 对 我 们 来 说 这 没有 任何 新 内 容 ， 仅 是 定义 
1.6-1 中 谈 的 双 射 等 距 的 另 一 名 称 。 下面 介绍 的 却 有 新 的 内 容 。 

同一 域 上 的 向 量 空 闻 义 到 向 量 空间 义 上 的 同 构 了 是 一 个 
保持 向 量 空间 两 个 代数 运算 的 双 射 映 象 ， 于 是 ， 对 一 切 %,yEX 
与 纯 量 a 

T(x+y)=Tx+Ty T (ax) =aT x, 
HE, TX>XRRHREBT. AH mi5 XAW, XX 
与 念 叫做 同 构 向 量 空间 。 

赋 范 空间 的 同 构 是 保持 范 数 的 向 量 空间 的 同 构 ， 详 情 见 2.10 
节 ， 那 里 需要 这 样 的 同 构 。 

现在 ， 可 以 对 向 量 空 间 同 构 作 如 下 应 用 。 

可 以 证 明 ， 典 则 映 象 C 是 一 个 内 射 。 于 是 因为 C 是 线性 的 
(AA, EREA X H C HER ROCK" LH AM. 

如 果 X RATARZAY HTAR, Mik X Æ Y h wg 
A. 因此， 天 是 可 以 嵌入 到 Kr, TOt X 到 Kr 
IRA. 

如 果 C 又 是 满 的 (因此 是 双 射 )， 于 是 能 (C) =X", MXR 
RERBA, TREN, WRX 是 有 限 维 的 ， 则 姑 是 代 教 
BEH. | | 
类似 地 讨论 当 涉 及 范 数 时 引出 赋 范 空间 自 反 性 的 概念 这 要 
等 建立 起 一 些 适 当 的 工具 以 后 ，“〈 特 别 是 著名 的 Hahn—Banach 
定理 ) 于 4.6 节 给 出 。 


习 题 


1. 证 明 ， 3.8-7 与 2.8-8 中 的 泛 函 都 是 线性 的 。 
2. 证 明 ,: #C[e,blEB 
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fi) = x Dd (uCLa,8]) 


fa(x) 一 ax(G) 十 DOx(D) (a,b HE) 
定义 的 泛 函 是 线性 有 界 的 。 
3. 求 出 ， 在 C[ 一 1,1] 上 由 


Jo 一 人 xd: — xat 


定义 的 线性 泛 函 FRE. 
4。 证 明 。 


f1Cx) =maxx(i) 
falx) =minx(t) J=[a,b] 


EX Cia, bLA. CERED? 有 界 的 吗 ? 
5. 证 明 在 任意 序列 空间 关上 ， 置 /(x)=&,(n ME) Rh x=), 
可 以 定义 线性 泛 函 f。 如 果 关 二 1”，f EREN? 
6. (Space C’ [a,b]) iA C'la,b]RC’[a,6]E J=[a,5] L—-9 
连续 可 微 函数 所 成 之 集 ， 其 范 数 是 
ell=max|x()| 二 maxzlx 人 | 
te] te] a+b 
证 明 它 满足 范 数 公理 ， 证 明 f(x)=x’(c), e= 一 定义 了 C’Ca, 
68] 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 。 证 明 作为 C[a,b] 中 一 切 连 续 可 微 函数 的 子 空间 
HZA S ETEA. . 
. ?. WR 是 复 赋 范 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 于 是 否 有 界 ? BER 
TAKE) 
2. (FEB) MC MERMN(MYEXIAIEN-IXEX 
的 集合 ， 使 得 对 一 切 JfEM* 有 f(x)=0 成 立 。 证 明 入 (M*) 是 向 量 空间 。 
I. 设 f 天 0 是 向 量 空间 XX 上 的 任意 线性 泛 函 ， M x EX-V) 的 
任 一 元 素 ， 这 里 VY (有) 是 Sif ZE. WH, ERE 有 唯一 的 表示 式 
X=0xoy, y€N ON). 
10. 证 明 ， 丰 9 题 中 ，x1，x2z€ 久 属于 商 空 IA / NN 中 同一 元 素 当 
且 仅 当 (x)= F(x% WEA Codim y (f)=1, ( 见 2.1 节 14 题 ) 
1. EA. 定义 在 周一 向 晤 空间 上 ， 并 有 相同 的 零 空 间 的 两 个 线性 泛 
函 fA 与 fpe 是 成 比例 的 。 
12.《〈 超 平面 ) 如 果 Y 是 向 量 空间 XX 的 子 空间 且 CodimY =) ( 见 2.1 节 
14 题 ), 则 XX/Y 中 的 每 个 元 素 叫 做 平行 于 YY 的 超 平面 。 试 证 明 ， 久 上 的 任意 
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EZREEA SIGA, Heel fe} 是 平行 于 /的 零 空间 
NAHME. 

3. 如 果 了 是 向 量 空间 XX 的 子 空间 ， 而 了 是 六 上 的 线性 泛 函 合 于 AY) 
不 是 下 的 整个 纯 量 域 。 证明， 对 一 切 yE€Y,，f(y) =0， 

14. 证 明 ， 赋 范 空间 万 上 有 界线 性 泛 函 SA0 的 范 数 [ 册 ， 可 以 几何 地 
说 成 是 从 原点 到 超 平面 太一 {xEX |f(x) 二 1} 的 距离 f=inf{lxl|f(x)=1} 
的 倒数 。 

15. (半空 间 ) Kia 是 实 赋 范 空间 XX 上 的 有 界线 狂 泛 函 。 则 对 任意 
ARARE H= {EX =e, Mi He 决定 了 两 个 半空 间 

Xamis ie 与 Kat). 
EN, MANREXH, RE c=e\fl, 但 不 存在 e>0, Ye=!fi-e 
H Ka 包含 此 球 。 


29 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 与 谤 函 


有 限 维 向 量 空间 比 无 限 维 的 要 简单 些 , 自 然 要 问 ,对 定义 在 这 
样 的 空间 上 的 线性 算 子 与 线性 泛 沪 ， 会 有 什么 简化 。 这 是 应 当 泛 
虑 的 问题 。 而 答案 将 河清 〈 有 限 ) 和 矩阵 与 有 限 维 向 量 空间 X 上 的 
线性 算 子 ， 以 及 其 代数 对 偶 空 间 X* 的 结构 ( 见 2.8) 的 联系 。 

有 限 维 空间 .上 的 线性 算 子 ， 按 下 面 的 解释 ， 可 以 用 和 矩 阵 品 
示 。 用 这 种 方法 ， 和 矩阵 成 了 在 有 限 维 空间 中 研究 线性 算 子 的 最 重 
要 的 工具 、 为 充分 了 解 现在 所 考虑 的 事实 的 全 部 意义 还 应 回忆 定 
#2.7-8, 详情 如 下 、。 


设 六 与 Y 都 是 同一 域 上 的 有 限 维 向 量 空间 ， 而 全 ; 尘 -> 了 是 线 
ERT BRENZ eb. ,bn} 为 了 的 
基 ， 这 些 向 量 按 保持 固定 的 顺序 排列 ， 则 每 个 xEX 有 了 唯一 的 表 
示 式 

(1) x= eHe tönen. 

出 于 了 是 线性 的 ，% 有 象 
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(2) y=Tx=T( ie )= L iTe, 
Gm! 


kml} 
因为 表示 式 (1) 是 唯一 的 ， 故 有 以 下 第 一 个 结果 ， 
werner, 的 象 =T er 预先 确定 ， 则 全 唯一 
确定 ， 
Ay 与 mT es 都 在 Y 中 ， 它 们 有 下 形 的 唯一 的 表示 
(a) y=} mb; 
J=t 
(3) 
(b) Tes=s X tab; 
jet 


代入 (2) 得 
y= mb iTe = Dh rb DÒZ tabs 
j=1 hl k=l jml j=] `ba! 


由 于 这 些 py 构成 一 个 线性 无 关 集 ， 每 个 by 在 等 式 左边 的 系数 必 
与 其 在 右边 的 相同 ， 即 是 


N 


(4) Dy = TEs j 


这 就 得 出 我 们 的 下 一 个 结果 : 

Xx 二 对 es 的 象 y=T x= Enb, 可 以 由 (4) 得 到 。 

注意 ， 在 (3 的 中 ra 的 求 和 指标 j 的 位 置 不 是 通常 的 位 置 .为 
TERO 中 求 和 指标 为 通常 的 位 置 ， 这 样 作 是 必需 的 。 


1 „er ‚tr. 


(4) 中 的 系数 形成 一 个 矩阵 
7 gp 一 (ty) 
EE riin 列 的 阵 ， WRA KEE 5Y KE BEAK, ESB 
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MSAN: Pam AA SER EC TER ee er en oO a a mas oma a a n 


ATAARE AA E RODOF CE ERRE RA ENMD „ IM 
Ts 由 线性 算 子 了 唯一 决定 。 我 们 称 Tes 关 于 这 些 基 表示 算 子 了 。 

HANAH Z= (f) 与 9= (wy)， 我 们 可 以 将 (4) 用 矩阵 记号 
写成 


(4’) G=T,,%, 
um, S)HTWAREISER 
(36’) 了 .一 7 了 sb 


RET. 是 分 量 为 Te,…,Te,《〈 它 们 自身 都 是 向 量 ) 的 列 向 最 ， 
而 心 是 分 量 为 br 的 列 向 量 , 我 们 还 必须 用 了 rs HAE THs, 
因 在 (30)， 我 们 对 第 一 个 附 标 了 RE, MEU) RER RRM, 
而 是 第 二 个 附 标 。 

我 们 的 考察 表明 关于 义 给 定 的 基 与 VY 给 定 的 基 ， 线 性 算 子 
下 决定 一 个 唯一 表示 7T 的 矩阵 ， 这 里 假定 这 些 基 中 的 向 量 是 排 成 
一 固定 的 顺序 。 反 过 来 ， 任 意 7 行 # 列 的 矩阵 ， 对 于 给 定 的 天 及 
Y 的 基 ， 它 决定 一 个 由 它 表 示 的 线性 算 子 人 。 (也 可 参看 2.6-8 
E 2.7-7). 

AEREX LASER, dimX=n, {6 ,ea 和 前 面 一 
REE X 的 一 个 基 。 从 前 节 知 道 ， 这 些 泛 函 构成 苞 的 代数 对 偶 空 
闻 X*。 对 每 个 这 样 的 泛 函 与 每 个 EX, «=E, RUE 


(5a) FO = HI) Lis le) = Dé 
jal 2o gel jai 


这 里 
(6b) a,=f(e,) f=1, ,9, 
因而 f 由 它 在 广 的 4 个 基 向 量 的 值 cy 唯一 决定 。 
反之 ， 每 n 个 有 序 纯 量 ， 按 (5)， 确 定 关 上 的 一 线性 泛 函 . 竺 
别 ， 取 ?个 如 下 的 有 序 半 元 组 
(1,0,0,， ，， 0,0) 
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(0, 0,0,- * 。 0,1) 
根据 (5)， 这 给 出 了 # 个 泛 函 ， 表 它们 为 有 1,…,f。， 且 具有 什 
0, xk 
(en, he , 


即 是 ，fi 在 第 个 基 向 量 处 值 为 1， 而 在 Kun 1 个 基 向 量 处 
EKE. dp 叫做 Kronecker delta, {fu fa MXN {e,, 
… ,en} 的 对 偶 基 。 这 个 称呼 基于 以 下 定理 。 


2.9-1 定理 (X* 的 维 数 ) 设 针 为 s 维 向 量 空间 而 人 ={el， 

-en EXA. M h (6) 式 给 出 的 于 二 {f1,…fs} 是 关 的 代 
数 对 侦 空 sE X* 的 一 个 基 。 且 dimX*=dimX=n, 

wH. F 是 一 线性 无 关 集 ， 因 为 
(7) > pafa (x) =0 (xEX) 
hel 
取 =e; 得 
Dal ed Zßda- P=0, 


所 以 (7 ) 中 的 一 切 ps 皆 为 零 。 现 证 每 个 fEX* TTU F h 
索 的 线性 组 合 唯一 地 表示 出 来 。 如 (5b), W f (ey) =ay。 由 (50)， 


F) =} ia; 对 每 个 xEA。 
je 


另 一 方面 ， 由 (6 ) 得 
fs (x) =f; ($e, Hee EnEn) 二 6j 。 
联合 这 些 等 式 ， 有 
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f= Saf; (x). 
j=l 


Rt, KLERREREE f1,… ,fs 唯一 表 为 
f=afit:… +anf» o | 
为 给 这 个 定理 的 一 有 趣 应 用 作 准 备 ， 首 先 证 明 以 下 引 理 。( 对 
于 任意 赋 范 空间 的 一 个 类 似 引 理 在 后 面 4.3-4 给 出 ) 


2,9-2 引 理 〈 零 向 量 ) 。” 设 厌 为 有 限 维 向 量 空 间 ,如 果 wE 
义 具 有 这 样 性 质 ,对 一 切 /EXY， 厂 (xo) =0. M] xo=0。 


证 明 * 设 {ei Pe RATE, A Helge; 则 (5) 成 为 
fa) = > Enja. 
Jet 


根据 假设 ， 对 一 切 JEX CREF. Bi, NS-4a,, md 
都 是 零 ， 因此， 一切 iu BAF. 
利用 这 个 引 理 可 得 


2.9-3 ”定理 (代数 自 反 性 ) ”有 限 维 向 量 空间 是 代数 自 反 
的 。 


R. RUA CXX 〈 见 前 节 ) 是 线性 的 。 按 C 的 定 
X, Cx 一 0 意思 是 ， 对 一 切 JEX* 有 
(Cx) (f)=gx(f)=f(%)=0 
由 引 理 2.9-2 知 % 二 0。 因 此 ， 由 定理 2.6-10 映 象 C 有 道 
CHKO)>X, KERCECHER. HR - AEEA 
dim% (C)=dimX. 于 是 由 定理 2.9-1, i 
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于 


dimX*=dimX*=dimX 
RERAITERH, dim#(C)=dimX**. Ak KO)=X*, 
RERHNZICE-tTHMEEN. MA NATE ADER- E 
小 于 dimX** (HEX 2.1-8) BEE, MENTRREREA 


习 题 


1. 决定 由 
[ 1 3 2] 
-2 1 0 
所 表示 的 算 子 了 :Rs 一 Rz 的 零 空 间 。 

2. KTERAR, (én 8 Io End, EE, RPT), NCT) 
和 了 的 矩阵 表示 。 

3， 求 Rs 的 基 (1,0,0)，(010)，(0,0,1) 的 对 偶 基 。 

4。 ff) ARME (ei1,ez,03) 的 对 偶 基 ， 其 中 eli=(111)， 
a=(1,1,-D), 3=(1,-1,-D. R flx), falx), f(x), 这 里 *=(l， 
0,0) 

5。 DRIRTrÄAMNBENNSRHER, S BEz .Y (万 可 能 有 什么 
维 数 ? 

6。 KR 上 的 一 线性 泛 函 了 的 零 空 间 的 一 个 基 ， 这 里 了 由 a)i 
fr~ és, x= (Éi, E EX. 

1. 如 果 Fle) =aii taktak, Rhan. 按 6 题 中 的 问题 求 
解 。 

8. 如 果 台 是 n 维 向 量 空间 六 的 mn 一 1 维 子 空间 . REN, ZEXL 
的 一 个 适当 线性 泛 销 /的 零 空 间 , 除 相差 一 个 纯 量 倍数 ， 此 泛 沙 是 唯一 决定 
的 ， 

I, 设 必 为 次 数 不 超 过 定数 * 的 一 切实 变量 的 实 多 项 式 以 及 多 项 式 x 一 4 
所 成 的 向 量 空间 (在 通常 关于 次 数 的 讨论 中 x=0 的 次 数 不 作 定义 ) 。 又 设 
F= ea), KEIRERCER 的 第 阶 导 数 ，& AE). 证 明 ，f 是 XX 
上 的 线性 泛 函 。 

10。 设 Z 是 n 维 向 量 空间 X 的 真子 空间 ， 又 设 %‰EX 一 Z。 证 明 ， 存 
在 式 上 的 一 个 线性 谤 函 帮 使 得 对 一 切 x€Z，f(x) = 二 0 而 f(x%0)=1。 

1. 如 果 “%, 是 有 限 维 向 量 空间 中 的 不 周 向 量 ， 证 明 存 在 光 上 的 &% 
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EAEI SA U. 

12. DRAN ,fs 是 % 维 向 量 空间 关上 的 线性 泛 函 ，p<<n, 证 明 , 存 在 
AHA, 使 得 f(x) =0,… AU ,试问 关 于 线性 方程 组 这 导致 
了 什么 结果 。 

13. (EHEM) DZ 是 n 维 向 量 空间 关 的 真子 空间 ， 又 设 f 是 4 上 
RREZE. A f 可 以 线性 地 延 拓 到 羡 ， 即 是 ， 存 在 祥 上 的 线性 泛 函 了 
使 得 f 1z=f。 

14. 设 由 (X)== 妖 1 一 352,% 一 (61,62) 定 义 的 R? 上 的 线性 泛 函 . 视 R: 为 
RU 由 =0 给 出 ) 的 子 空间 。 试 决定 从 R 到 Ra 上 的 一 切线 性 延 拓 。 

15. RZOR 是 由 如 一 0 表示 的 子 空间 ,又 设 Z 上 由 f(x)=(&1 一 52)/2 
定义 了 泛 函 /。 求 /从 2 到 R3 上 的 线性 延 拓 了 了 ， 和 使 得 / (x0) 二 k (为 给 定常 
数 )， 这 里 %=(1,1,1). 问 了 是 唯一 的 吗 ? 


210 算 子 的 赋 范 空间 . 对 偶 空 间 


在 2.7 节 中 我 们 定义 了 有 界线 性 算 子 的 概念 ， 并 用 一 些 基本 
例子 说 明 这 个 概念 ， 使 读者 对 基本 例子 中 那些 算 子 的 重要 性 有 初 
步 印象 。 本 节 的 目的 如 下 ， 任 取 两 赋 范 空间 X 与 了 (两 个 都 是 实 
的 或 复 的 ) 。 考 察 由 头 映 入 Y 中 的 一 切 有 界线 性 算 子 组 成 之 集 

. B(X,Y), 
即 是 ， 每 个 这 样 的 算 子 是 定义 在 整个 X 上 而 值 域 在 了 中 。 我 们 要 
证 明 ，B( 半 ,了 ) 可 以 成 为 一 赋 范 空间 0， 

囊 情 十 分 简单 。 首 先 ，B(X ,了 ) 可 以 成 为 向 量 宝 间 ， 如 果 我 

们 按 自然 方法 定义 两 算 子 ,了 ,EB(X ,了 ) 的 和 ,十 了 ,为 
(T,+T,)x=T,x+T,% 

Mm TEB(X,Y) 与 纯 量 & 的 积 定义 为 
(«eT)x=aTx. 

回 亿 引 理 8.7-2(2) 立即 有 以 下 结果 ， 


@ 宇 母 B8 在 B( 关 ,了 ) 中 表示 Bounded( HR) ，B( 久 ,了 ) 的 另 -~ 记 号 是 L(X, 了 )， 
LEKARE. 两 种 记号 都 通用 ， 我 们 :- 直 沿用 B(X, Y). 
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2.10-1 定理 (空间 B(X,Y)) Aka X AREE A Y 
中 一 切 有 界线 性 算 子 所 成 的 向量 空间 BAY) emt z N, B 
范 数 定义 为 


fe: 


(1) Mesa, 1 - sup [Tx]. 


xc0 il 一 ! 
在 什么 情况 下 B(X. Y) Æ Banach 空间 ? 这 是 中 心 问 题 。 
下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 。 值 得 注意 ， 定 理 的 条 件 不 涉及 关 的 
TRE ME, X 是 完备 的 或 是 不 完备 的 均 可 。 


2.10-2 E (ZA) RYE Banach 空间 , MIB(X, 
Y ) 是 Baaach 空间 ， 

证 明 。 考 虚 BB( 半 ,了 ) 中 的 任意 Cauchy 序列 (7)， 以 下 证 了 明 
(TIERTFATFTEBX,Y). HF (T,)& Cauchy 序列 。 对 每 
个 >>0， 存 在 让 使 得 

IT, —T nl <e 
对 - 切 xEX 与 m,n>N，。， 于 是 得 [ 见 2.7 节 (3)] 

(2) ITx-Tai=elT,-Ta)al<ITa-Talllieli<elxi. 
现 对 任意 固定 的 x 与 给 定 的 ， 可 以 选取 =e, 使 得 elx. 
x—Tnxi<E, AMT) Y 中 的 Cauchy 序 

， 由 于 了 是 完备 的 ，(T,x) 收 颌 ， 比 方 说 ，Tsx>y。 显 然 , 此 
AB VE] 是 依赖 于 xEX 的 选取 。 这 就 定义 了 -- 算 子 了 :无 -> 了 了， 
这 里 y=Tx， 算 子 T 是 线性 的 ， 因 为 

limT,.(ax+ßz)=1im(aT,.x+PT.2)=alimT,x+fßlimT,z. 

以 下 证 明了 量 有 界 的 且 了 > 了 ， 即 ，] .一 站 ->0。 

因为 (2) 对 每 个 mr 六 成 立 ， 且 了 wx- 了 Tx(N->co)。 利 用 范 数 
的 连续 性 ， 则 由 (2) 得 。 对 每 个 n>NN 与 - 切 xEX 

(3) iT ax—Tx|=|Tax— limTnxl 
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=1im|7T,x-Taxi<elx]. 


这 表明 (7T,。 一 了 )， 当 > 六 ,是 有 界线 性 算 子 。 因 为 了 ,是 有 界 的 ， 
NT=T,-(T,-T)EHRN, MTEB(X,Y). Ich WRE 
(3 ) 中 对 范 数 为 1 的 一 切 x 取 上 确 界 ， 得 
IT.-Ti<e (nr>N) . 
Rt, IT.-Tl>0. F 
这 个 定理 有 一 关于 的 对 偶 空间 义 ” 的 重要 结果 。 久 的 定义 
如 下 。 


2?.10-3 ”定义 (对偶 空 间 X’) RAAME ZA. MX 上 
一 切 有 界线 性 泛 函 构成 一 赋 范 空间 ， 其 范 数 定义 为 


up 


x*Q jxl=1 . 

[R2.8%5(2)1. KRANKE RAM 空间 四 并 记 为 
| 

因为 上 的 线性 泛 函 映 义 到 R 或 C h (X 的 纯 量 域 ). 由 于 
在 通常 度量 下 ，R 或 C 是 完备 的 ， 我 们 看 到 无 / 是 B(X,Y) 当 了 
是 完备 空间 民 或 C 的 情 形 ， 因 此 定理 2.10-~2 是 适用 的 ， 于 是 有 

2.10-4 定理 (对 偶 空 间 ) MEZAK H Aa a aA 
Banach 空间 (不管 光 是 否 完备 ) 。 


泛 函 分 析 中 有 一 基本 原则 ， 研 究 一 个 空间 常常 是 与 其 对 偶 空 
间 相 联系 起 来 考虑 ， 为 此 值得 考虑 一 些 经 常 出 现 的 空间 并 和 弄 清 它 
们 的 对 偶 空 间 是 什么 。 在 这 方面 同 构 的 概念 很 有 帮助 ， 回 顾 2.8 
节 ， 我 们 给 出 以 下 定义 。 


© 有 时 称 为 对 偶 的 ， 伴 随 空间 或 共犯 空间 请 回忆 2,8 FH. ARENA 
K* 是 关上 一 切线 性 泛 汤 的 钢 量 空间 . 


Ina. 


赋 范 空间 X 到 赋 范 空间 X 上 的 同 构 是 一 保持 范 数 的 观 射线 

HÄAFTıX>K. WA, N—-Wxel, 
ITxl= 1xl. 

(EHETE SEH) XH 天 叫做 与 念 同 构 ， 且 与 久 叫 做 同 构 的 
赋 范 空间 。 从 抽象 观点 看 ， 这 时 无 与 念 完 全 相同 ， 同 构 只 不 过 是 
对 元 素 重新 命名 而 已 。 《或 看 作 将 空间 中 的 每 个 点 附 贴 一 个 标签 
“了 "上 去 ) ， . 

第 一 个 例子 表明 R 的 对 偶 空 间 是 同 构 于 Rs， 我 们 就 简单 说 
成 R* 的 对 偶 空间 是 R*， 在 其 它 的 例子 中 也 采用 类 似 说 法 。 


例 


2.105 空间 R* R” 的 对 偶 空间 是 R*。 
WA. 由 定理 2.7-8，Rn' 一 Rn*， 且 对 每 个 JERn*， 由 2.9 节 
《5 ) 有 表达 式 
fix) = Den mf (er) 
《从 1 到 % 求 和 ) . h Cauchy-Schwarz 不 等 式 (1,2 节 ) 
FRIST nl SEHR FRE, 
对 范 数 为 1 的 一 切 x 取 上 确 界 ， 得 
IN<(Evi)'*, 
但 当 xæ (v, a)i, Cauchy-Schwarz 不 等 式 成 为 等 式 ， 故 
必 有 


nei)” 


这 就 证 明了 /的 范 数 是 Euclidean 5%, H J/t= jel, e= (v) 
ER" Wit, R” R” 上 的 映 象 全 一 a), (v) =f Ce) 保持 范 
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2.10-6 al ZALI ANEZA I. 
w. i 的 一 个 Schauder $ (2.3 Æ (€r), a=(ö,), $ 
第 项 为 1， 其 余 的 项 为 零 。 则 每 个 xE 有 唯一 的 表达 式 


(5) x= Seien, 


| fer 
考察 任 一 Je! , !’ 是 由 的 对 偶 空 间 。 由 于 了 是 线 人 性 且 有 界 ， 
(6) f (x) = N Ewa =f (ea) 
> i kmi 
这 里 ， 数 n=f le) h f -E Xlel=1H 
(7) ieift)i<sifllei=ifl supj iSIS. 


因此 (> EI” 
另 一 方面 ， 对 每 个 上 = (BEF 可 以 得 到 一 个 了 上 的 对 应 的 
有 界线 性 泛 函 9。 事 实 上 ， 在 人 上， 可 以 定义 g 为 


PIE DENT: 


这 里 xm (fE. FE g 是 线性 的 , 而 9 的 有 界 性 可 以 由 
I<SEl&Al<supl BE é = lxlsuplhsl 


《从 1 到 ce 求 和 ) ， 得 出 。 因 此 get 
BAUR f HEREN EINER. 由 (6) 我 们 有 
lf (0 |=] Tél Ssuplysl E lé =ixisup]»] 
可 见 ， 
lfi<suplysl 

由 此 式 及 (7)， 得 | 

(8) lfl=suplysl, 
它 是 个 上 的 范 数 ， 此 式 可 记 为 1f1==1cll。，c= (5)€1*. 这 就 证 
明了 ar EORI, RERS f>c= (r) EAA. 
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2.10-7 空间 FRNR=AEI, 1<p<te, gap 
wäh, BÆ 1/p+1/q=1. l 


WB. IP HA Schander 2 Æ (ea), = (Ôr) 与 前 例 同 。 则 
每 个 xel 有 唯一 的 表达 式 

(9) x= S Erea, 
考虑 任 一 个 fer, ZEPATRNASA, hF SEREHE 
有 界 ， 则 


(10) 1 (x) = E, m= f (et)。 


Bai pHa LL.2-3), 考虑 x= (E), Kıh, 


(vrl /ve 如 果 RKN H v0 


a) & ={ 如果 bon kn 


将 这 代入 (10)， 得 
fin) = LE” m =), at. 


bæ] gel 
利用 (11) 5(4—1)p=4. 又 得 出 
f(x) SH iT IE e 
= I/II) 
=| E 919’ 
《从 1 到 # 求 和 ) 。 综合 上 两 式 得 
CED 
四 右 端 最 后 一 个 因子 去 除 此 式 ， 并 利用 1 一 1/p=1/4q， 得 


‚115° 


(£ m) (E me) <i. 
由 于 % 是 任意 的 ， 让 1->co。， 得 
12) (E mJ <s. 
kml 


因此 Er. 
反之 ， 对 任意 的 b= (BJEN, TRP LS-ANEWARA 
HEZK 9 事实 上 ， 令 


g(x) = J Erp 


这 里 x= (所 )Ep。 则 g 是 线性 的 ， 而 g 的 有 界 性 可 由 1.2 节 (10) 
Hölder 不 等 式 得 出 ， 因 此 gel’. 

最 后 ， 证 明 f 的 范 数 是 空间 IT 上 的 范 数 。 由 (10) 与 Hölder 
不 等 式 我 们 有 

IFO) |= (Eim < (211) u) 
zul E1 (£ lr] 
《从 1 到 co 求 和 ) BER 
IIS (Bl)) 

由 (12)。 可 知 


da) =)“, 


这 可 以 写成 ”1f1=1els， 这 里 c 二 (V2) EF 而 ww 一 f (es) .从 12 到 
I 上 的 映 象 >e 是 线性 的 又 是 双 射 ， 并 由 (13) MEERA AK 
的 ， 所 以 它 是 一 个 同 构 。 秆 


这 些 以 及 类 似 的 例子 的 意义 是 什么 呢 % 在 应 用 中 ， 知 道 一 
> iie. 


些 重 要 空间 上 的 有 界 性 泛 函 的 一 般 形 式 是 十 分 有 用 的 。 在 这 方面 . 
对 许多 空间 已 作 过 研究 。 我 们 给 出 了 Re， 站 ， 与 12(bp>>1) LER 
线性 泛 函 的 一 般 表 达 式 ,空间 Cab] 在 以 后 4.4 节 中 考虑 ， 
内 为 需要 另外 的 工具 (特别 是 Haho 一 Banach EM). 

更 进一步 ， 回 忆 2.8 节 中 讨论 的 第 二 代数 对 偶 空 间 Xws#， 可 
雇 提 出 ， 是 否 研 究 站 的 第 二 对 侦 空间 X" 一 (XX 小 ' 也 是 有 意义 的 
er 回答 是 肯定 的 ， 但 要 推迟 到 4.6 节 ， 在 那里 ， 为 了 得 到 这 方 
面 的 本 质 性 的 结果 ， 还 需要 引进 适当 的 工具 。 现 转 到 某 些 稍 简单 
的 课题 ， 即 是 ， 内 积 空间 与 Hilbert 空间 。 这 些 空 间 是 特殊 形式 
的 赋 范 空间 ， 在 应 用 中 极为 重要 。 


习 题 


1. 向 量 空间 BCX ,也 ) 的 零 元 圳 是 什么 ? BEX21-1,TEBX, Ni 
Marz? 

2. 课文 中 的 算 子 与 泛 函 都 是 定义 在 整个 空间 X 上。 证明， 没有 这 个 
很 定 。 在 泛 函 的 情况 仍 有 以 下 定理 。 如 果 了 与 g 都 是 有 界线 性 泛 函 其 定义 
域 在 赋 范 空间 关中 ， 则 对 任意 非 零 纯 量 4 与 8B， 线性 组 合 h=af+Bg 是 定 
义 域 为 多 (= 儿 ( 有 1) 门 多 (9) 上 的 有 界线 性 泛 函 。 

3。 将 定理 2 推广 到 有 界线 性 算 子 7 ST. 

4. 设 双 与 了 为 赋 范 空间 ， 而 T,: 和 一 了 (一 1,3,…) 为 有 界线 性 算 子 。 
证 明 , 如果 了 一 T, 则 对 每 个 se>>0， 存 在 信使 得 对 一 切 ">W 与 一 切 任意 给 
定 的 闭 球 中 的 % 都 有 |Tsx 一 Tx|<e。 

5. 证 明 2.8-5 与 2.10-5 是 一 致 的 。 

6。 如 果 党 是 一 切 有 序 # 元 实数 组 所 成 的 空间 其 范 数 为 | zl 一 max| 缚 |， 
这 里 %*=( 王 ,… ,84)， 问 在 六 的 对 偶 空 间 中 对 应 的 范 数 是 什么 ? 

7。 对 于 一 切 有 序 n 元 实数 组 所 成 的 空间 天， 从 2.10-6 可 以 引出 什么 
结论 ? 

8。 证 明 co 空间 的 对 偶 空间 是 〈 见 2.3 节 第 一 题 ) 

9。 证 明 ， 向 量 空间 怀 上 的 续 性 泛 函 由 /在 上 的 Hamel 基 的 值 唯 
一 决定 。 


elire 
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10. 设 趟 与 也 关 人 0 为 赋 范 室 间 ，dim 兴 一 oo 。 证 明 ， 至 少 存在 一 个 无 
界线 性 算 子 T:X>Y. (M— Hamel #) 

1. 如 果 X 是 一 个 赋 范 空间 且 dimX =, EBANA SAX SR 
数 对 侦 空 间 XREN. 

12，《〈 完 备 性 ) 课 文中 的 例 可 以 证 明 某 些 空间 的 完备 性 ， 怎样 证 明 ? 可 
以 证 明 那 些 空间 ? 

13. (FAF) 设 对 关 用 是 赋 范 空间 天 的 任 一 子 公 ， 友 的 零 化 子 Ma 定 
义 为 二 上 的 一 切 有 界线 性 泛 函 的 集 它 在 允 上 处 处 为 零 ., 于 是 MEX 的 对 偶 
空间 愉 “的 子 集 ,证 明 ,M? 是 %' 的 向 量子 空间 县 是 闭 的 , 区 "与 {0} ?是 什么 。 
， 14， 如 果 必 是 4 维 赋 范 空间 X 的 m 维 子 空间 , AMIR ln m) 
维 子 空间 。 将 此 结果 叙述 为 关于 线性 方程 组 的 一 个 定理 。 

15， EM={0,0,—1), G,—1.0), (0,1, — I)ER. RHM" 的 一 
个 基 。 


»118 - 


TR Zee Tuer ze em nee 


W 
p 
pi 


内 积 空间 。Hilbert 空间 


在 赋 范 空间 ， 正 如 在 初等 向 量 代 数 里 一 样 ， 可 以 把 向 量 相 加 
与 乘 向 量 以 纯 量 。 更 进一步， 此 空间 上 的 范 数 推广 了 向 量 长 度 这 
一 初等 概念 ， 然而， 在 一 般 的 赋 范 空间 中 还 缺少 的 ， 也 是 我 们 和希 
望 可 能 有 的 是 与 熟悉 的 点 积 

a.-b=a,ß, +a,ß,+a,ßs 

相 类 似 的 概念 ， 及 由 此 导出 的 重要 公式 

lal=va:a 
MEZE (EEH) 条件 

a:b=0. 
在 许多 应 用 中 它们 都 是 重要 的 工具 。 因 此 提出 了 这 样 的 问题 ， 是 
否 点 积 和 正 交 性 可 以 推广 到 任意 向 量 空间 。 事 实 上 ， 这 可 以 做 到 ， 
且 导 致 了 内 积 室 间 和 完备 内 积 空间 ， 也 称 后 者 为 Hilbert = 
fl. 

我 们 将 要 看 到 ， 内 积 空间 是 特殊 的 斌 范 空间 。 从 历史 上 看 ， 
内 积 空间 与 Hilbert 空间 早 于 赋 范 空间 ， 它 们 的 理论 也 更 丰富 而 
有 保持 许多 Euclidean 空间 的 特征 ， 其 中 心 概念 是 正 交 性 。 事实 
上 ， 内 积 空间 大 概 是 Euclidean 空间 最 自然 的 推广 。 读 者 应 注 
意 ， 这 个 领域 的 概念 与 证 明 是 极其 和 谐 和 优美 的 。 整 个 理论 最 初 
为 D. Hilbert(1912) 在 研究 积分 方程 中 给 出 。 经 常 采用 的 几何 
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记号 与 术语 与 Euclidean 几何 的 相 类 似 ， 是 EE, Schmidt (1908) 
遵循 G，Kowalewski 的 建议 创造 的 《在 他 的 论文 第 56 页 提 到 )。 
这 些 空间 从 过 去 到 现在 ， 在 泛 函 分 析 的 应 用 中 一 直 是 最 有 用 的 空 
il. 


重要 概念 ， 主 要 内 容 方向 摘要 

内 积 空间 站 《定义 3.1-1) 是 一 向 量 空 间 ， 上 且 在 其 上 定义 了 
内 积 <x,y， 它 是 三 维 空间 向 量 点 积 的 推广 。 由 此 定义 

(D war l=, 

(I) ER p= 
Hilbert 空间 H 是 完备 内 积 空间 ， 内 积 空间 和 Hilbert 空间 的 理 
论 比 一 般 赋 范 空间 及 Banach 空间 的 理论 更 为 丰富 ， 表 再 在 

(i) 五 可 表 为 团子 空间 及 其 正 交 补 的 直接 和 的 形式 
(3,3-4) 。 

Gi) 正 交 集 与 正 交 序列 与 五 中 元 未 相应 的 表示 式 。(3.4 . 
节 ，3.5 节 ) 。 

Gii 用 内 积 表 有 界线 性 泛 函 的 Riesz 表示 (3.8-1) 。 

(iv) 有 界线 性 算 子 了 的 Hilbert #5#7T*(3.9-1). 

正 交集 与 正 交 序列 仅 当 它们 是 完全 集 时 才 确 有 兴趣 ( 见 3.6) 。 
Hibert HRÄATHTWNEXATFR (HERF, ENTF, EAS 
F, R3.1) ， 它 们 在 应 用 上 很 重要 。 


3.1 内 积 空间 . Hilbert 空 间 
本 章 考 虑 的 空间 定义 如 下 


3.1-1 EXAMEN, Hilbert 空间 ) ”内 积 空间 (或 Pre~ 
Hilbert 空间 》 是 一 个 向 量 空间 党 ， 且 在 这 上 定义 了 一 个 内 积 。 
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. Hilbert 空间 是 完备 的 内 积 空间 (完备 是 在 内 积 避 出 的 度量 的 意 
义 下 ， 见 下 (2))》 ， 这 里 ， 式 上 的 内 积 是 基 x 契 到 怀 的 纯 量 RK 中 
”的 一 映 象 ， 即 是 ， 对 每 一 对 向 量 x% 与 Jy， 对 应 一 纯 量 ， 记 为 
Í <x, y> 
mak % 与 y NRO, BANERMAEr, v2 及 纯 量 za 有 

(IP1) <x+y,2>=<%, 2> t <y, Z? 

(IP2) <ax, yy =a<x,y> 

(IP3) <x, y> = ,my 

(IP4) <x,x>>0 

<x, %8 =0 > X 一 0 

X ERINBEIHX LTE 


(1) x] =x, 0 (>0) 
MÄLNS—-TER 
(2) d(x,y) =]x—y]l =~ =y, x-y . i 


因此 内 积 空间 是 赋 范 空间 ，Hilbert 空间 是 Banach 空间 。 
在 (ITP3) 中 的 一 杠 表 复 共 罗 ， 当 妈 是 实 向 量 空 间 时 ， 简 化 为 
RD =Y, > (Xt PrE) 
(1) 式 满足 范 数 公理 (N1) (N4) (2.2), RE 明 在 下 
节 开 始 时 给 出 。 
从 (TP1) 到 (7P3) 得 到 公式 
(a) <ax+Py,z>=alx,z>+Pß(y,z) 
(3) (b) <x, ayy =ä<x,y> 
(c) <x, ay +z =ā<x, y> +B<x, 2> 
这 些 公式 常常 用 到 。 (39a) 表 内 积 对 第 一 个 因子 是 线性 的 ， (3c) 中 


O 或 称 纯 量 积 ， 但 一 定 不 要 与 向 量 空间 中 向 量 先 以 纯 量 之 积 相 渴 洋 。 

记号 《,> 表 内 积 是 十 分 通用 的 ， 象 本 书 那样 的 一 本 初等 教材 采用 这 个 记 号 比 采用 
另 一 个 也 通用 的 记号 〈,) 好 .后 者 可 能 与 有 序 对 记号 相 泥 (如 向 量 分 BR MA 
空间 的 元 素 ， 二 元 函数 的 两 个 自 变量 等 等 ) 。 
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BERHAAHANAS PB, BIUAANSITATERER 
性 的 ,为 了 同时 表述 这 两 个 性 质 ， 我 们 称 内 积 是 一 个 半 线 性 的 ， 


即 “ FRE” ARE RR. RIKTE E SK 


BRE, RITHE. 

读者 通过 直接 计算 可 以 证 明 ， 内 积 空间 上 的 范 数 满足 平行 四 
边 形 等 式 

(4) Ix+41’+12-yl’=2(lel’+ ls. 
这 个 名 称 来 自 初等 几何 。 如 果 注 意 到 范 数 是 向 量 长 度 的 推广 ， 从 
图 23 就 可 看 出 这 个 事实 。 值 得 注意 的 是 ， 在 现在 如 此 一 般 的 框架 
中 这 个 等 式 仍然 成 立 。 

可 以 断定 ， 如 果 一 个 范 数 不 满足 (4)， 则 不 可 能 由 一 个 内 积 
按 (1) 来 得 出 ， 这 种 范 数 的 确 存在 ， 例 子 将 在 下 面 给 出 。 于 是 可 
以 有 世 下 的 明确 的 诊断 ， 

并 非 -- 切 赋 范 空间 都 是 内 积 空间 ， 
”在 考察 例子 之 前 ， 先 定义 正 交 性 
概念 ， 它 是 整个 理论 的 基础 。 在 三 维 
空间 中 二 向 量 的 点 积 为 零 ， 这 些 和 商量 。 图 弛 ”平面 上 以 x 与 y 为 边 的 
是 正 交 的 ， 即 是 ， 它 们 是 成 垂直 或 者 平行 四 边 形 
其 中 至 少 一 个 为 零 。 这 一 启示 就 提出 了 以 下 定义 。 


3,1-2 (ERE ”内 积 空间 区 的 元 素 % 称 为 正 交 于 y€EX， 
如 果 
<%,y>=0, . 
这 也 说 成 x 5y 是正 交 的 ， 且 记 为 x 上 y。 类 似 地 ， 对 子 集 4,B 
X, MEN—Y gE4， 都 有 YLc, 则 记 x 上 4 又 当 cLb 对 一 切 
veAKbEBKZ, MERALDB I 
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例 


3.1-3 Euclidean 空间 Ra 空间 R* 是 Hiilbert 空 间 ， 其 内 积 
定义 为 
(5) 《x yD =É 十 … HEN, 
其 中 x= (£) = (É, ee En) 而 y= N) = Mm, Na) 。 
事实 上 ， 由 (5) 得 
[| = (Er HED A 


hit, CH Euclidean 度量 定义 为 


d(x,y) =1x-yl=<x—y.x— y>" 
=[ (Esn) H + Es) 
〈 见 2.2-2)。 完 备 性 已 在 1.5-1 中 证 明了 。 
如 果 n=3, ARG 给 出 通常 的 点 积 
<x, =x y =EN HEN: HEN, 
这 里 x= (É É É), Y5 (mmn). MEX tE 
<x, y =x y=0 
与 垂直 这 个 初等 概念 是 一 致 地 ， 


3.1-4 酉 空间 C* 2.2-2 中 定义 的 空间 C 是 Hilbert 空 间 ， 
其 内 积 定 义 为 
(6) a, pet Enae 
事实 上 ， 由 (6) 得 范 数 为 
Klett) elite + 
JREBEHAHZEHRHRANINEHRN,, EREU, D 
=x, RRE UP), Aia ot. 


3.1-6 空间 Lia,bj. 在 例 2. 2-7 中 定义 了 范 数 
|x] = ([ > bdt ). 
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此 范 数 可 以 从 下 式 定 义 的 内 积 

m = | (yD) dt 

而 得 到 。 | 
在 例 2.2-7 中 ， 为 了 简单 起 见 ,假定 函数 是 实 的， 而 在 应 用 中 

通常 去 掉 这 个 限制 ， 考 虑 的 是 复 值 函数 (KUREN) ,这 些 

复 值 函数 构成 一 复 向 量 空间 ， 如 果 定 义 内 积 


(7%) C= x vat 
则 成 一 内 积 空间 ， 其 中 一 杠 表 示 复 共 颖 ， 由 此 内 积 引 出 的 范 数 为 
tal = (Fixo Pay" 


相应 于 (7) 的 完备 度量 空间 是 实 空间 Lta,b] (2.2-7). 类 似 
地 ， 相 应 于 (75 的 完备 度量 空间 是 复 空 间 志 [fa, 妇 。 下 节 将 看 
到 ， 内 积 可 以 从 内 积 空间 延 拓 到 它 的 一 完备 空间 上， 如 果 与 现在 
的 讨论 相 结合 ， 这 就 暗示 Lla, b] 是 Hiibert' 空 间 。 


3.1-6 Hilbert 序列 空间 P 空间 六 ( 见 2.2-3) 是 一 个 Hilbert 
室 间 ， 其 内 积 定义 为 
(8) 《2X D= J Ei 
jmi 


此 级 数 的 收敛 性 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 (11) (1.27) 以 及 2 
VE’ 得 出 。 我 们 看 到 (8) 是 (6) 的 推广 ， 其 范 数 定义 为 


x ‚1/3 
I, Dis 1) 


完备 性 已 于 1.5-4 中 证 明 。 
是 Hilbert 空间 的 原型 。 它 是 B。Hilbert(1912) 在 积分 
方程 研究 中 引进 并 加 以 研究 的 。 而 Hilbert 空间 公理 化 的 定义 他 


es IM- 


并 未 给 出 ， 直 到 晚 些 时 候 ，J， Von Neumann(1927) 在 他 的 论文 
论 量子 力学 的 数学 基础 pp.15-17 才 给 了 出来。 也 见于 J, Von 
Neumann (1929-30) 。pp.63-66, 5M, H. Stone (1932) pp.3- 
4。 当时 定义 中 包含 可 分 性 条 件 。 这 个 条 件 从 定义 中 EHEH, 
Löwig (1934), F. Rellich (1934) 5 F. Riesz (1934) 的 工作 ,他 
们 证 明了 对 绝 大 部 分 理论 ， 这 个 条 件 是 不 必要 的 限制 。( 这 些 论 
文 都 列 在 附录 3 中 ) 


3.1-7 SAP ZAP, p2, FEARS A, Ait, € 
KE Hilbert 空间 。 


证 明 。 这 个 论断 的 意思 是 1? MER, 2+2, 不 可 能 由 内 
积 得 到 。 为 此 ， 我 们 证 明 这 个 范 数 不 满足 平行 四边形 等 式 14). 亡 
实 上 ， 取 x==(1,1,0,0,) Ef 5 y=(1,—1,0,0,+ JE, Silit 
算得 

lxl= lyl=2', Ix+yl=1x-yl=2. 

可 见 ， 如 果 pA 则 (4) 不 满足 。 

?是 完备 的 ( 见 1.5-4) 。 因 此 P 当 其 p 夫 2 时 是 一 Banach & 
H, EFE Hilbert 空间 。 对 于 下 一 例 ， 同 样 的 结论 成 立 。 


3.1-8 空间 Cra,b] 空间 C[a, 扫 不 是 内 积 室 间 ， 因 此 也 
不 是 Hilbert 空间 。 
证 明 。 下 证 由 下 式 定义 的 范 数 
Ixl =max]|x (i) | J=Ľta, b) 


不 可 能 由 内 积 得 出 ， 因 为 这 个 范 数 不 满 足 平行 四 边 形 等 式 (4) , 事 
XE, MR xG) =1, y=(t~9)/(5 一 0)。 则 1xl=1,lyl=1 且 


x) +u (i) =1+ 422 


ee me om oO a a a O E Ae o mmm nm mamme ze ee 


x(t) -y =1— 42 . 


Bit, Ix+yl=2, 1x 一 y1=1。 因 而 


证 毕 。 


Ix+yl?+1lx-yP’=5 但 2(lx]7+ lyi) = 4 
k 


E, SETE- HENE. -TARNE- NER, 


此 范 数 由 (1) 得 出 。 值得 注意 ， 反 之 ， 从 相应 的 范 数 可 以 “重新 发 


现 该 内 积 。 事 实 上 ， 读 者 可 直接 计算 来 验证 ， 对 实 内 积 空 


(9) 人, 内 一 二 (x+ 外 一 lx 一 yl s 


ENARE. 
TAN E ol E E ` 


(10) IImx, y> = 


1 
4 
公式 (10) 有 时 称 为 极 化 恒等式 


L. 


2. 


Re<x y> =+ix+ ul’ 12-19), 


(lx+iyl*— ix— iyl’). 


`l 


题 


证 明 (4) 


s 间 ,有 


(Pythagorean 定理 ) 如 果 在 内 积 空间 不 中 shy, H (图 24) 


aty sixty 


| „a 
, -一 
i 
"| 一 N 
t 
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将 此 结果 推广 到 m 个 相互 正 交 的 向 量 。 

3. 如 果 2 题 中 的 义 是 实 的 ， 试 证 明 ， 反 过 来 ， 给 定 的 这 个 KRAS 
lv. 证明 ， 如 果 六 是 复 空间 时 %*_Ly 不 必 成 立 、 举 例 说 明之 。 

4， 如 果 内 积 空间 是 实 的 证明 Relm ly! A S ayey 
一 0。 如 果 丈 = 王 Rz， 其 几何 意义 是 什么 ? RI 是 复 的 ， 这 个 条 件 莉 含 什 
22 

5. (Appolonius 恒等式 ) 直接 计算 来 验证 ， 对 内 积 空间 任意 元 素 有 


\z-x24 lz— yl? = z'z-ule+ 2l2- (+) 2. 


EW, 这 个 恒等式 也 可 以 从 平行 四 边 形 等 式 得 出 ， 

6. 设 x% 天 1，4 天 8。(c) 如 果 x yy， 证明 {x%, 沙 是 一 线性 无 关 集 。 en 
广 此 结果 到 相互 正 交 的 非 零 向 量 x, ,Xm。 

T. WREKE, Hy xh <x, u= ARU, 

8. 证 明 (9) 。 

9. WAO). 

N. Ra 与 2? NER. WEB a, ea 表 一 内 积 ， 它 产 生 复 平 
面 上 通常 的 度量 。 问 在 什么 急 件 下 有 正 交 性 ? 

11. 设 六 是 一 切 有 序 复数 对 所 成 的 向量 空间 ， 我 们 能 够 从 一 个 内 积 得 
EX 上 的 范 数 吗 ? 

=|| + léz] [x=(£1,62)]. 
12. 在 3.1-6 中 ，|x "号 什 么 ? te= ie) KE (a) &n=2-2, 


O) „= 


13 .验证 3.1~5 中 的 内 积 对 于 连续 函数 满足 条 件 (1P1) 到 (1 PA). 

14. 证 明 CLa,61 中 的 范 数 在 线性 变换 1=ar 十 86 下 是 不 变 的 。 利 用 这 
一 结论 来 证 明 3.1-8 的 论断 。( 把 [a,b] 映 成 [0,1] 然后 考虑 通 数 Or), 
Ün)er 这 里 rE[0,1].) 

D. 如果 头 是 有 限 维 向 量 空间 而 (ej) EIER. 证 明基 上 的 一 个 
内 积 由 它 的 值 ?js 二 《ej,es》 完 全 决定 , 试问 我 们 能 用 完全 任意 的 方 式 选取 
这 样 的 纯 量 Ph 107 


3.2 内 积 空间 的 进一步 性 质 


首先 ， 我 们 应 当 验 证 前 节 中 的 (1) 式 定 义 了 一 个 范 数 ， 
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2.2 节 中 的 (N1) 与 (N2) 可 以 由 (UPa 得 出 ，(N3) 根据 
(7P2) 与 (1P3) 得 到 ， 事实 上 
laxl’=<ax axy =a8<x, x> = |a’ xl? 


最 后 ，(N4) 包括 在 以 下 引 理 中 ， 


3.2-1 引 理 (Schwarz 不 等 式 ， 三 角 不 等 式 ) ”内 积 与 其 相 
应 的 范 数 满足 Schwarz 不 等 式 及 三 角 不 等 式 ， 


(a) 
(1) 1<x,y>| 志 |xhlyl (Schwarz 不 等 式 )， 
这 里 等 号 成 立 当 且 仅 当 {%,y} 是 一 线性 无 关 集 。 

(b) 
(2) Ix+yl<ixl+Iyl (三 角 不 等 式 ) 


这 里 等 号 成 立 当 且 仅 当 ® y=0 或 x 二 cy (C HRES). 
证 明 。(a) 如 果 % 一 0， 则 (1) 成立, 因为 《%,0>==0, 设 y 天 0, 对 
每 个 纯 量 a ， 我 们 有 
0<|x—ayl’=<x—ay,x—ay> 
=, Dax yY — ally, $y — ay, yle 
如 果 选 择 5 一 <y,x>/Ky ,>。 则 上 面 方 括号 中 的 式 子 为 零 。 于 是 
得 


《2 ,X%7> 


0 福 <x， :Oy yy ‚»=lxl’- ICH N . 


pl 
其 中 HE D=. HE, RUM, KRA—-TE 到 左 
端 并 取 平 方 根 ， 我 们 得 出 (1) . 

在 这 个 推导 中 ， 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 y=0 或 


O 此 条 件 对 等 式 中 的 x 与 y 是 完全 对 称 的 ， 因 为 x 二 0 包括 在 x=cey h (Äe 


一 0) , y=kx Am 二 也 如 此 (c> 0). 
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0=1x-ayl?, Alt x-ay=0, Frlls=ay. RAHTIR VER 
性 相关 的 。 
(b) 现 证 (2) 。 由 
lsty =x ty, st Dell’ +, D+W, yle 
及 Schwarz 不 等 式 
&,pl=lw.l<ielly. 
再 引用 数 的 三 角 不 等 式 得 
lx+yl < 1x) +21<*, di y 
<il +2lxilyl tlg? 
= (jx +y" 
上 式 两 端 取 平 方 根 这 就 得 出 (2 。 
在 此 推导 中 ， 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 
SATZ Biel I) ER 
等 式 的 左 端 实 为 2Re<x, 力 ，Re 表 示 实 部 ， 由 此 与 
(1) 得 
(3) Rex ,p=1xIlyl>|<%,y>|. 
由 于 复数 的 实 部 不 能 超过 其 绝对 值 。 所 以 这 必 是 等 式 ， 由 (a) 知 
这 蕴含 线性 相关 性 ， 比 方 说 ，y 二 0 或 x* 二 cy。 RINER e 是 实 的 
且 之 0， 当 (3) 取 等 号 时 有 Rex, yela, pl .但 如 果 一 个 复数 等 
于 其 绝对 值 ， 其 虚 部 必 为 零 . 因此， 由 (3) 4 <x, y>=Re 《x,y> 
I, HS 可 由 下 式 得 出 
0 ,办 一 (cy 办 一 cg 用 。 
Schwarz 不 等 式 十 分 重要 ， 今 后 要 一 再 地 在 证 明 之 中 A 
它 。 另 一 个 常用 的 性 质 是 内 积 的 连续 性 。 


322 引 理 (内 积 的 连续 性 ) 。” 如 果 在 内 积 室 间 中 %。->%， 
Ya >y, U) Can, un >X, Y>. 
A. 利用 数 的 三 角 不 等 式 及 Schwaz TER, SH 
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Kan U — Cx YS | = Cr, yd — Xn, Y) +, da, yD| 
IKxn, ys—Y I+ IK, yD| 
<fxnllya— yl +1 -x1lyl>0 

这 是 因为 当 -co 时 ys—y>0 与 Xa—x>0. i 


作为 这 个 引 理 的 第 一 个 应 用 ， 我 们 证 明 每 个 内 积 空间 可 以 完 
备 化 。 此 完备 化 空间 是 Hilbert 空间 ， 且 除去 同 构 不 计 之 外 是 叭 
一 的 。 现 定义 内 积 室 侗 的 同 构 如 下 〈2.8 节 讨论 中 已 涉及 ) ， 

同一 数 域 上 的 内 积 空间 也 到 内 积 空间 名 上 的 同 构 7 是 一 个 双 
射线 性 算 子 7: 天 -> 议 ， 它 保持 内 积 ， 即 是 ， 对 一 切 x,yEX 

<Tx,Typ=x,. 
RE, RNIAAR-WSREXISILHAN, JH Æ. Xm 
5A, BSR. ER, TR 双 射 及 
线性 性 质保 证 了 是 万 到 念 上 的 向 量 空间 同 构 ， 所 以 了 保持 内 积 空 
闻 的 全 部 结构 ， 了 也 是 厌 到 贪 上 的 等 距 ， 因 为 天 与 念 中 DE 离 由 
站 与 全 上 的 内 积 定义 的 范 数 决定 。 
下 面 是 内 积 空间 完备 化 定理 。 


3.2-3 定理 (完备 化 ) 对 任意 内 积 空间 XX， 存在 一 个 
Hilbert ZAH, MÄBAFZAWCH EHEM R) A. 
As (ZI) jh, ZAH Ei. 


证 明 。 由 定理 2.3-2， 存 在 一 个 Banach 空间 五 ， 和 一 个 式 到 
BATFZEWCH LRSEHRRA, HTEXTESERSTWER 
性 ， 义 中 的 元 素 的 和 与 纯 量 与 元 素 的 积 对 应 于 矿 中 的 相应 元 素 的 
和 及 纯 量 与 元 素 的 积 。 于 是 瑟 ， 丈 都 视 为 赋 范 空间 时 ， 刀 是 五 到 
歼 上 的 周 构 、 引 理 3.2-2 表 明 ， 可 以 在 如 上 定义 内 积 为 

“x, = 1im<xaygya>， 
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这 里 的 记号 同 于 定理 2.3-2 〈 也 同 于 1.6-2》 ， 即 是 (xa) 和 lya) 分 
别 是 2E 记 和 8E 互 的 代表 。 由 于 3.1 节 之 (9) 与 (10) ， 我 们 看 到 ， 
当 视 和 与 奈 为 内 积 空间 时 ， ARKEW LM. 

定理 2.3-2 也 保证 了 巨 的 唯一 性 ， 除 等 距 的 不 iih M, H 
与 全 是 X 的 完备 化 时 ,，: 则 瑟 与 年 之 间 有 等 距 了 了: 太 -> 身 。 和 对 A 的 
情形 一 样 推 证 ， 我 们 断定 一 定 是 Hilbert 空间 H 到 Hilbert & 
间 互 上 的 同 构 。 E 


内 积 空间 义 的 子 空间 YY 定义 为 关 的 向 量子 空间 ( 见 2.1 节 )， 
其 中 的 内 积 是 义 上 的 内 积 限制 到 Y xY. 

KM, Hilbert 空间 匡 的 子 空间 Y 定 义 为 及 的 子 空间 。( 了 
按 互 的 内 积 是 内 积 空间 ) 。 注 意 ， 世 万 必 是 Hilbert 空间 ,因为 了 
可 能 不 是 完备 的 事实 上 ， 由 定理 2,3~1 与 2,4-2， 我 们 立即 有 
以 下 定理 中 的 (9@) 与 (5) 


3.2-4 定理 〈 子 空间 ) 设 Y 是 Hilbert ZAH BFAR, N 

(a) 了 是 完备 的 当 且 仅 当 了 在 如 中 是 闭 的 。 

(b) ”如 果 了 是 有 限 维 的 ， 则 了 是 完备 的 。 

(c) ”如 果 玉 是 可 分 的 ， 则 了 也 是 可 分 的 ， 更 一 般 地 ， 可 分 
内 积 空间 的 每 个 子 集 是 可 分 的 。 

(c) ”的 简单 证 明 留 给 读者 。 


习 题 


ij. ReiR® 中 的 Schwarz 不 等 式 是 什么 ?给 出 关于 这 两 种 情况 的 另 
一 个 证 明 。 

2. 给 出 的 子 空间 的 例子 ， 

3. 设 六 是 多 项 式 x=0 (N2.IENIEZE) 及 次 数 不 大 于 2 的 + 的 
多 项 式 ，tE[4,6]， 所 成 的 内 积 空间 ， 其 内 积 为 3.1 节 (7) 所 定义 。 证 明天 是 
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完备 的 。 设 了 由 合 于 x(a) 一 0 之 一 切 xE 久 所 组 成 。 了 是 的 子 空间 吗 ? 一 
切 次 数 为 2 的 EX HRX RTEA? 

4， 证 明 。 条 件 yx 与 x 一 x 一 起 蕴含 xy。 

5， 证 明 ， 设 (xs) 为 一 内 积 空间 中 之 序列 ， 列 条 件 jzl 一 xz 与 人 xs,x> 
一 CCX,%> 蕴含 w 一 X。 

6， 就 复 平 面 这 个 特殊 情况 证 明 5 题 之 论断 。 

7T. 证 明 ， 在 内 积 空间 中 ，*_Jy 当 且 仅 当 对 一 切 纯 量 a 都 有 上 十 ayll 
二 x 一 ayll 《( 见 图 25,) 


xt ay 


ayd s$ tny 


xe ay 


ixtay\six = gl 1x > ayl d |x= oyl 
图 25 在 Euclidean pH #7 题 的 图 示 


8. 证 明 ， 在 内 积 空间 中 ,x-Ly 当 且 仅 当 jx 二 ec 纪 jjjxl 对 一 切 纯 量 c 成 
立 。 

9. 设 太 是 了 一 [ca, 执 上 一 切 连 续 复 值 函数 的 向 量 空间 。 又 设 大 :一 (『， 
I-le), RE Iel-=max]x ll; 并 设 关 4 二 (VY Ile), RE 


Ian, C=) sD dt, 


证 明 ， 关 到 关上 的 重 等 映射 是 连续 的 。( 它 不 是 一 个 同 钼 。 关 :不 是 
完备 的 .) 

10. (287) 设 T: 汪 一 久 是 复 向 量 空间 上 的 有 界 线性 算 子 。 如 果 对 
一 切 的 xEX，《Tx,x》==0, 证 明 T7T=0. 

证 明 在 实 内 积 空 间 中 此 命题 不 真 。 提 示 ， 考 察 Euclidean F 面 上 的 一 
个 旋转 。 l 
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33 正 交 补 与 直接 和 


在 度量 空间 和 中 ， 由 元 素 xX 到 非 空子 集 MCX WERS 
定义 为 
d=inf.d(x,5) (M#$) 


在 赋 范 空间 中 ， 这 个 距离 变 成 
(1) d=inflx-51 (M #9) 


一 个 简单 的 解释 性 例子 ， 在 图 26 中 给 出 。 

我 们 将 看 到 。 判 定 是 否 存在 点 EM 使 

(2) ô=|x—yl 
这 件 事 是 重要 的 。 直 观 地 讲 ， 是 否 有 点 JEM 与 给 定 的 点 % 最 接 
近 。 如 果 存 在 着 这 样 的 点 ， 它 是 否 是 唯一 的 。 这 是 一 个 存在 和 唯 
一 性 问题 。 它 具有 理论 上 和 应 用 上 基本 的 重要 意义 。 例 如 ，. 在 函 
garp. 

图 27 说 明 , 甚 至 在 最 简单 的 空间 中 ,如 象 Euclidean FHR g 
可 能 没有 满足 (2) 的 y， 也 可 能 刚好 有 一 个 这 样 的 y， 也 可 能 有 
一 个 以 上 的 y。 可 以 想象 ， 在 别 的 空间 特别 是 无 限 维 空间、 情况 
必定 更 为 复杂 。 对 一 般 赋 范 空间 而 
言情 况 的 确 如 此 《在 第 六 章 中 将 会 
232). 但是， 对 Hilbert 空间 而 
实 ， 情 况 仍然 相当 地 简单 。 这 是 出 
人 意料 的 ， 而 且 它 有 各 种 理论 和 应 
用 上 的 结果 。 这 是 Hilbert 空间 的 
理论 较 之 一 般 Banach 空间 的 理论 
简单 的 一 个 主要 原因 ， 图 26 ”在 有 R! 平 面 上 (1) 的 图 示 

ATARE Hilbert 空间 中 的 这 个 存在 唯一 性 问题 ， 以 及 表 
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(e) (6) t<) 


图 27 (0) 没 有 y。 (b) 有 唯一 的 y。 (c) 有 无 限 多 gy, 满足 ?的 VE 对 
的 存在 唯一 人 福 。 这 里 MCR? 是 开 线 段 [ 在 (06), (5)], 是 一 段 
贺 弧 [在 (c)] 


述 关 键 性 定理 《下 面 的 3.3-1》， 需 要 介绍 两 个 有 关 的 概念 ， 这 
些 概念 的 意义 不 局 限于 此 ，。 

联结 向 量 空间 廊 中 给 定 两 点 x 与 y 的 线段 定义 为 一 切 形 如 

z=ax+ (1—a)y (aER 0<ası) 

KHEXMRZ R. XATM, MRN—Ux,yeM, K 
结 x 与 y 了 的 线段 包含 在 M 中， 见 图 28。 
例如 , 愉 的 每 个 子 空间 Y 是 凸 的 . 凸 集 的 交 是 凸 集 。 现 在 ， 可 
以 提供 本 节 中 主要 工具 性 结果 。 
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3.3-1 EM ARMEE) TXANRSM, M+ọ Æ 
同 子 集 且 完备 〈 按 内 积 导出 的 度量 ) 。 则 对 每 个 给 定 的 xEX, 存 
-在 唯一 的 JEM， 使 得 
© B) d=iafla-51=1x-yl. 
”证 明 。(a) 存在 性 。 按 下 确 界 的 定义 ， 存 在 M 中 的 序列 (ya) 
使 得 5 

(4) >, ZE =x ynl. 
我 们 证 明 此 (ya) A Cauchy EF]. dm —x=un, Mlos f =n, E 

lUa PUn] = [Yn + ym 2x] 
[1 


= 2 | (Va HYm)— x |>22. 


BAAMRME, RU Utun EM, 又 Yn 一 ym 二 Vn 一 bms 因 此， 


由 平行 四 沈 形 等 式 
lyn — Yml = | -vnl’= — lUn tUm] H20? + iom) 
<-(28)’+2(6 +6). 
以 及 (4)， 则 (ys,) 是 Cauchy FR. HFMRE, M (ya) ER, 
ED B, Ya >yEM., ER YEM, RA Ix—yl>ö. 由 (4) RX 
有 
tx 一 几 和 fx 一 go 十 ln 一 让 一 6 十 一直 一 0。 
这 表明 1x 一 诈 三 0. 
(b) 唯一 性 ， 设 yEM 与 WE 对 满足 
lx—yl=6 与 Ix-yl=d. 
下 证 mw=y。 根 据 平行 四 边 形 等 式 
ly—y) =I (yx) (um) 
=2]y— xj +2 ur) + (y.—x) 


i] j? 
=20°+20°+2° utua . 


T or roe me DOT CORE a © et we men ne ne en en nn 


EM, ZurY)EeM. Miu 


(+t) -x| >ð. 


得 出 右 端 不 超过 22-0. A, Iyul. 但 显然 
有 1y 一 yl 之 0。 所 以 等 式 成 立 。 因 而 有 =y. I 


现在 从 任意 凸 集 转 到 子 空间 ， 我 们 得 到 下 面 的 引 理 ， 它 是 初 
等 几何 中 一 个 熟知 概念 的 推广 。 即 对 于 给 定 的 点 x， 在 给 定 的 子 
空间 了 中 有 唯一 的 一 点 y 与 * 距 离 最 小 ， 此 y 即 是 x 到 了 的 垂 
e 


3.3-2 3E (EXE) ”在 定理 3.3-1 中 ， 设 内 是 完备 子 空 
HY ,又 xE 久 是 固定 的 , 则 Z=x 一 y 与 了 正 交 。 
证 明 。 如果 z 上 不 真 ， 则 存在 EY 使 
(5) 2, yD=ß*0. | 
BR, yr0,5NK2,yD=0. 此外， 对 任意 纯 量 a， 
lz2~—ayl’=<z—ay ‚z—ayı> 
=(2,2>—&2z,yr—alkyı ‚Day yı2] 
=(2,>—-aß—ceLßB-acy, y] 
方 框 号 […] 中 的 表示 式 是 零 ， 如 果 选 取 
B 
LY Y? ° 
WRI IZeIR-yl=d, TUHERKI 
au er 
但 是 这 是 不 可 能 的 因为 有 
z-ay=X—-ys» RE y=yt+tay EY, 


a= 
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所 以 Iz 一 2y,1 之 5〈 按 6 的 定义 ) 。 因 此 (5) 不 可 能 成 立 。 引 理 得 
w. B 


REKE Hilbert 空间 为 直接 和 。 它 特别 的 简单 而 且 
适用 ， 因 为 它 利用 到 正 交 性 。 为 此 。 首 先 引入 直接 和 的 概念 ， 这 
个 概念 适用 于 任何 向 量 空间 ， 其 定义 如 下 。 


3.3-3 EX (BEA) 向 量 空间 X 叫做 的 两 个 子 空间 
与 2 的 直接 和 ， 记 为 
X=Y@Z, 


如 果 每 个 xE 有 共有 唯一 的 表示 式 

x=y+2z yEY, zEZ。 
这 时 2Z 叫 做 了 在 关中 的 代数 补 。 反 之 亦 然 .了 了 ，2 称 为 Xp- E 
补 的 子 空间 。 秆 


例如 ， 了 二 R 是 Euclidean 平面 R* 的 子 空间 。 显 然 ， 在 R* 上 
YY 有 无 限 多 个 代数 补 。 每 一 个 都 是 实 直 线 。 但 最 方便 的 一 个 是 与 
它 成 垂直 的 直线 。 我 们 选取 笛 卡尔 坐标 系 就 利用 了 这 个 事实 。 在 
R: 中 ， 情 况 是 相同 的 。 

类 似 地 ， 在 一 般 的 Hilbert 空间 ， 上 述 的 主要 兴趣 是 关心 表 
万 为 其 闭 子 空间 立 和 的 正 交 衬 了 + 的 直接 和 

Y'={z&EH|zLY}, 

它 是 一 切 正 交 于 的 向 量 所 成 之 集 。 这 就 是 本 节 的 主要 结果 ， 常 
常 叫 做 投影 定理 。 为 什么 这 样 称呼 的 说 明 放 在 证 明之 后 。 


3.3-4 ”定理 (直接 和 ) 设 Y 是 Hilbert ZAH AEAF 
za. Mj 
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(6) H=VYOZ Z=Y:, 

证 明 . NHERSNAYENN, HEEIL4-7NY 是 完备 
的 ， 因 为 了 是 凸 的 ， 定 理 3.3-1 与 引 理 3.3-2 AA Rai EH, 
存在 yEY， 使 得 

(7) x=y+z zé€Z=¥Y +. 

ATUME—H, x 

x=y+z=y+2 

这 里 y el ,Miz,z€eZ. My-y=2-2. HFy-neYfiz—ze 
4 一 了， 我们 看 到 一族 EY (NY! 二 {0}, 这 表示 y= 二 yi, 因 此 也 就 有 
z=2. l 

(7 ) 中 之 4 叫做 x 在 了 上 的 正 交 投影 〈 或 者 简称 为 在 了 上 的 
投影 ) 。 这 个 名 词 来 自 初 等 几何 。[ 例 如 ， 取 H=R, 将 任意 一 
点 xz 一 (51,&) 投 影 到 5 一 轴 上 ，51 轴 起 了 的 作用 。 其 投影 是 y= 


(8,,0)1. 
方程 (7 ) 定义 了 一 个 映 象 
P:H >Y 
xoy=Px. 


Pm 做 HEY LEI CE) HE CRREAT) 见 图 29。 显 然 ， 


图 29 定理 3.4-4 与 (9) 式 的 移 示 
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nase orten ser RE Te rt wann one: mn oo en Ben 


PERAR RER T.P Ik 

HAY E, 

了 到 它 自身 上 ， 

Z=7+ 到 {0} 上 ， 
ERES, DE, 

P=P, 
于 是 对 每 个 xEH,， 
Px=P(Px) = Px 

因此 Pz 是 Y 上 的 恒 等 算 子 ， 并 且 对 Z=Y!+ 有 下 面 的 引 理 ， 它 直 
接 由 以 上 讨论 得 出 


3.35 引 理 〈 零 空间 ) ” ”Hilbert 空间 的 闭 子 空间 了 的 正 交 
秆 了 + 是 电 到 YY 上 的 正 交 投影 P 的 零 空 间 N(P)。 


正 交 补 是 一 个 特殊 的 零 化 子 ， 按 此 定义 ， 这 里 ， 内 积 空间 
中 的 集 Mz 尖 4 的 零 化 子 M* 是 集 @ | 

M"-={xEX|x LM}. 
于 是 ，xEM+ 当 上 且 仅 当 《%,0>==0 对 一 切 vEM 。 这 就 说 明 为 什么 这 
HER. 


注意 ML 是 一 个 向 量 空间 ， 因 为 ， x,yEM+， 则 对 一 切 vEM 

与 一 切 纯 量 aß 
ax+ By, v>=alx,v>+ßy,v>=0, 

Kiltax+AyEeM*. 

MZA. RATNA CRM) 

(M+)+ 记 为 M++， 如 此 等 等 ， 一 般 地 ， 有 

(8*) MCM:: 

O ”这 不 会 与 2.10 节 13 题 相 种 突 。 以 后 将 会 见 到 〈 在 3.8 节 ) . 
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这 是 因为 xEM=>x LL Mi!=>x€(M!).:, 
但 是 ， 对 于 闭 子 空 闻 ， 我 们 甚至 还 有 


3.3-5 引 理 〈 闭 子 空间 ) 如 果 了 是 Hilbert 空间 如 的 闭 予 
空间 ， 则 

(8) Y=Y!:, 

证 明 . 由 (8 站 ,YCY++, 下 证 YY 二 , 设 xEY++, 则 由 3.3-4 知 
x=y+2, AH, yeYcY (Et) , 因 Y*+ 是 一 个 向 量 空间 ,又 
由 假设 xEY++， 我们 也 有 z 二 x 一 yEY++, 因此 z 上 + 但 z€EY+( 由 
3.3-4). 结合 两 者 得 2.-Lz，、， 因 此 z= 二 0， 所 以 ,%=y， MäxeY. 由 
于 *EY1+ 是 任意 的 ， 这 就 证 明了 YY 是 


( 8 ) 式 是 在 本 谨 文 中 用 到 闭 子 空间 的 主要 原因 、 因为 Z= 
Yr 二 了 故 公 式 (6) 又 可 写成 


H=Z@Z+, 
从 而 xrrz 定 义 了 一 个 投影 〈 图 29) 
(9) Ps:H->Z 


和 将 恕 映 到 十， 它 的 性 诗 十 分 类 似 于 前 面 考虑 的 投影 PP。 
定理 3.3-4 很 容易 得 出 Hilbert 空 间 中 的 子 集 的 生成 是 向 集 的 
特征 性 质 如 下 


3.3-7 引 理 (稠密 集 ) ”对 于 Hilbert 空 间 的 任 一 子 集 履 尖 4$， 
MM 的 生成 在 再 中 禾 密 当 且 仅 当 M+ 二 {0}。 


WA. (a) &xEM*, XV =SpanM H hA . NM xE xe = H. 
由 定理 1.4-6(a)， 存 在 VEN n) E ar 由 于 xEM: E 
MiV, RIA, O= 0. ARE E OLEI 3.2-2) 3 2-2) A& 
m, ALAA R a LE ARE o= x=, A= A 
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xEM: 是 任意 的 。 得 证 M+ 二 {10}。 

(6) 反之 ， 假 定 M+ 二 {0} .如果 x 瞩 ， 则 x 上 M， 所 以 xEM+ 
因而 x=0。 于 是 + 二 {0}。 注 意 到 玉 是 太 的 子 空间 ,因此 ,了 =H 
(由 3.3-4， 将 了 换 为 廊 即 得 ) I 


习 题 


L &H%—Hilbertsfl, MCH 是 西子 集 ，(xm》 是 及 中 的 序列 合 
于 lxnl 一 4， 这 里 d 一 def Neil. 证 明 (%xm) 在 如 中 收敛 。 举 出 Ra 或 Re 中 的 例 


子 说 明之 . 

2. 证 明 复 空间 Cn( 见 3.1-4) 的 子 集 M =(=) Im) 是 完备 的 
和 本 的 . 求 内 中 的 极 小 范 数 向 量 . 

3, (Q) 证 明 [ 一 1,1] 上 的 一 切实 值 连续 函数 的 向 量 空间 X 是 [一 1,11 上 
一 切 连 续 实 值 偶 函 数 与 一 切 连续 实 值 奇 函 数 之 集 的 直接 和 .( 刀 举 出 表 Rs 为 
直接 和 的 实例 ，(i) 表 成 一 个 子 空间 与 它 的 正 交 补 的 直接 和 。(i) 表 成 子 空 
间 和 它 的 任意 互补 子 空 间 对 的 直接 和 ， 

1. 〈@) 证 明 ， 如 果 瑟 是 一 个 Hilbert 空 间 而 MCX 是 闭 子 空间 ， 定 理 
38.3-1 之 结论 也 成 立 。(5) 如 何 用 Appolonius 的 恒等式 (3.1 节 5 题 ) FEM 
3.3-1 的 证 明 中 ? 

5. EX=R, R M+, MEME. (0) ix}, RE %*=(51, E)*0, 
REER, C. | 

6. 证 明 Y 一 {xlx= (ED)El ,Easth nEN} 是 1 的 闭 子 空间 并 求 Y+， 如 
IEY =span{ei, ,es}Ch， 其 中 ej 一 (61:)，Y + 是 什么 ? 

1. 设 .4 与 B 二 .4 都 是 内 积 空间 的 非 空子 集 . 证 明 

(a) ACAH, (b) EZA, (eo) AHi A+. 

8。 证 明 内 积 空间 万 的 集 M 的 零 化 子 M+ 是 大 的 亲子 空间 . 

9。 证 明 Hilbert 室 间 岂 的 子 空间 了 是 吾 中 的 闭 集 当 且 仅 当 卫 一 了 +。 

10. WR 必 志 和 是 Hilbert 空 间 的 任 一 子 集 ， 证 明 H 直 是 含有 了 的 瑟 的 
最 小 闭 子 空 泣 ， 即 人 M+ 被 包 含 在 任意 含有 及 的 闭 子 空间 YCH 内 . 
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3.4 规格 正 交集 与 规格 正 交 序列 


在 内 积 空间 和 Hilbert 空 间 中 ，3.1 节 里 所 定义 的 元 素 之 正 交 
性 起 着 基础 性 的 作用 。 在 前 节 里 我 们 对 此 已 有 了 初步 印象 。 所 有 
的 元 索 都 彼此 正 交 的 集 特别 有 兴趣 。 为 了 了 解 这 个 事实 ， 回 忆 一 
下 熟知 的 Euclidean 空 间 R* 中 的 情况 。 在 RR 中 ， 这 种 类 型 的 集 由 
指向 按 一 直角 华 标 系 的 轴 的 正方 向 的 三 个 单位 向 量 组 成 。 称 这 些 
人 向 量 为 e1,e,,e;, 它 们 构成 R* 的 一 个 基 , 于 是 每 个 xER5 有 唯一 的 表 
达 式 《图 30) 


X= E tAE tae, 


& 


€ 


图 30 RhE ZR {e e, e3) Ixa et at ase 
现在 我 们 可 以 看 出 正 交 性 的 一 个 极 大 优点 ， 给 定 x， 用 取 内 
PA ORR) 的 方法 ， 可 以 很 容易 地 确定 未 知 的 系数 ai,as,as。 事 
实 上 ， 为 要 得 到 a,， 用 el 和 x 的 这 个 表达 式 作 内 积 ， 即 
<x, €) =a; LE, €) t aLe, , 61> FALE, E) =a], 


如 此 等 等 。 在 更 一 般 的 内 积 空间 中 ， 正 如 我 们 所 要 讲 的 ， 存 在 着 
. 442: 


类 似 的 采用 正 交集 ,规格 正 交 集 和 序列 的 可 能 性 ,事实 上， 这样 的 
集 和 序列 的 应 用 ， 构 成 内 积 空间 和 Hilbert 空间 全 部 理论 的 相当 
本 质 部 分 。 以 下 引出 一 些 必需 的 概念 来 开始 这 个 方面 的 研究 ， 


3.4-1 EX (规格 正 交 集 和 序列 ) ”内 积 空间 励 中 的 正 交 
集 M 是 这 样 的 子 集 MCX:，M 中 的 元 素 彼 此 正 交 ， 规格 正 交集 
MCX 是 邢 中 的 正 交 集 , 它 的 元 素 的 范 数 是 1， 即 对 一 切 x,yEM ， 

(1) Cx ,= {9 “7Y, 

x=y. 

WRERARHBEREMETEH, WIMWUHR— TR 
列 (xs) ， 分 别 叫做 正 交 序列 或 规格 正 交 序列 

更 一 般 地 ， 给 了 一 个 指标 集 J， 族 (Xo) ,a€1， 叫 正 交 的 ， 如 
果 xo- 上 xp， 对 一 切 a,BEI ,a 成立 ， 族 (Xs) 叫 规格 正 交 的 ， 如 
果 (xc) 是 正 交 的 且 一 切 xo 的 范 数 为 1， 于 是 对 一 切 a, pE 有 
0 a#ß, 
1 a=ß. 
这 里 ，6op 是 人 Kronecker 符 号 。( 见 2,9 节 ) P 

读者 如 需 了 解 族 及 其 有 关 概念 ,可 查阅 附录 1 中 的 41.3.。 现 在 
定义 中 的 概念 是 和 那里 密切 相关 的 ,原因 在 于 ， 对 蕊 的 任意 子 
集 寻 ， 我 们 总 可 以 获得 一 个 书 的 元 素 族 ， 使 得 族 中 的 元 素 所 成 之 
集 就 是 M。 特 别 ， 我 们 可 以 取 由 M 到 筷 中 的 自然 内 射 来 定义 这 个 
族 ， 即 是 ， 改 上 的 恒 等 映 射 xryx 在 内 上 的 限制 。 

现在 考察 正 交集 与 规格 正 交集 的 一 些 简单 性 质 和 例子 .… 

设 元 素 x,! 是 正 交 的 ， 则 《x, 办 一 0， 所 以 容易 得 到 Pythago- 
rean 公式 

(3) Ir+yP=laltlyt. DEE 
图 31 就 举 出 一 个 熟知 的 俩 。 更 一 般 地 ， 如 果 {%X1,*… 是 一 正 交 
集 ， 则 有 


(2) | 
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{yl 


tx R z 
图 31 R2z 中 的 Pythagorean 关系 


(4) ++ lelsl?+ +10 
BLE, MRIFR<KK,m=I 因而 
[Zx h =E, 2 = 2200,00 =, 


《从 1 到 sn 求 和 ) 。 再 注意 
3.4-2 引 理 (线性 无 关 性 ) ”规格 正 交集 是 线性 无 关 的 。 


证 明 。 设 1e,,，…,es} 是 规格 正 交 的 ， 考 虑 等 式 
Ciel 十 … 十 Caea 一 0。 
以 固定 的 ey 作 内 积 ， 得 
Zaer ej Eae E= eam 
这 就 证 明了 任何 有 限 的 规格 下 交集 是 线性 无 关 的 。 根 据 2.1 TR 
性 无 关 性 的 定义 ， 同 时 也 证 明了 无 限 的 规格 正 交集 线性 无 关 。 量 


例 
3,4-3 Euclidean 空 间 Rs。 在 空间 R? 中 ,指向 按 直角 坐标 系 


的 正方 向 的 三 个 单位 向 量 (1,0,0)，(0,1,0)，(0,0,1) 构成 一 个 
MREZE. LRZ. 
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Ber ee = o 


3.44 EAP 在 空间 中，(es) 是 一 个 规格 正 交 序 列 ， 这 
庄 e, 二 (0,y)， 其 第 mn 个 元 素 是 1 其 余 的 都 是 零 。( 见 3.1-6) 


3.4-5 ”连续 函数 ” 设 站 是 [0,2x] 上 一 切实 值 连续 函数 所 成 
的 内 积 空间 ， 其 内 积 定义 为 


= x yD) dt 
《 见 3.1~5) . 义 中 的 :一 个 正 交 序列 是 (4;)， 其 中 
un(t) =cos ni n=0,1, e 
居中 的 另 一 正 交 序列 是 (Va), Hp 
vn (t) =sinnt n=1,2, =. 


事实 上 ， 由 积分 ， 
0 mn 
(5) un um, cosmtcosntdi= fx m=n=1,2-- ? 
i 2r m=n=0 
可 知 。 对 于 (oa) 情 形 也 类 似 ， 因 此 ， 规格 正 交 序列 是 (es)， 这 里 


e,(t = et (n=1,2,.-). 


从 (oa) 我 们 得 出 规格 正 交 序列 (ss)， 这 里 
vn (t) — Sinnt 
nl Vr 
注意 ， 我 们 其 至 还 有 zm.Lvn， 对 一 切 min., CEHA? 》 这 些 序列 
出 现在 Fourier 级 数 中 。 我们 将 在 下 节 里 讨论 。 我 们 的 例子 足以 使 
我 们 对 所 要 讲 内 容 有 初步 印象 。 实 际 重要 的 更 进一步 的 规格 正 交 


én(t) = (n=1,2,..)。 


”序列 在 以 后 的 -- 节 中 讲 (3.7 节 ) .上 


规格 正 交 序列 比 起 任意 线性 无 关 序列 的 最 大 好 处 是 ， 如 果 已 
知 x 可 以 表 作 一 个 规格 正 交 序列 的 一 些 元 素 的 线性 组 合 ， 则 由 此 
规格 正 交 性 很 容易 确定 其 系数 .事实 上 ， 如 果 (e1,e，,…) 是 内 积 空 
河 文 中 的 规格 正 交 序列 ， 而 xEspan{e1,… ,es}, 这 里 * 是 固定 的 ， 


» jde 


As 


则 按 spana 的 定义 《〈 见 2.1 节 ) 


(6) x= Y aer 


bel 
县 如 果 用 固定 的 ey 作 内 积 ， 得 
X ep =<(Za,e,,eD=:Zarle.,eDp=Qye 
用 这 些 系数 ，(6) 成 为 


(7) x= <x, LT 


kai 
这 表明 确定 (6 ) 中 未 知 系数 是 简单 的 ， 规 格 正 交 性 的 另 一 优点 也 
显而易见 ， 如 果 在 (6) 与 (7) 我 们 要 加 上 另 一 项 ann 要 处 理 
K =x + Aasens Espanfe,,- Ents 
这 时 我 们 只 须 多 计算 一 个 系数 ， 因 为 其 它 的 系数 仍然 不 改变 ， 
更 一 般 地 ， 如 果 考 虑 任意 xEX，x 不 必 在 了 一 spanfe e 
en 中 ,我 们 可 以 由 下 式 定义 yEY n, 


(8a) y= |, <x,e»e,, 


get 
和 前 面 一 样 ， 这 里 # 是 固定 的 ， 然 后 由 下 式 定义 2， 
(8b) x=y+z, 
N z=x—y, ANiMzLy SHERBET SAHAR, EEE 
下 面 即 可 得 知 。 每 个 yEY ,是 线性 组 合 


= are: 
k=l 
由 于 刚才 前 面 的 讨论 ， 这 里 a=, er. 我 们 的 论断 是 对 特别 选 
择 的 ws 一 人 x,ei2，R 一 1 ,n， 我 们 将 得 到 一 个 y 使 得 2 二 x 一 y 上 y 
要 证 明 此 事 ， 首 先 注意 ， 根 据 规格 正 交 性 ， 
(9) [yP =<E<x, ee, ELX, emdemd=:|cx,eD|?. 
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NAHER, METUR Ly: 
. <z, y = XY ,= MU 
=x, Elx ee — yl? 
=ECx, elx, eD — È |x, e|? 
=0. 
因此 ,由 Pythagorean 关 系 (3) 给 出 
(10) ixj = yl? zl’. 
由 (9) 得 
(11) lzi = jx] lyi = Eae] 
因为 zl 这 0， 对 一 切 # 二 1,2,… 我 们 有 


(12*) 2 kewl <l, 
hl 


这 些 和 的 各 项 非 负 ， 所 以 构成 一 个 单调 增加 的 序列 。 这 个 序列 是 
收敛 的 ,因为 它 以 jx 下 为 上 界 , 而 这 是 无 穷 级 数 的 部 分 和 的 序列 。 
于 是 此 级 数 收敛 。 因 此 (12”) 蔓 含 下 面 的 


3.4-6 定理 〈Bessel 不 等 式 ) ” 设 (e®) 是 内 积 空间 XX 的 规格 
正 交 序列 ， 则 对 每 个 xEX 


(12) I 1<x,es1*:<1xl (Bessel TER). 


kl 


(12) 中 的 内 种 <x,e 必 称 为 x 关于 规格 正 交 序列 (es) 的 Fourier 

注意 ， 如 果 X 是 有 限 维 的 ， 则 天 中 的 每 个 规格 正 交 集 必 是 有 
限 维 的 ， 这 是 因为 它 是 线性 无 关 的 〈 据 3.4-2)》 . 于 是 ， 在 (12) 
中 这 时 是 有 限 和 。 

我 们 看 到 ,规格 正 交 序 列 使 用 起 来 很 方便 。 留 下 来 的 问题 是 。 
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如 果 给 定 任意 一 线性 无 关 序列 ， 怎 样 得 出 规格 正 交 序列 。 这 可 以 
由 一 构造 性 程序 来 完成 ， 即 关于 内 积 空间 中 的 任 一 线性 无 关 序列 
规格 正 交 化 的 Gram-Schmidt 方法 。 设 (es) 是 所 得 的 规格 正 交 序 
列 ， 则 对 每 一 9， 
span{e, , „ent =5span{X,,'",Xube 
此 方法 如 下 : 
第 一 步 (e) 的 第 一 个 元 素 是 
第 二 步 ”x 可 以 写成 
Xa =K% ee tv, 
于 是 《图 32) 
U=% (‚ee 
不 是 零 向 量 ,因为 (xj) 是 线性 无 关 的 ， 且 内 Lei 因为 os,ei> 一 0。 
所 以 可 以 取 


第 三 步 ” 向 量 
t-i 
3, (m) | 
(ed | 
| 
} 
i Ya i 
», | I 
i f 
| €2 i “] Der: | 
n-i 
4 (2.2) a EASY 
图 32 Gram-Schmidt 方 法 。 图 33 Gram-Schmidt HES 
第 二 步 情 形 # 步 情形 


*。1483。 


Ug = Ns— Xs ,6E1761 一 人 Xs 6276 


FRTFRE, Hule, Mule, W 
1 
人 


第 n 步 向 最 〈 见 第 148 页 图 33) 


a=, 


(13) Un = Xa 一 》 CXa, EAEk 


kwi 


不 是 零 向 量 , 且 与 61,… ,es-1 正 交 ， 由 此 得 


(14) e Une 


=l 
” PA) 

这 些 就 是 Gram-Schmidt FEN— RAR, E Æ HE. 
Schmidt(1907) MJ. P. Gram(1883) 各 自 独 立 提 出 来 的 。 注 意 
(13) 式 右 端 威 号 后 的 和 数 是 x 在 span{e1,… ,en-1} 上 的 投影 ， 换 
旬 话 说 ， 在 每 一 步 中 ， 我 们 从 xs 碱 去 它 在 以 前 得 出 的 x 一 1 个 正 交 
化 向 量 的 方向 上 的 那些 “分 向 量 ”。 这 样 得 出 vw。， ARM 
1/1vn1， 为 的 是 得 到 范 数 为 1 的 向 量 ， 对 任意 n，vs 不 可 能 是 零 向 
量 。 事 实 上， 如 果 # 是 vs 为 零 的 最 小 脚 标 ， 则 (13) 表 明 x 就 会 是 
Ets es 的 线性 组 合 ， 因 此 也 就 是 2 m REAS, SR 
设 {%;,… ,Xs} 是 线性 无 关 相 矛盾 。 


习 题 


1. 证 明 ” 维 内 积 空间 一 定 有 规格 正 交 向 量 { 姑 ，… ,如 组 成 的 基 ，( 无 限 
维 空间 的 情形 将 在 3.6 节 考虑 ) 

2. 当 r 之 n 时 ， 怎 样 在 R' 内 给 出 (12*) 的 几何 解释 . 

3. 从 (12*) 得 出 Schwarz 不 等 式 (3 .2 节 ) . 

4、 给 出 xEls 的 例 使 得 (12) 有 严格 的 不 等 式 . 

5。 如 果 (ei) 是 内 积 空间 X 中 的 规格 正 交 序列 ， 又 xk 且 ，! 是 
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y=)) are, mike). 
R=] 
证 明 . x 一 y 与 子 空间 7 ,一 span{e1,"… e EZ. 
6。 《Fourier 系 数 的 极 小 性 质 ) la, ,es 是 内 积 空间 美的 规格 正 交 
集 ，# 固 定 .又 设 x6E 和 是 任 一 固定 元 素 ,而 y==Bie1 十 … 十 Bue,. 于 是 ly 依 
Fen ba 用 直接 计算 来 证 明 当 且 仅 当 太一 人 x,eiP2，/ 一 12 ,时 
ey 最 小 . 
T. 设 (e) 是 内 积 空 间 尖 的 任 一 规格 正 交 序列 ,证 明 , 对 任意 的 %,yEX ， 


oo 
I) xeu, eDl <Ill . 


k=l 


8. TRRMERIWTERTEE “KZ” W Fourier 系 数 <x,e,> W 
. “大 ”的 值 ， 这 里 (ej) 是 已 知 的 规格 正 交 序列 . 更 确切 地 说 ， 使 得 Kx el] 
>>1m 的 <x,et> 的 个 数 fm 必 须 满足 Nm LME |E, 
4， 将 序列 (xo ,xuxa,…) 的 前 三 项 规格 正 交 化 ,这 里 xi 一 局,tiE[ 一 1,1]。 
定义 
= | Oudt, 


10. Bin d)=r, aG) ==t, 且 %a( 嫉 =1,1E[ 一 1,11. 将 此 三 向 量 依 现 
在 的 次 序 规格 正 交 化 〔 按 4 题 所 给 的 内 积 ) .将 结果 与 9 题 比较 ， 并 作 评论 . 


3.5 关于 规格 正 交 序列 与 规格 正 交集 的 级 数 


若干 结果 和 问题 都 牵涉 到 Bessel 不 等 式 . 在 本 节 中 ， 首 先 考 
. BRR “Fourier 系 数 ”, 然 后 是 关于 规格 正 交 序 列 的 无 穷 级 数 ， 
最 后 对 不 可 数 的 规格 正 交集 作 初 步 探讨 。 

3.5-1 例 (Fourier 级 数 ) 形 如 


oo 
(1*) + J, (acoskt-+bssinkt) 


的 级 数 叫 三 角 级 数 。R 上 的 实 值 函数 叫 周 期 国 数 ， 如 果 存 在 -个 
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nn anne nenn nn ee nn Hrn on nn an onen vr ee er 


正 数 p (叫做 x 的 周期 ) 使 得 x(t 十 Pp) =x( 四 对 一 切 tER 成 立 。 
设 x 是 以 27 为 周期 的 连续 水 数 。 按 定义 ，x 的 Fourier 级 数 是 
形 如 (19) 的 三 角 级 数 ， 系 数 o 和 灸 由 也 uler 公 式 给 


28 
(2) =; f x(t)dt, 
1 f” 
mm 一 二 f x(t)cosktdt k=1,2,--, 
b= {xsi 
nn a x(t)sinktdt k=1,2,..., 


这 些 系数 叫 % 的 Fourier 系数 。 
如 果 X 的 Fourier 级 数 对 每 个 ! 收 化 且 和 为 x(， 则 记 为 


Co 
(1) x(d=a,+ > (mcoskt+bisin kt). 


kei 

因为 x 的 周期 为 2r， 在 (2) 式 中 可 以 用 任意 另 一 个 长 度 为 2z 
的 积分 区 间 代 替 [0,2r]， 例 如 [一 交 ,z]。 

Fourier 级 数 最 先 由 了 Bernoulli 〈 续 振动 、1753) 5). 
Fourier 〈 热 传导 ，1882) ， 在 研究 物理 问题 中 提出 来 的 .这 些 级 
数 有 助 于 将 复杂 的 周期 现象 用 一 些 简 单 的 周期 函数 表示 (sine 和 
cosine) 。 在 处 理 物理 学 中 的 一 些微 分 方程 时 它们 有 各 种 各 样 的 
应 用 。【〔 振 动 ， 热 传导 ， 位 势 问 题 ， 等 等 》 

从 (2) 看 出 ， 定 出 Fourier 系 数 需 要 用 积分 。 为 帮助 以 前 未 曾 


接触 过 Fourier 级 数 的 读者 ， 举 一 例 说 明之 〈( 见 图 34) 
—afa<t<a/2 


t 
= Gi af2<t<3n/2 

H x(t+27)=x(t). BHDIB a 二 0，k 二 0,1,*…。. 为 方便 起 见 , 选 

择 [ 一 z/2,3x/2] 为 积分 区 间 进 行 积分 


1 ("2 1 [7 . 
b= | tsinktdt+ -=| (x—t)sinktat 
F J-a N Ja,2 
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二 一 _ 工 [tcoskt]|* 和 2 +,” cos kidt 
zk u ak Jeun 


. 1 fer 
=- [ (a—t)coskt ls — en | cosktdt 


„k = 
=- sin a ‚k=1,2,- 


图 34 ”局 期 为 2x 的 函数 % 的 图 象 ， 这 里 


n 3a 


Dante -~ 到, 5) ,x atte 5, 3 


因此 (1) 取 下 之 形式 


=) =—-(sint- -Hsin 3:+ 1 sin 5f 一 …)。 


5? 
读者 可 以 作出 前 三 项 的 和 的 图 形 与 图 34 中 x 的 图 形 相 比 较 ， 
现在 回 到 一 般 的 Fourier 级 数 ， 我 们 要 问 它们 怎样 与 前 节 介 
绍 的 本 请 与 形式 的 规定 相 一 致 。 显 然 ，(1 ) 的 正弦 与 余弦 函数 是 
3.45 BIFA] (m) 5 (0), WE : 
ta (t) =coskt vi (t) =sinkt 
因此 ， 可 以 将 (1) 表 为 


(3) x(t) =a, (t) + > Casus (t) + bevs (t) le 


MAERU E3), EFA 2n 作 积分 。 这 意味 着 按 3.4-5 
+ 152。 


定义 用 刀 取 内 积 。 假定 逐 项 积分 是 允许 的 《有 一 致 收敛 性 就 可 保 
u). AA) 55 (0a) 的 正 交 性 以 及 Wy 对 一 切 1 了 ,6 成立 这 一 事 
实 ， 则 得 出 

KU DOKU U? + ELU, > HOCU, yY] 


= UREP + u> 


- =q; ju; |*= {ee j=1,2, =, 

3.105). M, WEEG Uu, EHDA RHET, Mi 
<x, v> =b; 4v} = nb; j=1,2,.…。 

解 出 oy 与 5;， 并 用 规格 正 交 序 列 (ey) 与 (8y)， 这 里 er 一 [ay 人 

53, =lv,| oy， 我 们 得 到 


2xa, J 一 0 


=t = l 
G; [ul <x, up= bul CX ,E27 , 
(4) 


1 1 
b; =, P er 
这 与 (2) 是 恒 等 的 。 它 表明 在 (3) 式 


antte (t) =u | ,ER un (t) =CK,ender(f). 
对 于 wo (办 也 有 类 似 的 结果 。 因 此 ， 我 们 可 以 将 Fourier A% (1) 
表 为 如 下 形式 


CoO 
(5)  X=<X, 6 eot I, [<X, Eert X, Ein] 


这 表明 前 节 中 采用 Fourier 系 数 这 个 术语 是 适当 的 。 

在 结束 本 例 时 ， 我 们 指出 ， 读 者 可 以 参阅 W., Rogosinski 
(1959) Fourier 级 数 引 论 以 及 有 关 文 献 ，R. V, Churchill 
(1963) 。77 一 112 页 与 Kreyszig (1972), 377—407 K. f 

我 们 的 例子 涉及 无 穷 级 数 ， 因 而 要 问 ， 怎 样 将 上 述 思 想 推广 
到 另外 的 规格 正 交 序列 ， 且 与 其 相应 的 级 数 的 收敛 性 有 什么 结 


-183 。， 


ee ee ee me un pp ee yae es MAR Lae eko adk aa aae aeto e o 


R. 
在 Hitlbert 空 间 石 中 任 给 一 个 规格 正 交 序列 (es)， 考 虑 如 下 
形式 的 级 数 


(6) S ares, 


k=l 
这 里 a1,Q，… 是 任意 纯 量 。 如 2.3 节 中 的 定义 ， 称 这 样 的 级 数 收 化 
HAMAS, WREE sEi 使 得 部 分 和 序列 (sa) 
Sn 一 CI 十 … 十 CoEn 


收敛 到 s， 即 是 ，|s。 一 sj 一 0 当 n>o, 


3.5-2 ”定理 《收敛 性 ) le) Hilbert jH rh ig 
正 交 序列 。 则 

(a) 级 数 (6) RK Gk H 中 的 范 数 ) 当 且 仅 当 以 下 的 级 数 收 
Kı 


(7) L jal? 
(b) WRAK (6k, MAAE Fourier R4, e, 
这 里 x 表 (6) 之 和 。 因 此 ， 在 这 种 情形 时 ，(6) 可 表示 为 


oo 


(8) x= L CX, Eh? Eke 


kei 


(c) 对 任意 的 xE 及 ， 系 数 为 am, RE (6) 收敛 《 按 
Hr) . 


证 明 (a) 设 
Sn 一 Ciel 十 … 十 Cner， On 二 |a| ++ laal?e 


则 因为 规格 正 交 性， 对 任意 的 mkm, 
“154: 


ih ee i Dom en 


hss— Smh = fam Eme H Hanen 
‘ jan. + +#la.l’=0.— 9m. 
因此 (sn) EHE Cauchy 序 列 当 且 仅 当 (o;) 是 R 中 的 Cauehy 序 
列 。 由 于 互 与 R 都 是 完备 的 ， (Ga) 得 证 。 
(b) 作 sx 与 ey 的 内 积 ， 并 利用 规格 正 交 性 ， 我 们 有 
Sn ep =a; Ni=l,,k ksrHRÄEN) 。 
由 假设 s* 一 x， 因 内 积 的 连续 性 〈 见 引 理 3.2-2) ， 
ls €) ->《X，E17 Gk). 
这 里 ， 因 为 gp~>coe，A 可 以 是 任意 一 个 正 整数 (ku). MA, az= 
《Xx,E7》 对 每 个 j= 二 1,2,… 成 立 。 
(c) 由 定理 3.4-6 的 Bessel 不 等 式 知 级 数 


oo 


2 Ix ,el 


kml 


收敛 。 据 此 以 及 (四 可 以 肯定 (0) 必 成 立 , 有 


在 内 积 空 间 六 中 ,如 果 它 的 规格 正 交 族 (en) RE 是 不 可 数 的 
(由 于 指标 集 1 不 可 数 ) ， 我 们 仍 能 构造 xEX 的 Fourier 系数 
<x,e 心 ， 这 里 RE 了 T。 现 在 引用 3.4 中 (12*)， 断定 ， 对 每 个 固定 的 
m 二 1,2,… 使 得 |《<x,et》| 之 1/m 的 Fourier 系 数 的 个 数 一 定 是 有 限 
-的 ,于 是 证 得 以 下 值得 注意 的 引 理 ， 


3.5-3 ” 引 理 (Fourier 系 数 ) 内 积 空 间 关 的 任 一 x， 对 于 
文中 的 规格 正 交 族 (eu), REIL, 至 多 只 可 能 有 可 数 多 个 非 零 的 
Forier 系 数 ， 


因此 ， 对 任意 圈定 的 XE 有， 可 以 产生 一 个 类 似 于 (8) 的 级 数 


a 
> IR ERCk 


(9) 2 
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且 可 以 将 使 <x,e 巡 天 0 的 os 排 成 一 个 序列 (e1,e，,…)， 于 是 (9) 就 
成 为 (8) 的 形式 。 它 的 收 敏 性 由 定理 3.5-2 得 出 。 我 们 证 明 其 和 不 
依 驻 于 诸 ex 在 序列 中 排列 的 顺序 。 


证 明 。 设 (zxm) 是 (es) 的 一 个 排列 。 按 定义 这 存在 N 到 自身 上 
的 双 射 映 象 nr->m(n)， 使 二 序列 对 应 的 项 是 相同 的 , 即 wWnin) 二 En。 
令 


An =L, En), Bn=C%X, Um) 
和 
oo oo 
Xi 一 L Anla X, 一 L Pm unm. 
Rej mel 


ThE 3.5-2(b) 
Cn 一 (XeEa> 一 Mi,Ea7>， Bm =X, Wm) =X, Wn) o 
HF Ees = Umas 于 是 我 们 得 到 
LX, — Xr ERIK, Een? — X, Umm? 
一 《Xen> 一 《X Un? = 0 
类 似 地 ，《x: 一 % ,ma> 一 0。 这 蕴含 
lx, =x = —x,, Zanen— EPmnwm> 
= Dal — X, „en? — Bm —%,, wm) =0 
Alto —=0,81%=%. 87 (Wma) 是 (es) 的 任意 一 个 排列 。 定 
ES. 


习 题 


1. 如 果 (6) 收 敛 其 和 为 x， 证 明 (7) 的 和 为 hxla. 

2. 从 (1) 与 (2) 导 出 任 一 以 p 为 周期 的 函数 Erin Fourier 级 数 
BAR. 
3. 举例 说 明 收 剑 级 数 C%,es2es 其 和 不 必 为 x. 
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4。 如 果 (xf) 是 内 积 空间 A GANERA xlt jelt et, E 
粗 (s) 是 一 个 Cauchy 序 列 ， 这 里 # 一 和 十 … 十 入 . 

5. 证 明 ， 在 蕊 ilbert 空 间 瑟 中 ， 了 1xih 的 收 伍 性 覃 含 忆 xi 的 收敛 性 . 

6. 设 (ei) 是 Hilbert 空 间 瓦 中 的 规格 正 交 序列 证明， 如 果 


co oo æ 
x=) ae, y= $Bies, wj <x, y= ) ağ 
‚=j := 


:ml 


是 绝对 收敛 的 . 
了 T. 设 (eb 是 Hilbert 空 间 互 的 一 个 规格 正 交 序列 .证 明 ， 对 每 个 EH, 
A 


oo 
v-)) CX ,ECR 


kl 


在 了 中 存在 ， 且 x 一 y 与 每 个 el 正 交 . 
和 8.” 设 (es) 是 Hilbert 空 间 H 的 一 个 规格 正 交 序列 ，M = span(e)， 证 
B,RERBSCcH A xeM , 当 且 仅 当 x 能 表 成 (6) 的 形式 ,其 系数 ws 一 人 x,eb>。 
9。 设 (es) 与 (6,) 是 Hilbert 空间 的 规格 正 交 序列 ，Mai 一 span(es) 与 
M:=span(č,). Asa, WHM =M u HN 


oo 
(0) =) Omm (= Amen, an= aE a. 


Mm] 


10. 写 出 引 理 3.5-~3 的 详细 证 明 ， 


3.6 完全 规格 正 交集 与 序列 


在 内 积 空间 和 Hilbert 空间 中 ， 真 正 有 兴趣 的 规格 正 交 集 由 
“充分 多 ”的 元 素 组 成 ， 使 得 利用 这 样 的 规格 正 交集 ， 空 间 中 的 
每 个 元 素 都 可 以 由 它 表示 ， 或 者 得 到 与 该 元 素 充分 精确 的 逼近 ， 
在 有 限 维 空间 ， 情 况 很 简单， 它 就 是 个 元 素 的 规格 正 交 集 。 问 
题 是 对 于 无 限 维 空间 我 们 该 怎么 办 。 以 下 是 有 关 的 概念 。 


3.6-1 定义 《完全 规格 正 交集 ) ”在 赋 范 空间 六 中 的 完 


全 集 〈 基 本 集 》 是 -- 子 集 MCX， 及 的 生成 (span M) EXpH 
密 〈 见 1.3-5). 据 此 ， 在 内 积 空间 X 中 一 规格 正 交 集 〈 或 序列 ， 
或 族 ) 在 关中 是 完全 的 ， 则 称 为 六 中 的 完全 规格 正 交集 @ (或 序列 ， 
R) | 
M 在 关中 完全 当 且 仅 当 
spanM =X. 
”根据 定义 这 是 显然 的 。 

区 中 的 完全 规格 正 交 族 有 时 也 叫做 着 的 规格 正 交 基 。 应 该 注 
意 ， 将 正视 为 向 量 空间 时 ， 它 不 是 代数 意义 的 基 【〈 除 非 忒 是 有 限 
维 的 ) 。 

在 每 个 Hilbert 空间 厅 关 {0} 中 都 存在 完全 规格 正 交集 。 

对 有 限 维 空间 H 这 是 显然 的 。 对 无 限 维 可 分 的 豆 〈 见 1.3- 
6), H Gram-Schmidt 的 归纳 过 程 〈 普 通 归 纳 ) 得 出。 对 不 可 
分 的 五， 由 Zorn 引 理 可 以 得 出 一 个 〈 非 构造 性 ) 证 明 。 这 在 4.1 
节 里 将 要 见 到 。 那 里 为 了 别 的 目的 我 们 介绍 并 解 次 了 这 个 引 理 。 

给 定 的 Hilbert 空 间 H #40) 中-… 切 完全 规格 正 交 集 有 相同 
的 基数 。 这 个 基数 叫 Hi) Hilbert 维 数 或 正 交 维 数 。 RH = 
{0}， 此 维 数 定义 为 零 

H 是 有 限 维 时 这 个 论断 是 显然 的 ， 因 为 这 时 的 Hilbert 维 数 
就 是 代数 意义 的 维 数 。 对 无 限 维 可 分 的 H, KERRE DIE 
理 3.6-4〈 见 下 面 ) 得 出 ， 而 对 一 般 的 五， 其 证 明 需 要 集 论 的 进 
一 步 的 工具 ; ME, Hewitt K, Stromberg (1969), 246i. 

下 面 的 定理 证 明 一 个 完全 规格 正 交集 不 可 能 添加 进 新 的 元 素 
而 使 此 规格 正 交 集 进一步 扩大 。 

3.6-2 定理 (完全 性 ) 设 M 是 内 积 空间 芯 的 子 集 W 


O 有 时 也 有 人 叫 它 为 完备 的 规格 正 交集 ， 伍 我 们 只 在 定义 1.43 的 意义 下 用 完 
备 这 一 词 ,原因 夸 避 免 下 同一 词 表 完全 不 局 的 两 个 必 念 ,【 此 外 ， 有 的 作者 将 定理 3.6-2 
《1) 的 性 质 说 成 是 规格 正 交 集 几 的 “ 完 省 性 ”， 我 们 也 不 采用 这 个 说 法 ,] 
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(a) 如果 对 在 忒 中 完全 ， 则 不 存在 非 零 的 XXX， 使 天 同 
M 中 的 每 个 元 直 交 。 即 是 

(1) xLM > x=0, 

b) MRS, HM EX HORSE, w REER 
分 的 。 

WA, (a)i H EX trial M3.2-3, mX RAA H i 
FZANzEH mE, hBi, MEX pZ, MAM 的 生成 
EXHME, Atb H 中 稠密 。 现 在 ， 引 理 3.3-7 蕴 含 邓 在 
H 中 的 正 交 补 是 {0}。 更 有 ， 如 果 xXE 和 全 日 YX LM， 则 xx 一 0。 

(b) 如 果 芝 是 Hilbert 空间 ， 且 M 满足 定理 的 条 件 ， 所 以 
M:'=1{0}. WEM 3.3-7 AS M 在 碟 中 完全 .全 


在 (b) 中 的 完备 性 是 本 质 的 。 MEXR A, TERE 
AREZ MEX EM EX FR L2.JT. Dixzmier (1953) 给 出 
过 人 和 例子， 也 可 参看 N. Bourbaki (1955)155 页 。 

判别 完全 性 的 另 一 个 重要 准则 可 以 从 Bessel RER CH 3, 
4-6) 得 出 .为 此 目的 ， 我 们 考虑 Hilbert 空间 太 中 任 给 的 规格 
正 交集 M。 从 引 理 3.5-3 知 ， 对 每 个 固定 的 xH 至 多 有 可 数 多 
个 非 零 的 Fourier 系数 ， 所 以 可 以 把 它们 排 成 一 个 序列 ， 比 方 
说 ，《x ,el>，《X ,ez>，，… 。Bessel KER (3.4-6) 是 


(2) B kaeth, (Bessel 不 等 式 ) 
k 


其 左 端 是 无 穷 级 数 或 者 是 有 限 和 。 如 果 等 号 成 立 ， 就 变 成 
(3) Six, epl = fx (Parseval 公式 )， 


于 是 得 出 判别 完全 性 的 另 一 准则 。 
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3.6-3 EEE) Hilbert za H 中 的 规格 正 交 集 M 
在 瑟 中 完全 当 且 仅 当 对 一 切 x《 瑟 ， 有 Parseval 公式 (3) 成 立 
CE x RF M BiR Fourier 系数 上 求 和 ) 。 


证 明 。(a) 如 果敢 不 完全 ， 由 定理 3.6-2, EEFE 
xH, x LM. 既然 * 上 M， 则 (3 ) 中 ， 对 一 切中 有 “<x,e 必 一 0， 
所 以 (3 ) 式 左 端 是 零 ， 但 1x1* 关 0。 这 表明 《3 ) 式 不 成 立 , 因 此 ，. 
如 果 (3 ) 对 一 切 x& 态 成立 ， 则 许 在 是 中 必 是 完全 的 。 


ORZ, R MEH EZZ, ARE S 的 xx 如 和 它 
RIEF Fourier 系数 (H 3.5-3). 它们 被 排 成 序列 4x,el>， 
<x,ez>,…， 如果 只 有 有 限 项 ， 则 将 其 排 成 确定 的 顺序 ， 现 在 定 
义 y 如 下 、: 

(4) Y=} <x, eer, 

k 


注意 ， 在 无 穷 级 数 的 情形 ， 收 敛 性 由 定 理 3.5-2 得 出 。 现 证 明 
x-ylM. SNSTHHE (4) 中 的 ey， 利 用 规格 正 交 性 


KYseD=iX,ed— IX, edle, e) =X, 80 — LX, e) 
k 
一 0。 

而 对 每 个 ovEM， 又 2 不 在 (4) 中 ， 我 们 有 《x,o> 一 0， 所 以 

xy, =x, vd) \x,e,xe,D=0-0=0, 

k 

i AiE, x—y LM, Bp x—y£M:. 因 对 在 五 中 完全 ， 根据 3 .3-7 
q1M'={0}. 综合 可 得 x 一 = 一 0。 即 是 ，x 一 /， 利 用 (4) 及 规格 
正 交 性 。 于 是 从 

xj =<] Cx, ewen, I, CX, emdend= I LAE, e 

k m h 
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得 到 (3) 式 .证 毕 。 是 

现在 回 到 可 分 Hilbert 空间 。 按 定义 1.3-5， 这 一 种 空间 有 
TRATE, 95 Hilbert 空 间 比 不 可 分 的 简单 些 ， 因 它 不 可 能 
含 不 可 数 规格 正 交 集 。 


3.6-4 ”定理 〈 可 分 Hilbert 空间 ) HÆ Hilbert 空间 , 则 
(a) WRH ETSK, H 中 的 每 个 规格 正 交集 是 可 数 的 。 
O WRH 含有 完全 规格 正 交 序列 ， 则 只 是 可 分 的 ， 


IB. )XH MS, BEMHE-BR, MAE-HNR 
正 交集 ， 则 M 中 任意 两 不 同 的 元 x,y 的 距离 是 W 2 ， 因 为 

| > 一旦 一 <x 一 yx 一 办 一 人 ,从 十 人 办 一 2。 
因此 ，x,y 的 半径 为 MV 2 BRRR Ne, Ny TAZ, ABEH 
HA, WA EOE EN: h, moB EN, h, Abb ( 因 
NNN, =). A i, WEM 不 可 数 ， 则 有 不 可 数 多 个 这 祥 
的 互 不 相交 的 球 邻 域 〈 对 每 个 xEM 有 一 个 这 样 的 邻 域 ) ， 于 是 
B 不 可 数 。 因 BRERA, RERA H RETRATA, 
这 同 H 是 可 分 的 矛盾 ， 由 此 断定 M 必 可 数 。 

O 设 (eu) 是 五 中 完全 规格 正 交 序列 ，4 是 一 切线 性 组 合 

yete -+p en n=1,2, 


所 成 的 集 ， 这 里 vi’ =” + ib” Ba SEP RAER GRH 


ZEN, b’=0). BR, AAMAR. RITET WEH NT 
xH, Ke>0, 存在 "4 使 |x 一 "xi<e， R4 h AEH h A 
密 。 

因为 序列 (eg 在 已 中 完全 ， 故 存在 ?, 使 得 了 ,一 span{er… 
ea} 含有 这 样 的 点 ， 从 x 到 此 点 的 距离 小 F e/2. Mil, Ix—yl 
<ayf2， 这 里 # 是 x 在 了 * 上 的 正 交 投影 ，y 由 下 式 给 出 [ 见 3 .4 之 (8) 
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RI 


y= J CX, e Er 


k=l 


因此 ， 有 


lx- } <x, evel 


k=l 


由 于 有 理 数 在 RER, NET 存在 一 个 7 名， (具有 
有 理 实 部 和 虚 部 ) 使 得 


| 


并 [<x enm yi Jerj<e/2. 


kei 


因此 ， 由 


` n 
v=} ye 
kel 


jx—o]=]x—} vi” eil 


<Ix-) <x evelti} &, da resl 


£ 
2 


这 就 证 明 AEHN HRS, HFARTEH, MAH AS. 


< +7=. 


在 应 用 中 ， 使 用 Hilbert 空间 ， 人 们 必须 知道 在 特定 的 场合 
下 要 选取 什么 样 的 完全 规格 正 交集 ， 以 及 如 何 去 研 究 这 种 集 的 元 
RER. ETTER., NRERRZANFRBITHR. BUE 
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有 这 里 所 提出 的 那 种 有 实际 兴趣 的 特殊 函数 ， 这 些 函数 已 经 被 研 
究 得 很 详尽 了 。 作 为 本 节 的 结束 ， 我 们 指出 ， 由 我 们 的 讨论 还 能 
得 出 进一步 的 有 基本 意义 的 重要 结果 ， 它 可 以 用 Hilbert 空间 的 
同 构 这 个 术语 来 表述 。 为 此 ， 首 先 回忆 3.2 节 如 下 概念 。 

同一 域 上 的 Hilbert za] H 3] Hilbert 空间 得 上 的 同 构 是 
一 个 双 射 线性 算 子 了: 订 ~> 吾 ， 使 得 对 所 有 的 x,KE 瑟 有 

15 ) <Tx,Tp=x,y. 
这 时 Hm Amt Hilbert 空间 。 因 为 是 线性 的 ， 它 保持 
其 向 量 空间 结构 ， 又 (5 ) 表 明 工 是 等 距 的 。 据 此 及 T 的 双 射 性 ， 
ANH aA 它们 之 上 的 代数 结构 以 及 它们 之 上 的 度量 都 没有 区 
别 。 除 去 元 素 的 性 质 而 外 ， 本 质 上 它们 是 相同 的 ， 所 以 我 们 可 将 
F aka H 的 每 个 元 素 贴 上 一 个 “标签 ”7 得 来 的 ， 或 者 视 H 
和 荆 是 同一 抽象 空间 的 复印 品 ， 正 如 我 们 En t Euclidean 空 
间 里 常常 做 的 那样 。 

使 我 们 深 受 鼓舞 的 是 ， 对 每 个 Hilbert 维 数 ( 见 本 节 开 头 ) 只 
有 - -个 抽象 的 实 Hilbert 空间 和 - -个 抽象 的 复 Hilbert 空 A. M 
名 话说 ， 同 --- 域 上 两 个 抽象 的 Hilbert 室 间 只 Hilbert 维 数 上 
的 差别 。 这 推广 了 Euclidean 空间 的 情形 ， 以 下 的 定理 就 表明 这 
TER. 


3.6-5 定理 ( 同 构 与 Hilbert 维 数 ) 同 为 实 的 或 复 的 
Hilbert 空间 已 与 各 是 同 构 的 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 Hilbert 维 
EL. 


TE. mR H SH AHUNET:H>H 是 一 个 同 构 ， 
则 ( 5 ) 表 明石 中 的 规格 正 交 元 素 在 个 下 的 象 是 规格 正 交 的 。 由 
于 了 是 双 射 ， 于 是 我 们 断定 人 KHH 中 的 每 个 完全 规格 正 交 集 映 
成 季 中 一 个 完全 规格 正 交集 。 因 此 ， 妃 5 H 有 相同 的 Hilbert 
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ER. 

(b) RZ, it H 5 A Am 的 Hilbert &%. 4H = 
{0} 与 可 =-{0} 时 是 平凡 的 。 设 Ht, w Eo, a Hp 
任意 完全 规格 正 交集 M 和 丘 中 的 任意 完全 规格 正 交 集 铬 有 相 
人 同 的 基数 ， 于 是 可 以 用 相同 的 指标 集 { 入 来 标记 它们 , 记 财 = (e) 
5M=(s,) 

ATES H 5f 是 同 构 的 ， 我 们 构造 HAH 上 的 一 个 同 
构 。 对 每 个 xk 日 我 们 有 

(6) x= <I, EEr 9 

h 


这 里 右 端 是 有 限 项 的 和 或 是 无 穷 级 数 ( 见 3.5-3)， 且 由 Bessel 不 
ER) xen cooki EX 
k 


(7) x=Tx= 》 Cte . 
k 


H 3.5-2 MARARA, TEX. ATT 是 线性 的 ， 因 为 内 
积 关于 第 一 个 因子 是 线性 的 ，7 是 等 距 的 ， 因 为 先 由 (7) 再 由 (6) 
得 出 


P=17x1= 2 eol I. 
k 


了 出 此 ， 及 3.1 节 中 的 (9)，(10) 看 出 ，7 保持 内 积 不 变 。 而 且 等 
EAEAN. EXEL, mg Tx=Ty, M 
(x-yl=1T &—-yJ1=17Tx-Tyl=0. 
所 以 x=y， 根 据 2.6-10 知 了 是 内 射 。 
最 后 ， 我 们 证 明 了 ERN. ERALA 中 之 元 


x J asse 
k 


Hi Bessel FER, RIEL la <o, 因此 
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> ,anes 
k 


是 有 限 和 ， 或 是 收敛 于 EH 的 级 数 (由 3.5-2)， 且 根据 同一 定 
maa= e. 于 是 由 (7 ) 得 %=Tx。 由 于 %E 且 是 任意 的 。 
这 证 明了 是 满 射 。 是 


7 习 m 


1. 如 果 下 是 内 积 空间 A 的 规格 正 交 基 ， 我 们 能 否 表 每 个 xEX HF 
中 的 元 素 的 线 狂 组 合 ( 按 定义 ， 线 性 组 合 由 有 限 项 组 成 )。 

2. 证 明 ， 如 果 Hilbert 空间 H 的 正 交 维 数 是 有 限 的 ， 则 它 等 于 视 其 
DARZHE H 的 维 数 ; 反之 ， 如 果 后 者 是 有 限时 ， 证 明 前 者 也 是 有 限 
的 ， 

3. 由 初等 几何 的 什么 定理 使 ( 3 JE n 维 Euclidean 空间 成 立 ? 

4. 出 (3 ) 导 出 下 面 的 公式 〔 它 通常 叫做 Parseval AR) 


C= EEDI, en. 
k 


woo 5. WA. Hilbert 空间 H HERRER (e), kE 是 完全 的 当 且 仅 
当 对 H 中 的 一 切 x,y，4 题 中 的 关系 成 立 。 
6. RH Za Hilbert $0, M Æ 肪 中 的 可 数 向 窗子 集 。 证 明 ， 
利用 Gram-Schmidt 方法 从 M 可 以 得 出 一 个 完全 规格 正 交 序列 。 
7。 证 盟 ， 如 果 一 个 Hilbert 空间 H 是 可 分 的 ， 则 五 中 的 完全 规格 
正 交 集 的 存在 性 可 以 不 用 Zorn 引 理 证 得 。 
8. 证 明 ， 对 可 分 Hilbert 空间 H 中 任意 的 规格 正 交 序列 F, MEE 
-完全 规格 正 交 序列 全 它 含有 F. 
I. 设 肝 是 内 积 空间 六 的 完全 和 集 。 如 果 对 一 切 的 xEM Kir, 
<w,x>, Mj v=w, 
10. &M & Hilbert 空间 H TR, v‚weH, BEN—IxEM, 
Eo,n=w, ORAA v=w, MR v we 此 关系 都 成 立 ， 证 有明 
MEH 中 是 完全 的 。 
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3.7 Legendre 多 项 式 ，Hermite 多 项 式 和 
Laguerre 多 项 式 


Hilbert 空间 的 理论 在 泛 函 分 析 的 各 种 论题 中 得 到 应 用 。 在 
本 节 里 我 们 要 讨论 在 实际 问题 中 〈 例 如 在 11 章 我 们 将 见 到 的 量子 
力学 里 ) 频频 使 用 的 一 些 完 全 规格 正 交 序列 与 正 交 序列 。 这 些 序 
列 的 性 质 已 经 被 研究 得 很 详尽 了 。 标 准 的 参考 材料 被 列 在 附 录 3 
WA, Erdelyi et al，(1953-55) 中 。 
本 节 是 选读 材料 。 


3,7-1 Legendre 多 项 式 ”在 [一 1,1] 上 的 一 切实 值 连续 R 
数 的 内 积 室 间 七 其 内 积 定 义 为 ， 


Cx, w= x(WyDa, 


根据 定理 83.2~3 它 可 以 完备 化 。 这 就 给 出 了 一 个 Hilbert 空间 , 记 
3 LT -1,1] (可 以 参看 例 3.1-5) . 

我 们 希望 得 到 上 区 一 1,1] 中 的 一 个 完全 规格 正 交 序 列 ， 要 求 
组 成 此 序列 的 函数 我 们 容易 处 理 ， 多 项 式 就 合 平 这 个 要 求 . 通过 
一 个 简单 的 办 法 这 个 愿望 能 够 实现 ， 我 们 从 赛 函 数 zx， 各" 

(1) de, (H) =t, e, set, tEL-1,1] 
这 个 序列 是 线性 无 关 的 。{ 证 明 ?) 应 用 Gram-Schmidt 方法 (3.4 
节 )， 我 们 得 到 一 个 规格 正 交 序列 (ea) .每 个 es 是 -一 多项式， 因 
为 在 作 es 的 过 程 中 取 的 是 x; 的 线性 组 合 。es 的 次 数 En 我 们 
将 看 到 

(en) 在 Lf 一 1,1] 中 是 完全 的 ， 
WR. 3,2-3, EW=-ANEIT-L1H ME. A 


ce 16% « 


-t 


此 ， 对 任意 固定 的 EL 一 1,1] 与 任意 给 定 的 E>0, FELL, 
1] 上 的 一 个 连续 函数 y 使 得 
lx 一 中 < 于。 
对 这 个 存在 一 多 项 式 z 使得， 对 一 切 4E[ 一 1,11， 
(CD 一 xD I< 
这 个 结果 是 根据 在 4.11 节 里 我 们 要 证明 Ag Weierstrass E DE 
理 而 得 出 ， 且 由 此 有 
ly 一 中 =| uOe ataie) = 


再 利用 三 角 不 等 式 。 综 合 起 来 可 得 

Ix—z]<1x-yl+ly—z|<e. 
Gram-Schmidt 方法 的 定义 表明 ， 由 (1)， 对 充分 大 的 m， 我 们 
有 zESpan{eo,… 6m} e A ELT —1,1], Hec ESH, (en) 
的 完全 性 得 证 . 上 


为 了 实际 应 用 ， 要 求 各 e* 用 显 式 表示 ， 我 们 给 出 


Qa) eal) =y FELPO n=0,1, 
这 里 
(2b) P(t) un a -rl (P —1)* J. 


P, Wk n x Legendre 多 项 式 。 AR (2b) gk Rodrigues A 式 。 
(2a) 中 的 平方 根 式 其 作用 是 使 得 lenj=1。.*” 这 个 人 性质 我 们 不 作 


证 明 , 因 为 不 用 它 。 


应 用 二 项 式 定 理 于 ( 世 一 1)"， 且 逐 项 微分 4 次 ， 从 (2b) 我 们 得 


o AEE: 原文 此 处 有 误 。 
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ZE, N=n/2, MEn EAR N=(a—1)/2, M Rn ERK, 
因此 (图 35) , 
PD =1, P) =t, 


@) Po=,@-), P =} (5—3), 
P,® (851° - 308° +3), 


Pu (= (831° — 708° +151) . 
等 等 。 


图 35 Legendre 多 项 式 


(22) 与 (2b) 的 证 明 。 证 明 分 为 (a) ，(b) 两 部 分 。 在 (a) 中 我 
NEH (2b AA 


(3) Pol=[[ Pre] 
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使 得 (2a) 中 的 es 其 范 数 合 于 要 求 ， 范 数 为 1。 在 (b) 这 部 分 我 们 
证 明 (P。) 是 空间 LE 一 1,1j 中 的 一 个 正 交 序列 、 这 就 足以 保证 建 
立 起 (2a)， (2b), 其 理由 如 下 。 首 先 用 yn (t) E (2a) Eža, 0 
ys 是 一 个 mn 次 多 项 式 。 于 是 由 (a) 与 (b) 得 (yn) 是 Li[ 一 1,1] 上 的 
规格 正 交 序 列 。 设 
Y=span{eo,. ,6n} =spauf{&,,, Xa} = Span{yo,.. , Yat 

这 里 ， 第 二 个 等 号 由 Gram-Schmidt 方法 的 演算 中 得 到 ， 最 后 一 
个 等 号 从 din) „=n+1 连同 {y。，,… ,ysj} 的 线性 无 关 性 ( 见 3.4-2) 
得 到 、 因 此 ys BRRR 


(4) Ye™= 2 ajeje 


JmD 
现 根 据 正 交 性 ， 
Ya LY n-i=span{yo,"" Yni} =Span{eo," ,en-1}。 
于 是 ， 对 k=0, e n= 我 们 有 


O= Yn , 6h = L ae, em =ar 
jat 


因此 (4 ) 化 为 ys=arnes。 这 里 la 一 1， 因为 lysj=1e,1==1。 实 
BRE, xs 一 十 1 或 一 1， 因 为 ys 5 es 都 是 实 的 ,由 于 在 (2c) 中 ti 
系数 是 正 的 ， 对 充分 大 的 1，yn (四 >>0。 从 3.4 节 中 的 (13), (14) 
AE (t) = 可 以 看 出 ， 对 充分 大 的 t， 也 有 es(i)>>0。 因此 
Cm 十 1， 于 是 ys 一 ea， 它 建 立 起 (2a)， 其 中 Pa 由 (2b) 确 定 。 

上 述 已 表 明 只 要 将 (a) 与 (b) 明确 用 式 子 天 出 之 后 , 证明 就 完 
RT. 


(a) 由 (2b) 导出 (3), 记 4u=f 一 1.。 函数 us 及 其 导数 
Wa) TOE =EL 处 为 0， 而 (u) = (2n), 按 分 部 积 
分 法 积分 2 次， 于 是 从 (2b) 得 


69“。 


和 


FAR] (u) (u°) "dt 


= eBay] |, ar am "rar 
=(-D°an)ı| urdi 

=2 (2n) f (1—P)rdt 

= 2 (2n) 1 cosmriragr 

tm)? 


2n+1 “ 
用 (2*n1)* 去除 ， 即 得 (3)， 


个 多 项 式 ， 只 要 证 明 当 mm<n 时 ，<xm ,Ps> 二 0 就 够 了 ， 其 中 xm 
如 (1 ) 所 定义 . 通过 mm 次 分 部 积分 ， 


2ni xm, Pay = f p t™ (ur) ™dt 


= maneo)" -af t™-'(u") -odt 
= dm en 


上 


= (Dm uno] so, 


Ran, Pd=0. ZRSERT (22) 5 (2b) 的 证 明 。 I 
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Legendre 多 项 式 是 重要 的 Legendre 微分 方程 
(5) (1—#) Pr —2tP’ +n(n+1)P,=0, 
的 解 ， 如 果 用 者 级 数 方法 解 ( 5 )， 则 可 以 得 到 (Ze). 
其 次 ， 空 间 Zfa, 的 中 的 一 个 完全 规格 正 交 序列 是 (qs)， 这 


里 
1 
(6) = 1 A P, (t) = P, (s), 
1-0 
s=] +27, . 


如 果 注 意 a<SISDNBF-1ISS<SIHENETHERHE 变换 +r>s 
下 保持 不 变 ， 从 而 得 到 证 明 。 

于 是 对 任意 的 紧 区 间 [a,b], L’la,b] 中 有 完全 规格 正 交 序 
列 ， 这 样 一 来 ， 定 理 3.6-4 董 含 

实 空间 la ,的 是 可 分 的 。 


3,7-2 Hermite SUR ”更 有 实际 兴趣 的 室 间 是 人 (一 00， 
+00), L'a, +00) L*(-0,b]. 这些 空间 &3.7-1 所 未 能 考 
虐 的 。 因 为 积分 区 间 是 元 穷 的 ，3.7~1 中 的 寞 级 数 x。, x,,，… 不 再 
AR. 但 是 如 果 对 其 中 每 一 个 用 一 个 充分 地 迅速 减 小 的 简单 函数 
ER. 可 以 期 望 得 到 一 个 有 限 的 积分 。 适 当 指数 的 指数 函数 似乎 
是 自然 地 可 充当 这 个 通 数 ， 

考虑 实 空间 天 (一 ce， 十 co)， 内 积 定义 为 


p= x(t)y(t)dt. 
应 用 Gram-Schmidt 方法 于 函数 序列 : 
w(t)=e-"/2, tw(t), Fw (t), 


指数 中 的 因子 1/2 纯粹 是 为 了 方便 ， 并 无 其 他 的 意义 ， 这 些 函 数 
MEL (一 cp， 十 ce) 中 的 元 素 。 事 实 上 ， 它 们 在 R 上 是 有 界 的 ， 
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比方 说 ， HU) | 和 对 所 有 的 t。 于 是 
| re rede [<tn] eat 


一 Rama? 27 。 
Gram-Schmidt 方法 给 出 一 规格 正 交 序列 (e,)， 这 里 (图 36》 


(7a) . e,()= a 2H n (t) 


图 36 《7a) 中 关于 Hermite 多 项 式 的 函数 (eu) 


a) He, H.d=(-Dret Fer) 


n=1,2," . 
H, minx Hermite 多 项 式 。 对 (7b) 式 求 微 商 ， 得 出 


n-żj -2 
(7c) Han DC- 1) a 1 ， 


这 里 ,如 果 # 是 偶数 , 则 入 二 n/2， 如 果 # 是 奇数 ， 则 NN=(n 一 1)/2。 
此 式 也 可 以 写成 


N 1 1 
(77) H.(t)=} LD nn) (n=2j + (20 
j=0 
前 几 个 Hermite 多 项 式 的 显 式 表示 式 是 
A,(t)=1, FA, tt)=2t, 
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(7*)  H,(f)=4r—2, H(t) =8—12t, 
H.,(t)=16t— 48° +12, l 
H,(t) =321°—160#°-+1320t. 
由 (7a) 与 (7?b) 定 义 的 序列 (es) 是 规格 正 交 的 。 


证 明 。 由 (7a) 与 (7b) 表 明 我 们 必须 证 明 
+00 0 men, 
2 (8) | e-t HH. Mdt=L 


微分 (7c')， 对 wn 之 1 有 


nys TR men 


M (-1) ' 
Hi (1) =2n (nD) (na) niet 
j=b 


~’ | =2nH ,, (t) 
这 里 M=(n—2)/2, WE n BERK, M= (n—1)/2, WR n 是 奇 
%. NAHARTHn, RM, WAERN, Mou¥R 8 ) 中 
的 指数 函数 。 冯 按 分 部 积分 法 积分 详 次 ， 则 由 (7b) 得 
(-1 pf e-r Ha (DH, (hdt = OO 


+09 
=H a(t)» | -| 2mH n (tu dt 


+00 
=—2m| H a-t) Pdt 
.0 
+09 
=(—D"2"m | Hv-mdt, 


这 里 ， 太 (1)=1。 如果 m<n， 一 次 又 一 次 积分 ， 我 NAAF, 
这 是 因为 及 其 导数 当 1> 十 oo 或 者 1-> 一 oo 时 ， 它 们 趋 近 于 零 。 
这 就 证 明了 (es) 的 正 交 性 。 现 对 m= 我们 证 明 ( 8 )。 于 是 出 
(7a) 得 出 les|=1。 设 由 一 m 对 最 后 一 个 积分 ， 记 为 了， 则 得 
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T=| era Ya. 
-00 


这 是 一 个 熟知 的 结果 。 为 了 验证 它 ， 考 虑 六， 利用 极 坐 标 r ,4 与 
dsdt 二 rdrd9， 得 出 


OO +09 林口 人 站 二 CD _ , 
=| eds| ed 一 | | @- ‘s+itdsdt 
-00 -09 


DO 一 Co 
25 (+00 
-| | e":rdrdd 
0 v ` 
on. 
=27 2 Na 


这 就 证 明了 ( 8 )。 因此 也 证 明了 (e,) 的 规格 正 交 性 。 久 


经 典 的 说 法 ， 人 们 通常 说 ( 8 ) 式 表明 鼠 。 构 成 了 关于 权 函 数 
w 的 一 个 正 交 序列 ， 这 里 w 是 开始 时 定义 的 函数 ， 

可 以 证 明 ， 按 (7a)，(7b) 定义 的 (es) 在 实 空间 上 *( 一 oo， 
0) 中 是 完全 的 ， 因此， 该 空间 是 可 分 的 。( 见 3.6-4) 。 

最 后 ， 我 们 指出 ，Hermite £ M A H, 满足 Hermite 微分 
方程 

(9) Hs—2tH‘+2nH.,.=0。 

当心 ! 不 幸 地 ， 在 文献 中 这 个 术语 用 法 不 统一 。 事 实 上， 上 由 
下 式 定义 的 函数 Hes 


He(t)=1, Het) =— pre 2-2 (eur) n=1,2,.* 
4m “Hermite 多 项 式 ”， 更 糟糕 地 是 ， 有 时 也 记 为 Hane 
Hermite 多 项 式 在 量子 力学 中 的 应 用 将 在 11.3 颗 介绍 ， 


3.7-3 Laguerre ZAR 在 [一 co，b] 或 ZL[a, 十 ce] 中 
的 完全 规格 正 交 序列 可 以 分 别 通 过 变换 1=4b 一 s 和 t=s++a 上册 
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te oh ist 一 mo re mm ar N ee = e— en en en am oe ee 


REO ASER 


So run. er pair Sr RAR ELITE CA EA ERBEN ia or irn 


0, 十 coJ] 中 的 完全 规格 正 交 序列 而 得 出 ， 
考虑 L0, +o), WA Gram-Schmidt 程序 于 序列 
et, teth, Bett. 
得 到 一 个 规格 正 交 序 列 (e,)， 可 以 证 明 (e,) 存 上 L0, 二 ce) 中 是 
完全 的 且 可 表 为 〈 见 图 37) 
(10a) es(t)=e L(t), n=0,1.2,- 
ZE, nik Laguerre 多 项 式 定义 为 


10) L=, LE Fre, 


nl 
n=1,2,* 
即 是 
(10c) 1 人 = 工人 1 u Je 
4-0 j 


图 37 (10a) 中 关于 Laguerre 多 项 式 的 函数 e。 


前 几 个 Laguerre 多 项 式 的 显 表 达 式 是 
L)=1, L(d)=1-t, 
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en ea nn m mn m 


(10) L,O)=1-2 4, L=1-314, t ur 


_ ı_2a,1 
LO=1-443- + Zt. 


Laguerre 多 项 式 L, 是 Laguerre 微分 方程 

(11) tL + (1-1) L! +nL,=0 
的 解 。 

要 进一步 对 这 个 方面 有 所 了 解 ， 请 参阅 A，Erdelyi et al, 
《1953-55)， 也 可 参 阅 R, Courant 5 D, Hilbert (1953-62). 
21. 


习 题 


1， 证 明 Legendre 微分 方程 可 以 写成 
LBP = nln DP,. 
EHARA Pme ROLF Pr 的 微分 方程 以 - PP。 ARAR 相 加 。 将 所 得 
结果 从 一 1 到 1 积分 。 证 明 (P,) 是 空间 L 红 一 1，1] 的 正 交 序列 。 
2. 从 (9b) 导 出 (2c)。 
3. 《生成 函数 ) 求证 


1 pc . 
J TT =}; (wt, 


n=) 


左 端 的 函 教 叫做 Legendre 多 项 式 生 成 的 函数 ， 关 于 各 种 特殊 函数 的 生成 
BARAMA: WR. Courant 与 D，Hilbert (1953—62), A, Erdélyi et 
al, (1953—55) 


de _ 1 -15 P loso TY” 
a G (0) 


RZEARHSERASAUGER, (38) 且 r?>>0，( 这 个 公式 在 位 势 
理论 中 很 有 用 ,) 
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Hh i 


图 38 2am 


5 用 等 级 数 方法 按 下 面 的 作法 得 出 Legendre 多 项 式 。 将 x(1) =co 十 
attat tA Legendre 微分 方程 ， 求 证 通过 决定 系数 的 方法 可 得 出 
Kx =cox tcx, AE 
nat) p nanat DE?) uL 
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xsl)= ] 一 tie, 


= ED. „DON... 
求证 对 mwEN ， 这 两 个 函数 之 } 化 成 多 项 式 ， 如 果 取 cs=(2n)1/2*(n4)? 为 
ts 的 系数 ， 则 化 成 的 多 项 式 与 P, 是 一 致 的 。 

6。 (ERAO 求证 


exp(2wt ws) =) -Hw 
%=0 


左 端的 函数 叫做 Hermite 多 项 式 的 生成 函数 。 
T. 利用 (7?b》， 求 证 
H aH MH. 
8。 对 + 微分 6 题 中 的 生成 函数 ， 求 证 
H,'(t)=2nH,-(t) (n>1). 
又 利用 ?7 题 ， 证 明 H, 满足 Hermite 微分 方程 。 
3. RENTE y' + Qn+1-B)y=) 的 Hermite 多 项 式 形 式 的 解 。 
10. 利用 8 题 来 证 明 
(eP H p’) = —2ne tH pa 
利用 上 式 ， 以 及 第 1 题 所 述 方法 ， 证 明 (7a) 定 义 的 函数 在 R 上 正 交 。 
11。 《生成 函数 ) 利用 (10c)， 证 明 


«177» 


plt, w) = er exp [-)-% LC) wr 
g nu) 


2, 对 zw 微分 11 题 中 的 如 求证 
(a) (n+ Did) (2n+ 1 mt) La nL- Ct) (ls 
ER RUE 
(b) Laat) =La C) ~ Ls’ (Ct), 
13. 利用 12 题 证 明 
(c) IL,’ (Q; =ıL,(f) 一 ?ncl( 门 。 
利用 上 式 ， 以 及 12 题 中 之 (b)， 证 明 La 满足 Laguerre 微分 方程 (11)。 
14. 求证 (10a) 中 的 函数 其 范 数 为 1。 
15. 证 明 (10a) 中 的 函数 在 空间 2[0, 十 00) 中 构成 一 个 正 交 序列 。 


3.8 Hilbert 空间 上 的 泛 函 的 表示 


在 各 种 空间 中 ， 要 知道 定义 在 它们 上 面 的 有 界线 性 记 阔 的 一 
般 形式 是 很 重要 的 问题 。 这 已 经 在 2.10 节 指出 过 并 作 了 解释 。 对 
一 般 的 Banach 空间 而 言 ， 这 种 一 般 表 示 形 式 和 其 推导 有 时 是 很 


繁 难 的 。 但 是 ， 对 Hilbert 空间 ， 情 况 却 是 惊人 的 简单 。 


3.8-1 Riesz 定理 (Hilbert 空间 上 的 泛 函 ) 在 Hilbert 


空间 五 上 的 每 个 有 界线 性 泛 函 f 都 可 表示 为 内 积 的 形式 ， 即 


(1) f (x) 一 xz7， 
这 里 z 依赖 于 了 ， 且 被 了 唯一 确定 ， 而 且 了 的 范 数 合 于 
(2) lzl=!/fl. 
证 明 。 我 们 证 


(a) 了 有 表示 式 (1)， 
(b) (1) 中 的 2 是 唯一 的 ， 
() 公式 (2) 成 立 。 

证 明 的 详细 过 程 如 下 ， 


„18: 


为 了 引出 我 们 的 证 明 思 想 ， 我 们 要 问 ， 如 果 说 (17) 式 成 立 ， 那 来 
z 必须 具备 什么 样 的 性 质 呢 ? 首先 ，> 关 0， 因 为 ， 否 则 /==0， 第 
Z, W f(x)=0 的 -- 切 xx 有 (xz 一 0， 即 是 ，《x, 办 一 0 对 了 的 零 
空间 (有) 中 的 一 切 x 成立 ,因此 LNO. RA 示 我 们 考察 
NORENHERIN(D'. 

由 2.6-9 知 W ( 旋 是 向 量 空间 ， 又 由 2.7-10 知 Nf) 是 AK. 
mE, FFOAEND+H, FRENDNMD'FU (由 投影 定理 3.3 
-1). Alt, NUN :含有 270. X 

v=f(x,)2,—/(2)% 
KXExeH AIERKHFFEHTv, 5 
F=f (x) f (20) —f (20)f(%) =0. 
ZAHLEN I). ALNO, RTE 
0=<u, z> =< (x) zo— f (2) X, 2> 
=f (x) <2, , 2 — f (2) X, 20>. 
EREC, o= jn A0 TARO RAR, RE 


f (x) =Í (z) <x, z>. 


<2,,202 
这 就 可 以 写成 (1) 的 形式 ， 其 中 
_ f(z) 

“一 Ze 


因为 xEH 是 任意 的 ，(1) 得 证 . 
b) ”我 们 证 明 (1) 中 的 z 是 唯一 的 。. 设 对 一 切 xE€H , 
f(x) =x%, ZD =X, 2). 
Wx, 2—2 =0, WEH RE 一 2 则 
&,2-2z)>=(2—-2, 2E zaz. 
因此 ， 2 一 2 一 0, 所 以 2 一 2 得 证 唯一 性 。 
.() ”最 后 证 明 (2) 式 成 立 , 如 果 f==0， 则 z=0 因而 (2) RE 
Zeifr0, Mzr0.H() (让 站 x==z) 及 2.8 节 的 (3) 式 ， 我们 
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得 到 
1zP=<2,»>=/(2) ZIfllel. 

用 | zi s Zur RA, Alzl£ifl. BRENZ Hl) 
和 Schwarz TER 3.25), # 

Klein, £lxilzl, 
RAE 

lfl=sup I, £lzl. | 

(6) 中 证 明 唯一 性 的 思想 值得 注意 ， 后 面 杰 用 到 ， 


3.8-2 IE CHA) MR, Wen WDNARZAH 
的 一 切 w 成 立 ， 则 v1 二 vs, 特别 ，<v1,w> 二 0 对 一 切 wEX 成 立 ， 则 
v=0. 

证 明 。 由 假设 ， 对 一 切 w， 有 

Lu — u W)=<,,W)—-<0,,D=0. 

Hw=v-v, Mln P=, Bit, v-n=0, 
ER o=. Bil, MR, w=0, PWE, 
则 fu i =0, Fav=0. I 


Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 共有 的 实用 意义 在 很 大 程度 
上 是 由 于 有 这 个 简单 的 Riesz Aral). 

而 且 ， 在 Hilbert 空间 算 子 理论 中 ，(1) 式 十 分 重要 ， 特 别 ， 
它 与 有 界线 性 算 子 了 的 Hilbert 伴随 算 子 7T* 相 联系 。 关 于 T+ 我 
们 将 在 下 节 定 义 它 。 为 此 上 有 目的， 我 们 需要 一 些 子 备 知识 ， 这 些 知 
识 也 不 局 限于 在 这 里 的 应 用 而 是 有 更 深刻 的 意义 。 


3.8-3 定义 〈 一 个 半 线 性 型 ) ” 设 开 ,了 是 同一 域 玉 (一 R 或 
C) 上 的 向 量 空间 ， 则 在 XXX 了 上 的 一 个 半 线 性 型 《或 一 个 半 线 
性 泛 函 ) 1 是 一 映 象 
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h; ÄxY>K 
使 得 对 一 切 X，x1 ,XE€X 与 y,y1,Y2€Y 及 一 切 纯 量 c,D。 
(3) (a) h(x ty) =h(x,,y) Halny), 
(b) — k(x,y, ty) =A, y) th (x,y), 
(c)  h(ax,y)=ah(%,y), 
(d) k(x, Pu) =h(x,y). 


A, ANR-TELREREN, MASDAR 元 则 ERER 
H, WRXSYREXKY (MK=R), N (3d) 简化 为 
h(x, Py) =Ph (x,y). 

因为 对 两 个 变 元 都 是 线性 的 ， 政 A 叫做 双 线 性 的 。 

如 果 兴 和 了 是 赋 范 空间 ， 且 如 果 存 在 正 实数 c 使 得 对 一 切 x,y 

(4) lh (x,y) | Zelxliyl, 
则 8H 做 有 界 的 ， 且 数 

(5) Wl sup. oy ati TS., | 

eret0} 

叫 化 的 范 数 ,和 

例如 ， 内 积 是 一 个 半 线 性 的 且 有 界 。 

注意 ， 从 (4) 与 (5)， 我 们 有 

(6) JA (x,y) LIA y. 、 

术语 “一 个 半 线 性 ”是 3.1 节 提出 的 。 在 定义 3.8~3， 两 个 词 
“型 ”与 “证 函 ” 都 通用 ， 使 用 这 个 或 那个 完全 看 个 人 的 爱好 . 
在 两 个 变 元 情况 下 ， 用 “型 ”似乎 稍 好 一 点 ， 而 将 “证 函 ” 一 诅 
保持 用 于 一 个 变 元 的 情形 ， 这 正如 定理 3.8-1 里 所 作 的 那样 ,以 后 
我 们 将 这 么 办 。 

十 分 有 趣 地 是 ， 从 定理 3.8-1， 可 以 得 到 在 Hilbert 空间 上 
的 半 双 线性 型 的 一 般 表 示 式 如 下 。 
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3.8-4 ”定理 (Riesz 素 示 ) i H,, Ha% Hilbert XHA 


h. HxH, >K 
是 有 界 的 半 双 线性 型 ， 则 有 表示 去 
(7) h(x,y)=<Sx,y>, 


这 里 $: 覃 ,>11; 是 一 个 有 界线 性 算 子 ，S 被 h 叭 -确定 ， 且 范 数 
(8) ISI=ihl. 


证 明 。 考 虑 h(x,y) . 它 对 ! 是 线性 的 ， 因 为 有 一 横 枉 。 为 了 能 
应 用 定理 3.8-1 ， 我 们 保持 固定 。 于 是 得 到 以 ! 为 变 元 的 表示 
式 ， 比 如 说 


h(x,y) =y, 2, 
因此 
(9) h(x,y)=<z,y> 


RE, ze, ai, ER ERBEFRI DA KEN NR 
E, ORXFTE EXUT-TAT 
S: H,>H,, z=Sx. 
将 z 一 Sx 代 入 (9) 式 ， 则 得 (7) 式 
3 是 线性 的 ， 事 实 上 ， 它 的 定义 域 是 向 量 空间 互 ,， 从 (7) 式 
及 一 个 半 线 性 型 得 
<S (ax, +Bx%,) ‚D»=h(ax, +ßx,,y) 
=ah(x,,y) +ßh(x,,y) 
=alSı y +E Sx, y> 
=<aSx, +pSx, y> 
对 一 切 yE 朵 成立， 于 是 由 引 理 3.8-2 
S (ax +ßx,)=aSx, +ßSx,. 
S 是 有 界 的 。 事 实 上 ， 除 9 一 0 是 个 平凡 的 情况 外 ， 从 (5) 与 
(7)， 有 
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sup I&5x,yD| n sup [<SX,S5x> _sup ISx] ps 

Me a SR als T p TSE 
SEPTER, HIMNISN. 

注意 到 1h| 之 4S1 可 以 通过 和 用 Schwarz KERE. WA 


sup |&Sx,y>| sup ioxllyl Zus; 
wo Illu Tze Pelija ~ 


IA] = 


(8) 式 即 得 。 


S 是 唯一 的 。 素 实 上 ， 设 存 亦 线性 算 子 .要 , 一 日 , 使 得 对 一 
切 x€EH Syeh,, 有 
h(x,y)=<Sx, = TX,y), 
则 由 引 理 3,8-2， 对 一 切 X€, 有 Sx 二 Tx ,内 此 ， 按 定义 , ST 


习 题 


1。 (空间 Ra) 求 证 Rs 上 的 任 一 线性 泛 函 六 可 以 囊 为 点 积 
f(x) =% z= fitit Ebt ke 
2. 《空间 1?) 求证 上 上 的 每 个 有 界线 性 泛 函 f 可 以 表 为 


f(x2) = 3 ti [z= (tEn. 
1=L . 

3. 如 果 z 是 内 积 空间 X 的 任 一 固定 元 素 ， 证 明 /(x) =1, DEX EE 
义 了 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 其 范 数 为 |z| 。 

i 考虑 3 题 ， 如 果 由 zi 一 /给 出 的 映 象 大 一 天 " 景 映 上 的 ， 求 证 天 一定 
是 一 个 Hilbert 空间 。 

5. 证 明 实 空间 的 对 偶 空间 是 (利用 3.8-1). 

6. 证 明定 理 3.8-1 定义 了 一 个 等 距 双 射 映 象 TIH-H’, z1>f,= 
4…， 仿 , 它 不 是 线性 的 而 是 共 罗 线 性 的 ， 即 是 az 二 po 1 一 3/ ,++Bf,。 

7. 证 明 Hilbert 空间 互 的 对 偶 空间 太 ' 是 一 个 内 积 空间 其 内 积 《 , 
EX 
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Cf ss f= Z =(v,2, 
这 里 f,(X)x=《x,z》， 等 等 。 
8. 证 明 任 一 Hilbert 空间 与 它 的 第 二 对 偶 > A H" =Y 是 同 构 的 
( 见 3.6 节 ),《 这 个 狂 质 呀 做 瑟 的 自 反 性 ,将 在 4.86 节 对 赋 范 空间 的 情形 作 详 细 
讨论 ) 
9. (BEFIEM #6 Hilbert 空间 五 的 子 集 ， 试 解释 2.10 节 13 题 
KM’ 与 3.3 节 中 MI 之 间 的 关系 。 

10. 证 明 内 积 空 间 六 上 的 内 积 《' ,*》 是 有 界 的 一 个 半 线 性 型 h。 这 里 有 的 
范 数 是 什么 ? 

11。 如 果 基 是 一 个 向 量 空间 ,而 A 是 六 XX 上 的 半 双 线性 型 ,证 明 f1(x) = 
Ai(x ,go) 对 固定 的 加 定义 了 天 上 的 线性 泛 函 fo M fz( 四 二 h(xy,y) 对 于 固定 
的 xo 也 如 此 ， 

2. 设 六 与 VY 都 是 赋 范 空间 ， 证 明基 XY 上 的 有 界 一 个 半 线 性 型 是 两 个 
变 元 的 二 元 连续 函数 。 

13. (Hermite 型 ) 设 江 是 域 瓜 上 的 向 量 空间 。 式 X 和 上 的 Hermitian 一 个 
PREN, RAA Hermitian, HEARR h: X XXK 使 得 对 一 切 
x v,zEX5aEK, 

k(x+y,2)=h(x,2)+h(y,z), 
h(ax,yJ=ah(x,y), 
hlæ, u) =h, 5). 
如 果 扩 = 民 ， 最 后 一 个 条 件 是 什么 ? HRX EDAREN, h 还 必须 
加 上 什么 条 件 ? 
14. (Schwarz 不 等 式 ) 设 处 是 一 个 向 量 空间 ,而 h 是 六 XX 上 的 Hermitian 
型 ,如 果 有 (Xx,x) 之 0 对 一 切 xEX 成 立 , 称 此 型 为 半 正 定 的 ,证明 满足 Sclwarz 
RER 
Ih(x,y)2<h(x,x)h(y,y). 
15. 《( 半 范 数 ) 如 果 甩 满足 14 题 的 条 件 TEN 
(= RE cm 


定义 了 义 上 的 半 范 数 ( 见 2.3 节 12 题 ). 


3.9 Hilbert 伴随 算 子 


前 节 的 结果 使 我 们 可 以 引入 Hilbert 空间 上 有 界线 性 算 子 的 
. 184. 


Hilbert 伴随 算 子 。 这 种 算 子 是 从 矩阵 的 问题 ， 线 性 微 分 方程 与 
线性 积分 方程 的 问题 提出 来 的 ， 我 们 将 要 着 到 由 它 可 以 定义 三 类 
重要 的 算 子 (叫做 自 伴 算 子 ， 西 算 子 和 正规 算 子 )》， 对 它们 已 作 
了 广泛 的 研究 ， 因 为 它们 在 各 种 不 同 的 应 用 中 起 着 关键 的 作用 ， 


3.9-1 定义 (Hilbert 伴随 算 子 T*) 设 T: 杂 ,> 了 ,是 一 个 有 
界线 性 算 子 ， 这 里 态 , 与 瑟 , 都 是 Hilbert 空 间 。 则 了 T 的 Hilbert 伴 戎 
算 子 T* 是 这 样 的 算 子 


T*; H,>H, 
使 得 对 一 切 xeH,, yEH, 
(1) <Tx,Ww=(x,T*y. 


当然 ， 首 先 应 证 明 这 个 定义 有 意义 ， 即 要 证 明 对 给 定 的 了， 
这 样 的 T* 的 确 存在 。 


3.9-2 ”定理 (存在 性 ) 在 定义 3.9-1 中 7 的 Hilbert 伴随 算 
子 T* 存 在 唯一 ， 且 是 有 界线 性 算 子 ， 其 范 数 为 


(2) IT*I=1Tl. 
EN. AR 
(3) h(y,x) =<y,Tx> 


EXTH xH LME BER, RERHÄRE 1 地 线 性 ， 


而 了 是 线性 的 .事实 上 ,此 型 的 共 思 线 性 从 下 面 可 以 看 出 
h(y, ax, +B%,) =<y,T (axı +ßx.)> 
=<y,aTx, +T x> 
=&aLy,Tx > +B&y,Tx> 
=äh(y,x,) +Bh(y ,x,). 


@ 我 们 可 以 用 同一 个 记号 表 甩 :与 如: 的 内 积 。 因 为 它 的 因子 就 表明 了 内 积 是 涉 
及 那个 空间 的 . 
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又 Hp 是 有 界 的 ,事实 上 ， 这 可 由 Schwarz 不 等 式 得 出 
ihly, O =u, Tol Llu LT Hyl. 
REAST IkHLITI Esh, H 
Ihl= p% ‚Tx> I<Tx,Tx>| 


rare TI. 


RHAI 

ER een 

(4) Ikl=1T7]. 

定理 3.8-4 给 出 了 h 的 Riesz 表 示 ， 将 那里 的 S 用 7T* 代替 ， 我 
们 有 | 

(5) h(y,x)=<T*y,x>, 


mA, MREHMT*HF,>H, 是 唯一 确定 的 有 界线 性 算 子 ， 其 
范 数 [ 见 (4) 为 

二 一 
这 就 证 明了 (2) .比较 (3) 与 (5) 得 到 <y,Tx>=<T 了 并 ,x>， 取 共 蜀 就 
得 到 (1)。 现 在 看 到 事实 上 7# 就 是 所 求 的 算 子 。 国 


在 我 们 研究 Hilbert 伴随 算 子 的 性 质 时 ， 利 用 以 下 的 引 理 是 
方便 的 。 


3.9-3 3E GAP wX 与 了 是 内 积 空间 ， 且 Q: 尾 -> 也 
是 有 界线 性 算 子 ， 则 

(a) 避 =0 当 和 且 仅 当 对 一 切 xEX 与 y€Y <Qx,y》==0 

(b) WRO:X>X ,AEXZEN, HXH xEeX,<0x,0> 
=0,110=0. 

证 明 。(a)Q=0 意 思 是 对 一 切 x，Qx 一 0， 且 蕴含 《Qx， 内 一 
,w=Kw,p=0.KZ, 对 一 切 x 与 y， Rx, y= (A: Qx=0 
对 一 切 x 成 立 〈 根 据 3,8-2) , WMA, REX, Q=0. 
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(b) 根据 假设 知 ， 对 每 个 :二 2x 十 HyEX ,Quo 一 0 即 是 
0=<Q(lax+y), ax +y) 
= |a|’ < 0x,» +<Qy y> +a<Qx, y> +ACQyY, 。 
由 假设 ， 知 右 端 前 两 项 为 零 , 当 a 二 1 时 得 
<Qx, +T<Q 他 一 0， 
m jasi, Hasi, kii 
一 《Qx ,办 一 QU x> 一 0。 
将 此 两 式 相 加 得 CQx,y>》= 二 0. 于 是 由 (0) 得 Q 二 0. 图 


在 这 个 引 理 的 ( 引 中 , 关 是 复 的 这 个 条 件 是 本 质 欧 .事实 上 ,如 
果 针 是 实 的 时 结论 可 能 不 成 立 , 将 平面 旋转 一 个 直角 的 旋转 Q 就 
l EARED QE RER, HOxLx, Alt, W-TxER?’,<Qx,x> 
=0, E09. ZENEREREM LASER? ) 
我 们 现在 列 出 并 证 明 Hilbert 伴随 算 子 的 一 些 一 船 性 质 。 在 
应 用 这 些 算 子 时 它们 使 用 得 很 频繁 ， 


3,9-4 ER (Hilbert HEATH He, Hr 
Hilbertzfä, S:A,>M,T:H oH, BREARTREAT Mar 


任意 纯 量 . 则 有 
(a) <T*y, > =<y, T%  (xEH,,yEHa) 
(b) (SHT)*=S*+T* 
(c) (aT)*=&T* 
(6) (d) (T*)*=T 
(e) iT*TI=177*1= ITH 
(H TT=0 <> T=0 
(9) (ST)*=T*S* (RÈH =H) 
证 明 。 


(a) 由 (1) 得 出 (6c)， 
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<T*y o= lx, T y =T x, y= y, Ta. 
6) 由 (1)， 对 一 切 x 与 y 
<x, (S+T)*yp=<(S+T)x,y> 
=(5x,D+<Tx,y> 
=x, S* y> +, T * y> 
= lx, (S*+T*) y>. 
因此 对 一 切 y， 由 3,8-2，(S 十 7)*y=(S* 十 了 4)y, 据 定 义 ， 这 就 
&(6b). 


() ERRE (SC) R5T* (ax) =aT* a. ET 
计算 再 应 用 引 理 3.9-3(a) 于 Q= (ac7)* 一 2T#， 可 得 (6c) 
«(aT)*y,m=<y, (aT) 
=<(y,a{(T)x> 
=aly,Tx> 
=T *y, x> 
=(aT*y,xD. 
(d) 记 (7T4)#=T#% 它 等 于 T ,因为 对 一 切 xEH, 5 yeH, 
Ka) SEN) 
(TH "x, y= lx, Ttp=(Tx,y) 
由 引 理 3,9-3(o)， 让 那里 的 Q== (7T*)* 一 了 ， 于 是 得 出 (64)。 


(e) RITMEATHT:A >H,MTT*r:H,>H,. HSchwarz 
TEA, E 

ITxP=<Tx,Tod=<T*Tx, OLIT TZ ixt LITT? 
F-WERHIIKNENMA, AAT PITT EYA. T, 
(7) 与 本 节 (2) 得 到 

和 区 站 人 二 了 人 村。 
AKRITTI= IT RTRERTIERNF (2) ,我 们 又 得 到 
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ITT *] = T P= T P 
H (6d) AT**=T „Frl (6e) it» 
(N 由 (6e) 我 们 立即 得 到 (67) 
() 反复 应 用 (1) 则 有 
cx, (ST)*y>=<(ST) x ,= Tx, Sty>= x, T*S*y>. 
因此 ，(ST)*y==(T*S*)y( 由 3,8-2) , 按 定义 这 就 是 (69) MI 


习 题 


1. iENO*=0,P=1. 

2. &H% Hilbert 空间 ， 了 : HH 是 双 射 有 办 线性 算 子 HEWWE 
界 ， 求 证 (T*)-! 存 在 ， 且 有 

(T*)-1=(T-1)* 

3, 设 (T,) 是 Hilbert 空 闻 上 的 有 界线 性 算 子 序列 且 7。 一 人 .求证 To 一 
T*, 

4. &H,SHıKRHilbert 空间 ， 了 :所 :一 瓦 :是 有 界线 性 子 。 如 果 MC 
H,SMıCH: &F T(M JM, REM- DTMi). 

5. KUHN M SMART A RET (M OM: 当 且 私 当 M, 
DT*(M:+). 

6。 FARM =y (T)={x]Tx=0}, RE 

(a) TKHR)ZMit, (6) [THD Ey CT), cc) MI 一 [TY 下) 二 

1. RT STAA Hilbert SsAHA2JEIHRHAREAT. DR 
lTi, o= Tax, OREH R, AT ET. 

8. RS=I+TT:H>H, RETRA. RES S(H)=H 存 
E. 

9, 证 明 Hilbert ZA LH ERRMRATT:H-H 有 有 限 维 值 域 当 且 
仅 当 了 工 可 以 表 成 如 下 形式 


Tx= YC, viw Lv; wi EH]. 
10. (EBAT) 设 (e,) 是 可 分 Hilbert 空 间 H 中 的 完全 规格 正 交 序 
列 , 现 定义 右 移 算 子 如 下 ， 它 是 一 个 线性 算 子 T: 百 - 百 使 得 Teu 一 es 对 n 一 
le ,成 立 ,解释 此 算 子 为 什么 有 这 样 称呼 . 求 其 值 域 ， 零 空间 , 范 数 ， 和 了 
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3.10 自 伴 算 子 ， 西 算 子 和 正规 算 子 


一 些 有 极其 重要 实际 意义 的 有 界线 性 算 子 类 现 可 以 用 Hilbert 
伴随 算 子 定义 如 下 。 


3,10-1 定义 〈 自 伴 的 ， 西 的 与 正规 的 算 子 ) Hilbert fi] 
HENFRBREHTT.H>HENER 
自 伴 的 或 Hermitian ， 如 果 T*=T, 
EN, WRT ERY T*=T, 
正规 的 ,如 果 TT*=T*T. 
TH Hilbert 伴随 算 子 7*# 是 3.9 节 (1) 中 所 定义 的 ， 即 是 
<Tx,y»=<x,T*y>. 
如 果 了 是 自 伴 的 、 我 们 看 到 ， 此 公式 成 为 
(1) <Tx,y>=<x,Ty. 
如 果 了 是 自 伴 的 或 了 是 西 的 ， 则 7 是 正规 的 。 


这 个 论断 立即 可 以 从 定义 看 出 。 当然， 正规 算 子 不 必 是 自 伴 
REM. Alin.& I, H>HRBESAT, MT=2] EER, 
RAT*=—2iI (N3.9-4) ,所 以 77# 一 TY7 一 47 ,但 Ts 了 以 及 
T+T =- il. 


不 是 正规 的 算 子 很 容易 从 下 例 中 得 出 , 读 省 可 以 证 明 ，3.9 池 
10 题 中 的 算 子 7 是 另 一 个 不 正规 的 算 子 ， 

定义 3.10-I 中 的 名 称 也 用 于 矩阵。 对 此 我 们 要 加 以 说 明 并 指 
出 一 些 重要 的 关系 ,请 看 下 面 的 
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3.102 例 GERÐ 考虑 2 其 内 积 定义 为 〈 见 3.1-4) 

(2) <x, y> =x} 

这 里 x 与 y 都 表 列 向 量 ， 而 TT 表示 转 置 ， 于 是 x= (fén, 
Em) ,并 且 我 们 用 通常 的 矩阵 乘法 。 

设 T:C">C" 是 一 个 线性 算 子 (根据 定理 2.7-8 它 是 有 界 的 ). 
给 出 了 C" 的 一 个 基 ， 我 们 可 以 将 7 和 它 的 Hilbert 伴随 算 子 T* 表 
成 两 个 * 行 方 阵 ， 比 如 说 ， 它 们 分 别 是 .4 与 召 。 

利用 (3) 以 及 熟知 的 法 则 Bx)” 二 x"B7 (关于 矩阵 乘积 的 转 
置 ) ， 我 们 得 到 

Tx, = AX) =x AT] 
和 
lx, T*yy =x" Bj. 
根据 3,9 节 的 (1) 式 ， 两 式 的 左 端 对 一 切 x, yEC" 是 相等 的 ， 因 此 
ZAA =B FER 
B= A7, 
我 们 得 到 如 下 的 结果 。 
设 给 出 了 C0” 的 一 个 基 ， 因 而 C* 上 的 一 个 线性 算 子 已 表 成 某 个 
Er, NER) Hilbert EA THREREREENZHRERER. 
Alt, KAATNEER 
Hermitian, 当 了 是 自 伴 的 (Hermitian)， 
西 的 ， 当 了 是 西 的 ， 
正规 的 ， 当 7 是 正规 的 。 

类 似 地 ， 对 于 线性 算 子 卫 ,R"->R" , 称 表示 了 的 矩阵 是 
实 对 称 的 ， 当 了 是 自 伴 的 ， 
EZA, STEEN. 

就 矩阵 来 说 ， 记 住 以 下 的 定义 . 方 阵 4= (am KA 
Hermitian, 如 果 A47=A， (Rtäu=a,), 
&Hermitian, NEÄAT=—-A, (Kıltay=-an) 
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酉 的 ， 如 果 A7=A-1. 
正规 的 ， mRAST=ÄTA 
实 方 阵 4= (ARE 
=) 对 称 的 ， 当 A7=A4， CAHE =a) , 
( 实 ) 反对 称 的 ， 当 A7= 一 4， (因此 co 一 一 cr0 , 
EZH, 4AF sAn 
于 是 ， 实 Hermitian 和 矩阵 是 ( 实 ) 对 称 矩 阵 。 实 反 Hermitiana 和 矩阵 是 
( 实 ) 反 对 称 和 矩阵 . 实 西 矩 阵 是 正 交 和 矩 阵 。(Hermitian 矩阵 是 因 法 
国 数 学 家 Charles Hermite,1822 一 1901 而 得 名 ) U 


现在 回 到 任意 的 Hilbert 空间 上 的 线性 算 子 ， 给 出 关于 自 伴 
性 的 非常 重要 但 颇 为 简单 的 判别 准则 。 


3.10-3 定理 (BED ET:H>H#Hilbert HHEH 
有 界线 性 算 子 。 则 
(a) 如果 Z 是 自 伴 的 , 则 《7x,xz> 对 一 切 xE 刀 就 是 实 的 ， 
(b) ”如 果 右 是 复 的 ， 且 <Tx,x》 对 一 切 xEH 是 实 的 ， 那 末 算 
子 了 就 是 自 伴 的 ， 
证 明 。(a) 如 果 了 是 自 伴 的 ， 则 对 一 切 的 x， 
Tx o=, ToT a, 
AETI, ORTF EDAR, MEE. 
(b) 如 果 <Tx,x> 对 一 切 x 是 实 的， 中 
Tx, =T, =a, TI =T, Da 
因此 
o=<Tx, o —T* x o= (T T, O, 
于 是 了 一 T# 一 0 〈 由 引 吾 3.9-3 (已 ) AHKHERN. E 
在 本 定理 之 (6) 中 、 条 件 且 是 复 的 必 不 可 少 。 因 为 显然 ， 实 空 
闻 瓦 的 内 积 是 实 的 ,不 用 对 线性 算 子 了 作 任 何 别 的 假定 CTx,x> 就 
。192 。 


是 实 的 。 
自 伴 算 子 的 积 《 复 合 ) 由 在 应 用 中 经 常 出 现 。 所 以 下 面 这 个 
定理 很 有 用 . 


3.10-4 定理 〈 积 的 自 伴 性 ) Hilbert 空间 H LNERH 
伴 线 性 算 子 5 与 7 之 积 是 自 伴 的 当 上 生 仅 当 此 二 算 子 是 交换 的 , 即 
ST=TS. 
证 明 。 由 .上 节 的 (69) 及 本 定理 的 假设 得 
(ST)*=T*S*=TS. 
因此 (ST)=(ST)*&>ST=TS, 
定理 得 证 . 1 


自 伴 算 子 序列 出 现在 各 种 问题 中 ， 关 于 它们 有 以 下 定理 ， 


3.10-5 定理 〈 自 伴 算 子 序 列 ) 设 (T,) 是 Hilbert 空 间 H 
上 的 有 办 自 伴 线性 算 子 7: 妃 一 五 的 序列 。 设 (7) 收 和 伍 ， 比 如 说 
ToT, W IT, 一 了 | ->0， 
XE IERZAB(H, H) LEZ (02.105) 。 则 此 极限 
算 子 了 是 已 上 的 有 界 自 伴 线 性 算 子 。 


证 明 。 我 们 必须 证 明 7T*==7 ,这 可 由 1 一 TT 草 ==0 得 出 。 为 让 
明 此 式 ,根据 3.9-4 与 3.9-2 ,我 们 利用 
一 人 一 一 
又 利用 中 (如 ,已 ) 中 的 三 角 不 等 式 有 
IEA- Tt - TE +17 TR 
=17T-T,1+0+17T,-Tl 


É © 区 于 复合 映射 的 术语 及 记号 的 复习 材料 见 附录 1 的 A1,2。 
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-217,-T1>0 (n>0), 
BIEIT-T*I=0, FE, T*=7. D 


这 些 定理 使 我 们 对 自 伴 线性 算 子 的 基本 性 质 有 了 --- 些 概念 。 
这 将 有 利于 我 们 进一步 的 工作 ， 特 别 是 关于 这 些 算 子 的 谱 理 论 
《第 9 章 ) ,在 那里 将 讨论 有 关 的 进一步 的 性 质 ， 
我 们 现在 回 到 西 算 子 ， 且 考察 它们 的 一 些 基本 性 质 。 
3.105 定理 (BEF) RATFU:H>H5V:H>H ğ& 
H, KEH ÆHilbert 2]. W 
WESEN (1.6-1); FÆIU x= |x] — WM xE 成 
Zs 
b)iUl=i, RH #10}, 
(0) U~ (=U *) 2E, 
(4d)U7 的 西 的 ， 
(e)U 是 正规 的 ， 
进一步 还 有 
(有 复工 ilbert 空 间 志 上 的 有 界线 性 算 子 帮 是 西 的 当 且 仅 当 了 
是 等 距 和 上 映 上 的 。 
明 。(a) 可 由 下 式 看 出 
Ux] =<U x, U xy =x, U *U x= x,1x>= |), 
(b) ZEN FI H (0) 得 到 。 
(GRUERH, AWU E, FEH3.9-4, 
(U~ 1) * U** =U = (U~ 1)- a 
(d)UV 是 双 射 ， 于 是 由 3.9-4 与 2.6-11 得 
(UV}*=V*U*= V U= (UV), 
(e) hU =U *5UU SUU Sl a. 
(分 假设 了 是 等 距 与 映 上 的 . 因 等 距 蕴含 内 射 , 所 以 了 是 双 射 。 
我 们 现 证 JT*=7T-!, 由 于 等 距 N 
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TXTx, x =Tx, To=, =], 
因此 
| «(T*T-Nx,»=0. 

于 是 TT—-I=0 (由 引 理 3,9-3(b)) ,所 以 Tx7 一 1 因此， 有 
TT*=TT*(TT-5 =T (T*D)T > =TIT =]. 
RAnMbzäR, BTT=TT*=1,FRT*=T", A F EAE 
的 ， 道 命题 显然 成 立 , 因 为 由 (0) 知 了 是 等 距 的 , 且 按 定义 是 映 上 

的 。 
注意 。 等 距 算 子 未 必 是 酉 的 、 因 为 它 可 能 不 是 映 上 的 ， 下 面 
的 右 移 算 子 TPP. 
(0 
就 是 这 样 的 例子 ， 这 里 x= (EP. 


习 题 


1. 如果 S 与 了 都 是 Hilbert 空 间 互 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 ， 而 c 与 都 
是 实数 ， 求 证 =aS+ 6bT 是 自 伴 的 ， 

2 怎样 用 定理 3.10~3 证 明 恕 是 复 Hilbert 空 间 时 的 定理 3.10-5。 

3. EB. WRT:H-HRHREERHEAT NT, En 是 一 
个 正 整数 。 

4. 证 明 ， 如 果 T 是 右上 的 任 一 有 界线 性 算 子 ， 则 


Timi T+T») 与 Ta= I4T-T%) 


都 是 自 伴 的 ， 证 明 
了 = 了 ,十 红 T*=T,—iT,. 

EReE—H, DE, T4HT=I HSSASS,=T,5I9:=T,; 这 里 根据 
假设 S: 与 8: 都 是 自 伴 的 。 

5. 在 C2 上 ( 见 3.1-4). 设 算 子 T, OACHTx=(& tii, ib) EX, 
这 里 X= (5&2). 求 T#. 证 明 ，T#T 一 7 TY# 一 3. 求 按 4 题 定义 的 六 与 了。 

6. MAT:H>HRAREIRERT BT, WT =0, (0) n=2, 
4 16,… 成 立 。( 纪 对 一 切 8EN 成 立 . 
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T 证 明 西 矩阵 的 列 向 量 构成 关于 C2? 的 内 积 的 一 个 规格 正 交集 ， 

8. 证 明 等 距 线 性 算 子 7: 刀 一 媚 满 足 Tx7 = 了 ,其 中 7 是 万 上 的 恒 等 算 
F. 

9。 EHSERHATT:H-HERRERATN, N#HilbetzaR 
RAHRAATZEL. 

10. WENBREMNT:XAXRFERERT In RdimX <oo ,证 明 
TEREK. 

11。《〔 西 等 价 狂 ) 设 3 与 7 是 Hilbert 空 间 人 以 上 的 线性 算 子 , 称 算 子 5 是 西 
等 价 于 TT 的 ， 如 果 有 右上 的 西 算 子 ， 使 得 

S=-UTU-1=UTU*, 

如 果 人 是 自 伴 的 ， 证 明 S 是 自 伴 的 。 

12. 证 明了 是 正规 的 当 且 仅 当 4 题 中 的 了 ST 是 交换 的 。 用 两 行 的 正规 
矩阵 说 明 部 分 情形 。 

13. MRTEH-H(n=1,2, JHREENZHATMT.-T. 证 明了 是 
正规 线性 算 子 。 

14. 如 果 S 与 了 都 是 正规 线性 筑 子 且 满 足 STY 一 TS 与 了 S+ 一 SrT， 证 
明 它 们 的 和 S 十 了 与 各 ST 是 正规 的 . 

15. 证 明 复 Hilbert 空 间 刀 上 的 有 界线 性 算 子 了 :五 一 万 是 正规 的 当 且 仅 
HiT*x = Txi x€ 玉 成 立 , 利 用 此 结果 ， 证 明正 规 线性 算 子 有 

ITj=|T]%, 
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第 四 章 


赋 范 空间 和 Banach 空间 的 基本 定理 


粗略 地 讲 ， 本 章 包含 赋 范 空间 和 Banach 空间 的 进一步 的 理 
论 的 基础 ， 没 有 它们 ， 这 些 空间 的 作用 和 它们 的 应 用 都 将 受到 局 
限 ， 本 章 中 的 四 个 重要 定理 是 Hahn-Banach 定理 ， 一 黎 有 界 性 
定理 ， 开 映 象 定理 和 闭 图 象 定理 ， 它 们 是 Banach 空间 理论 的 基 
石 〈 第 一 个 定理 对 任意 赋 范 空间 都 成 立 ) 。 


主要 内 容 的 方向 摘要 


1. Hahn-Banach 定 理 4.2-1 (变形 4.3-1，4.3-2) 它 是 向 
量 室 间 上 线性 证 函 的 延 拓 定理 。 它 保证 了 赋 范 空间 有 足够 多 的 线 
性 泛 函 ， 这 就 使 我 们 既 能 得 到 共 辊 空间 的 一 适当 的 理论 ， 又 能 得 
到 伴随 算 子 的 一 个 满意 的 理论 ( 见 4.5，4.6) 。 


2. Banach 和 Steinhaus 的 一 致 肥 界 性 定理 ”本 定理 给 出 了 
UTD 有 界 的 充分 条 件 ， 这 里 ， 诸 Z, 是 从 Banach 空间 到 赋 范 
空间 中 的 有 界线 性 算 子 。 在 分 析 中 ， 它 有 各 种 各 样 的 《简单 的 和 
较 深入 的 ) 应 用 ， 例 如 ， 对 Fourier 级 数 ( 见 4,7-5), 39 收敛 性 
〈 见 4.8，4.9) ， 序 列 可 和 性 〈 见 4.10) ， 数 值 积分 〈 见 4,11) 
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等 等 方面 的 应 用 。 


3. 开 映 象 定理 4.12-2 本 定理 指出 从 Banach 空间 到 
Banach 空 间 上 的 有 界线 性 算 子 了 是 一 开 映 象 ， 即 是 ， 映 开 集 成 开 
集 。 因 此 ， 如 果 了 是 双 射 ， 则 人 是 连续 的 《“ 有 界 逆 定 理 ”) 。 


4. 闭 图 象 定理 4.13-2 该 定理 给 出 了 闭 线性 算 子 〈 见 4.13 
-1》 是 有 界 的 条 件 。 闭 线性 算 子 在 物理 学 和 其 他 一 些 应 用 中 是 非 
常 重要 的 。 


4.1 Zorn 引 理 


在 证 明基 本 的 Hahn-Banach 完 理 中 ， 我 们 将 需要 Zorna 引 理 。 
Hahn-Banach 定理 是 线性 沁 函 的 延 拓 定理 ， 它 是 一 重要 的 定理 。 
因此 ， 当 我 们 表述 Hahn-Banach 定理 时 ， 我 们 将 指出 其 重要 性 。 
Zorn 引 理 有 各 种 名 样 的 应 用 。 本 节 末 我 们 将 给 出 这 个 应 用 的 两 个 

结果 。 引 理 的 背景 是 偏 序 集 。 


4.1-1 EX (RFE, $) ” 偏 序 集 是 一 集 M， 其 上 定义 了 
Ar, HEILER, WAS, WEZ 

(POI) asa, HETGEM (SRH), 

(P02) Rab F ba, Wj a=b (反对 称 性 ) 3 

(P03) MRra<bMb<e, Mose (传递 性 ) ，。 

所 亩 “ 偏 ”， 即 内 可 能 包含 这 样 的 元 Ga 和 8， 对 于 它们 来 说 ， 
既 非 c 儿 82， 也 非 5<a。 这 时 ， 称 g 和 为 不 可 比较 元 ; 反之 ， 称 
为 可 比较 元 ， 如 果 满 足 a<b RO (或 者 两 者 财 时 成 立 ) . 

全 序 集 或 链 是 一 偏 序 集 ， 且 每 对 元 都 是 可 以 比较 的 . 换 襄 
之 ， 链 是 偏 序 集 且 没有 不 可 比较 的 元 。 
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‚ds 


MFRMNTREWNLRE-TUEM, EENEN, 
Xu 
《4 依赖 于 好 和 环 ， 这 样 的 zx SUFE, BTA RAE). Mi 
极 大 元 是 一 元 mEM， 使 
nz WS m=x, 
《再 次 说 明 ， 凡 可 以 有 也 可 以 没有 极 大 元 ， 而 且 极 大 元 不 必 是 一 
EF. 
Bi. 
4.1-2 实数 O RME-UTENRT AY 表 通常 的 大 小 意 
义 ， 峙 是 全 序 的 ， 腑 没有 极 大 元 。 


4.1-3 BR 设 多 (XX) 表 给 定义 的 笑 集 (一 切 子 集 之 Æ), 
A<BZACB, HE, ARBNFR, 则 多 (XX) 是 偏 序 集 ， F(X) 
的 极 大 元 只 有 天。 


4.1-4。n 元 数组 ZM 是 一 切 有 序 的 ?元 实数 组 X 一 (局 ， 
een) ORT, Ly R En el, ,这 
E, ESMDU. 这 定义 了 MM 上 的 一 偏 序 。 


4.1-5 正 整数 ” 设 M=N, 即 一 切 正 整数 之 集 ，m<cz am 
除 m， 这 定义 了 N 上 之 一 偏 序 。 

某 些 进一步 的 例子 在 习题 中 给 出 。 也 可 见 G. Birkhoff 
(1967). 

利用 定义 4.1-1 中 概念 ， 我 们 现在 可 以 叙述 Zorn 5M, HU 
它 为 一 公理 @。 


Ot 它 称 为 “ 引 更 ” ”是 由 于 历史 的 原因 ,Zorn 引 理 可 以 从 选择 公理 诱导 出 来 . 所 
MARZE BAERE, KENNER DEBE p-ta e Otia), 
使 其 ， 如果 PCE, Bag, BE, (BEB. 反之 ， 这 一 公理 也 可 以 从 Zom 引 理 得 
HR, TA. Zorn 引 理 和 选择 公理 可 以 视 为 等 价 的 公理 . 
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4.1-6 Zorn 引 理 设 MM 关 $ 是 一 偏 序 集 如 果 每 一 链 CCM 
有 上 上 界 ， 则 M 至 少 有 一 极 大 元 。 


应 用 


4.1-7 Hamel& ZARZ MH X=z{0}8 Hamel% ( 见 
2.15). 

ER. MEAN-WSMERZTEIR, NXA), KA 
x+), H {x}EM. FÆM+p. RMBSKREXNM 上 的 偏 
Fs 〈 见 4.1-3) 。 每 一 链 CCM 有 上 界 ， 即 天 中 属于 C 的 一 切 子 集 
的 并 。 按 Zorn 8E, MEEK B. RANER € X a Hamel 
基 。 设 了 一 span B, WY Æ X KTERHBY=X. NH», ZU, 
BU{2}, zeX, z&Y, ZRERZMEUBAHAT 集 之 集 ， 
这 就 与 B 的 极 大 性 矛盾 。 


4.1-8 ”完全 规格 正 交集 ”在 每 个 Hilbert za] A+{0) hf 
在 完全 规格 正 交 集 。 〈 见 3.6 节 ) 。 

证 明 。 设 村 是 及 的 一 切 规格 正 交 子 集 之 集 。 因 为 五 交 {0}， 
TARA, WEHN—-ABKERTR, ZH, y=lalız. A 
E, M#6, 以 包含 关系 作为 好 上 的 偏 序 的 定义 。 每 一 链 CCM 
ELS, WX 中 属于 C 的 一 切 子 集 的 并 .由 Zorn 引 理 , MARK 
元 妖 。 我 们 证 明 忆 在 瓦 中 是 完全 的 。 设 此 不 真 ， 则 由 定理 3.6-2 存 
在 一 非 堆 元 2EH 使 zLF，。 Ak, F,=FVte, XH,e=!z|'z, 
是 规格 正 交 的 ， 且 下 是 下 ,的 真子 集 。 这 与 的 极 大 性 矛盾 。 
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习 题 


1. 验证 例 4.1-3 中 的 命题 ， 

2. 设 允 是 区 间 [0，1] 上 一 切实 函数 全 体 ， 且 命 eu Aka S 
y(t)， 对 一 切 16[0，1]， 试 证 明 ， 这 就 定义 了 一 偏 序 。 它 是 爹 序 的 吗 ? X 
有 极 大 元 吗 ? | 

3, 证 明 ， 一 切 复数 z 二 % 十 雇 ， w=utiv 之 集 可 以 这 样 的 定义 偏 序 ， 
z<w 意味 着 <u 和 VS<v， 这 里 ， 对 实数 而 言 ， 委 是 通常 所 指 的 意义 。 

4， 按 例 4.1-5 中 的 偏 序 ， 试 求 放 的 一 切 极 大 元 ， 这 里 ，M 是 (0) {2,3， 
4，8}，(6) 一 切 素数 之 集 、 

5、 证 明 有 穷 偏 序 集 4 至 少 有 一 个 极 大 元 。 

6 Bohr KAT) 试 证 明 ， 偏 序 集 及 至 多 有 一 元 0, 使 其 对 一 
切 xEjMH 有 a 全 x， 及 至 多 有 一 元 b， 使 其 对 一 切 xEM 有 x 二 红 如 果 这 种 a( 或 
b) 存在 ， 则 称 之 为 内 的 最 小 元 《或 相应 地 叫 最 大 元 ) ]。 

1. CFR) 偏 序 集 财 的 子 集 4 二 中 的 下 界 是 一 元 xEM， 使 其 对 一 切 
yE€A4 有 xy， 试 求 例 4 .1-5 中 的 子 集 4=={4,6} 的 上 界 和 下 界 。 

8. 偏 序 集 必 的 子 集 4 关 中 的 最 大 下 界 是 4 的 一 下 界 %, 使 其 对 4 的 任 一 
下 模 ! 有 [二 x， 记 为 x 二 g.1.6.4=infA， 类 似 地 ，A 的 最 小 上 界 y， 记 为 
y=1.U.b.A=sup A, ERAN— LR BERN 4 的 任 一 上 界 # 有 yu (a) 
如 果 4 有 9g.1.6。 证 明 它 是 唯一 的 。(6) 在 例 4.1-3 中 ，g9.1.b6， (A, Bi 和 
1.u.b.{4,B} 是 什么 ? 

4， ( 格 ) 格 是 一 偏 序 集 太 ， 使 其 MM 的 任 二 元 x, y 有 g. 1. b, GEH 
xAy) MI. u, 4,，《( 记 为 x*Vy)。 试 证 明 ， 例 4,1-3 中 的 偏 序 集 是 格 ， 这 
里 ,AAB=ANB 和 和 AVY B=AUB, 

10. 偏 序 集 放 的 极 小 元 是 一 元 xEM， 使 其 VSY 草 含 y=x。 求 习题 
4(a) 中 的 一 切 极 小 元 


4.2 Hahn-Banach 定理 . 


Hahn-Banach 定 理 是 关于 线性 泛 函 的 延 拓 定理 。 在 下 一 节 中 
我 们 将 看 到 ， 该 定理 保证 了 赋 范 空间 具有 足够 多 的 有 界线 性 证 函 
并 可 能 对 共 轿 空间 建立 一 套 相 适应 的 理论 ， 市 共 圈 空间 是 赋 范 空 
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闻 一 般 理论 的 一 个 本 质 部 分 .在 这 一 方面 ，Hahn-Banach 定理 
是 与 有 界线 性 算 子 有 关 的 最 重要 的 定 到 之- 一。 其次， 我 们 的 讨论 
将 表明 ， 该 定理 还 肇 划 了 线 泪 泛 通 的 值 可 以 事先 被 指定 的 程度 。 
定理 是 H, Haha GUD 发 现 的 ， 目 前 的 这 种 更 一 般 的 形式 
《定理 4.2-1) 是 S，Banach (1929) 发 现 的 ， 将 其 推广 到 复 向 
是 空间 (定理 4.3-1) 是 H. F, Bohnenblust 和 A, Sobczyk 
(1938) ， 参 看 附录 3 中 的 文献 。 

一 般 说 来 ， 所 谓 延 拓 问 题 ， 就 是 将 确定 在 给 定 的 集 闵 的 子 集 
Z 上 的 数学 对 象 ， 从 Z 延 拓 成 整个 集 X 上 的 对 象 ， 使 其 对 象 的 某 
些 基 本 性 质 对 延 拓 后 的 对 象 仍 然 成 立 ， 

在 Haha-Banach 定理 中 ， 延 拓 的 对 象 是 定义 在 向 量 空 间 闵 
的 子 空间 Z 上 的 线性 泛 函 且 有 某 种 用 次 线性 泛 函 描述 的 有 界 性 。 
按 次 线性 泛 函 的 定义 ， 它 是 向 量 空间 X 上 的 一 实 值 泛 函 P, PË 
次 可 加 的 ， 即 是 

(1) p(x+) <p(x) 十 (人 )， 对 一 切 x，26EX， 

和 正 齐 性 的 ， 即 是 ， 

(2) plax)=ap(x) 对 中 的 一 切 a>0 和 xEX。 
《注意 ， 赋 范 空间 上 的 范 数 就 是 这 样 的 泛 函 )， 

我 们 将 假设 被 延 拓 的 Z 上 的 泛 函 了 被 定义 在 X 上 的 次 线性 
ER DREE, RIE SAZ 延 拓 到 羡 ， 使 之 不 失掉 线性 和 受 入 
性 ， 于 是 ， 在 X* 上 的 延 拓 泛 函 ] 仍 然 是 线性 的 和 被 p 所 控 制 。 这 
是 定理 的 症结 所 在 ，X 是 实 的 ， 定 理 在 复 向 量 空间 中 的 推广 在 
下 一 节 中 。 


4.2-1 Hahn-Banah E GRIE ADEA) KAT 
量 空 间 ， 妃 是 邓 上 的 次 线性 泛 函 ， 而 且 ，/ 是 定义 在 居 的 子 空间 
Z 上 的 线性 泛 函 并 满足 

(3) f(2)<p(x)， 对 一 切 xEZ， 则 f 有 2Z 到 XX 的 线性 延 拓 了 
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ME: 
(3*) F<), N-MxeX, U, FEX BREZ 
R, EXLWEGYREH T) =/(0), HET x€2， 
证 明 ， 我 们 将 要 证 明 的 主要 步骤 是 ， 
(a) EER De) Ki g(x) SP) 的 /的 一 切线 性 延 拓 
g 的 集 下 上 可 以 定义 一 偏 序 ， 按 照 Zorn 引 理 得 出 巨 的 一 MATT. 
6) 了 定义 在 整个 X 上 . 
(c) 在 ( 妇 部 分 中 采用 了 一 个 辅助 关系 式 。 
详细 证 明 如 下 。 
(0) 设 巨 是 的 满足 条 件 
g(x) <p(x), VxED (9) 
的 一 一 切线 性 延 拓 g 之 集 。 显然 上 大 中 ,因为 ,fEE. 在 EE 上 定义 偏 序 
g<h 表示 8 是 g 的 延 拓 。 
DE, EX, DADI), hix) =g(x), YxEJ (9). 
对 任意 链 CC， 我 们 定义 6: 
(x) = 二 g(x)， 如 果 xEJ (9) ，(9EC) 。5 是 线性 证 函 ， 定 义 
域 是 
2(8) 一 以 乡 (N. 


HACES, ADG) 是 向 量 空间 。$ 的 定义 是 确定 的 。 事实 上 ， 
对 x€ (91) NDA), 9 EC, AC 是 链 ， 于 是 gg 或 者 
9 和 9， 故 有 9g1(%) 二 9,(Xx)。 显 然 ，9 亿 89， 对 一 切 gEC。 因此 ， 
5 是 C 的 上 界 。 内 为 ，CCE 是 任意 的 ， 于 是 Zorn 3AA SES 
极 大 元 i。 根据 E 的 定义 ， 这 是 的 一 延 拓 且 满 足 

(4) Fp) EDF). 

O IREA JDAX MER UF NNUNNNEX-DN, 
并 考察 由 多 () 及 放生 成 的 子 空间 六 /=span (多 () Uih. A 
H0EDI), Kino. ER EY, 可 以 表 为 
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x=ytay, yED (T). 

这 个 表达 式 是 唯一 的 。 事 实 上 ，y 二 ay 一 9 十 fy，JE DAE 
y-I=(P-a)y., IE, y— JEZ (DHI), TE, NE 
解 y 一 ==0 及 8 一 a 二 0。 这 意味 着 叭 一- 性。 

在 Y, 上 定义 泛 函 gi: 

(5) glytay)=f(y)+ac 
RE, 是 任意 实数 。 不 难看 出 ，g 是 线性 的 , 而 且 ， 当 a=0 
时 ， 我 们 有 gi(y) = 了 (y)， 因 此 ，g, 是 了 的 一 真 延 拓 ， 即 是 ， 延 
拓 使 得 多 (7) 是 多 (9,) 的 真子 集 。 因 而 ， 通 过 证 明 

(6) gi(x) 志 p(X), 对 一 切 xE 幼 (9) ,如 果 可 以 证 明 giEE， 
这 就 将 同 矿 的 极 大 性 了 矛盾， 于 是 多 (站) 去 革 不 真 ， 即 DF)=X 
真 。 

(ce) 据 此 ， 我 们 必须 证 明 ， 在 ( 5 ) 式 中 取 适 当 的 c， 有 g(x) 
满足 ( 6 ) 式 。 

我 们 考察 马 ( 了 中 的 任 合 y 和 z， 从 ( 4 ) 式 和 ( 1 ) 式 我 们 得 

f lu)—flz)=f(y—z)<p(y— z) 
=pļly +y, =y, — z2) 
<ply+yn)+Pl-y-2). 

将 最 后 一 项 移 于 左 端 ， 而 将 项 (y) 移 到 右 端 ， 我 们 有 

(7) 一 p( 一 J 一 ?) 一 了 (2z) 才 p(y 二 V1) 一 了 (u), XE, pë 
固定 的 。 因 为 y 不 出 现在 左 端 ，z 不 出 现在 右 端 ， 于 是 ， 如 果 左 
端 在 EDIPE, UEAn, EAW yea) 取 下 确 
R, MEAM, BRTERNARZ. FEMM. HAFS 
c<m 的 c， 从 (7 ) 式 我 们 有 

(8) ~—p(—#h—2)—f(z2)<c 对 一 切 zE 纪 (六 

(8b) c<plyty)— Fly) 对 一 切 yE 乡 (了 ) ， 

首先 对 ( 5 ) 式 中 的 负 a， 然 后 对 正 a 证 明 (6 ) 式 。 对 <c<0， 
Hay z 利 用 (8c)， 即 是 ， 
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- = zu) ri y )<e. 
H-e>08%, AHE 
ap(— Y- Iy)+I(W)<-ae. 


由 此 式 和 (5 ) 式 ， 并 利用 y 十 oy 二 x REN) 我们 得 到 所 要 
求 的 不 等 式 


gi(x) =F (y) +ac<~ap( -y -+ Y )=p(ay, +y)=p(x). 


当 a 二 0 时 ,我们 有 xEg (了) 且 (6) 自 然 成 立 ， 当 a>0 时 ， 我 们 利 
用 (8b)， 并 用 a-'y R y 得 出 


c<a(+ y +u)- (+u). 
Ha 乘 给 出 
1 Pr 
ac<apl-y+y)-1 (y)=p(x) ~—f(y), 


由 此 及 ( 5 ) 式 ， 得 证 
(x) =Fly) +tac<p(x). E 

不 用 Zorn 引 理 我 们 能 得 到 这 一 定理 吗 ? 这 是 一 个 有 趣 的 问 
题 ， 特 别 ， 因 为 引 理 并 没有 给 出 构造 的 方法 。 如 果 在 (5 ) 式 中 ， 
用 了 代替 了 ,对 每 一 个 实数 c ,我们 得 到 由 多 (有 )U 1 生成 的 子 空 
间 Z, 上 的 fj 的 一 线性 延 折 g9， 并 且 ， 可 以 选择 c 以 使 对 一 切 xEZ ,有 
gi(x) 委 5(x)， 这 从 证 明 的 (c) 部 分 用 了 代替 了 可 以 看 出 来 。 如 果 
X=Z, BNINHIFER. WEX+Z, RITAR ysEX 一 2 
重复 这 一 过 程 ， 将 f 延 拓 到 由 2Z, 和 yy, 生成 的 Z2, 上 ， 等 等。 这 就 给 
出 了 一 子 空间 2;y 的 序列 ,每 一 个 包含 前 ~- 个 ,使 得 了 可 以 从 一 个 线 
性 地 延 拓 到 下 一 个 ,并 县 对 一 切 EZ EHE HER gy (x) 才 p(x)。 
如 果 
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X=02,, 
E n 六 之 我 们 的 工作 结束 ， 如 果 
X= ÜZ, 

j=1 


我 们 可 以 用 通常 的 归纳 法 。 但 是 ， 如 果 义 没有 这 种 天 达 式 ， 证 明 
则 需要 用 到 Zorn 引 理 。 

当然 ， 对 于 特殊 的 空间 , 整个 情况 可 能 变 得 很 简单 。Hilbert 
空间 就 是 这 种 类 型 的 空间 ， 这 是 因为 Riesz 表达 式 3.8-1 ZH. 
我 们 将 在 下 一 节 中 讨论 这 一 事实 。 


>; 题 


1. 证 明 ， 线 性 泛 函 的 绝对 值 具有 1 ) 和 〔 2 ) 中 表述 的 性 质 。 
2. 证明， 向 最 空间 七 上 的 范 数 是 祭 上 的 次 线性 泛 函 。 


3. 证 明 , p(X) 一 Jim 6， 这 里 x 一 (5)E1”， 和 是 实 的 ， 定 义 了 1 上 


的 一 次 线性 泛 函 ， 

ı. 证明， 次 线性 泛 函 p 满足 2(0)==8 和 2p( 一 X) 之 一 了 (*%)。 

5. AM) 如 果 p 是 向 量 空间 关上 的 次 线性 泛 函 ,证 明 ，M= {x| p(x) 
<P, P 是 固定 的 } 是 凸 集 (MIT. 

4。 如 果 赋 范 空 间 关上 的 次 可 却 泛 函 p 在 处 连续 且 p(0) = 和 EN, 
对 一 切 xE€ 尖 ，P 是 连续 的 。 

1. 如果 放 和 ps 是 向 量 空间 羡 上 的 次 线性 泛 防 ， 并 且 ci 和 cs 是 正常 数 ， 
证 明 ，4 一 ci 加 十 cb 是 和 上 的 次 线性 泛 函 . 

8. 如 果 定 义 在 贼 范 空间 XX 上 的 次 可 加 泛 淫 在 球 Hix =r h dE 
负 ， 证 明 ， 对 一 切 x6 兴 ， 它 是 非 负 的 。 

I, RIPEKATIA OKREA., 命 f 是 在 Z 一 {x€X YX 一 Cu， 
QER} 上 用 f(x) 二 ap(x0) 定 义 的 ， 这 里 xo: 主 网 定 的 。 证明， 了 是 在 4 上 满足 
A(%) 志 p(X) 的 线性 泛 函 。 

10. 如 果 p 是 实 向 量 空间 关上 的 次 线性 泛 画 ， 证 明 ， 存 在 关上 的 一 线性 
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BEF, EH- ASKOK). 


4.3 复 向 量 空间 和 赋 范 空间 上 的 Hahn- 
Banach 定理 


Haha-Banach 定理 4.2-1 是 关于 实 向 量 空间 的 . 在 复 向 量 空 
Eh r h H, F. Bohnenblust 和 AA，Sobczyk (1938) 得 
出 。 


4.3-1 《推广 的 ) Hahn-Banach 定 理 ” 设 XX 是 实 或 复 向 量 空 
间 ，p 是 六 上 次 可 加 实 值 泛 涵 ， 即 对 一 切 x*，yEX 

(1) p(x+y)<p(x)+p(y) 
《与 在 定理 4.2-1 中 的 一 样 ) 上 且 对 每 个 数 K 满 足 

(2) plax)=|alp(x). 
而 且 ， 设 /是 定义 在 天 的 子 空间 Z 上 的 线性 泛 函 且 满足 

(3) fc) 和 px) 对 一 切 xEZ， 
那 末 ，f 有 从 2 到 关上 的 线性 延 拓 了 且 满 足 

(3*) IFER)I<plx) 对 一 切 xEX。 

证 明 ，(a) 对 实 向 量 空间 。 如果 六 是 实 的 ,情况 简单 。 那 末 ， 
( 3 ) 式 艺 含 F(x) 过 p(x) 对 一切 xEZ。 因 此 ， 由 Hahn-Banach 定 
理 4.2-1， 存 在 Z 到 关上 的 线性 延 拓 使 其 

(4) 了 (x) 生 5(x) 对 一 切 xEX。 由 此 式 及 ( 2 ) 我 们 得 

=f (x)=7(—x)<p(—%)=|—1|p(x)=p(x), 

即 ， 了 (x) 尖 一 p(x)。 与 (4 ) 式 一 起 ， 即 证 明了 (3*) 式 成 立 ， 

(b) 对 复 向 量 空间 ， 设 关 是 复 的 。 那 未 ，2Z 也 是 复 向 量 空间 。 
因此 ，/ 是 复 值 的 ， 于 是 我 们 可 以 表 为 

f(x)=f (x) +if,(x) x€Z, 

RE, fiM f 是 实 值 的 。 暂 时 我 们 将 关 和 Z 视 为 实 向 量 空间 ， 并 
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且 分 别 用 X. 和 2 表示 它们 ， 简单 地 说 这 意味 着 ， 我 们 限 定 用 实 
数 乘 (而 不 用 复数 ) 。 因 为 ，/ 在 Z 上 是 线性 的 ，f 1 和 fs 是 实 值 的 ， 
用 和 ff 是 Zr 上 的 实 线性 泛 函 。 因 为 复数 的 实 部 不 可 能 超 过 绝对 
值 ， 又 有 f1(x) 志 |f(x)1。 因 此 ， 由 ( 3 ) 式 

| fi1(x) 志 p(X) 对 一 切 xEZ,. 

根据 Hahn-Banach FE 4.2-1, FEZEN, LA 1 的 线性 延 拓 
fa 使 其 

(5) 了 (x) 志 p(x) 对 一 切 xEX;。 这 就 满足 fi HAR. M 
在 转向 户 ， 回 到 2Z 并 利用 1 一方 十 i 户 ， 对 每 个 xEZ， 我 们 有 

fi (x) +ifa (x) I=if (x) =f (ix)=f,(ix) ifix) 
上 式 两 端的 实 部 必定 相等 ， 

(6) fa(x)=— filix), xEZ. 
因此 ， 如 好 对 一 切 xEX， 我 们 命 

(7) F(x)=F,(x)—if (ix),xEX, 

从 (6) 式 我 们 看 出 ， 在 Z 上 了 (x)==f(x)。 这 证 明了 是 /的 Z 到头 
的 一 延 拓 ,我 们 镜 下 的 任务 是 证 明 

G) 子 是 复 向 最 空间 不 上 的 线性 泛 函 ， 

(Gi) 了 在 XX 上 满足 (3*)。 

利用 (7 ) 式 和 在 实 向 量 空间 X, LT 的 线性 性， 通过 下 面 的 
计算 可 以 看 出 ( i) 式 成立 ， 这 E, atib EEA M, a, 6 是 
实 的 

IKla+ib)x)=F (ax+ibx)—-if,(iax—bx) 
=af (x) +bFı(ix)—ilaf (ix) —bf (x)] 
=(a+ib)LF.(x)-i,(ix)2 
=(a+ib)f (x), 

我 们 证 明 (ii)。 由 ( 1 ) 和 (2 ) 式 ，p(x) 之 0， 故 任意 使 了 (x) 
一 0 x, GRR: PrE), RER 们 采用 复数 的 极 
华 标 表示 ， 记 
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F(x)=17(x)le?， FEIF) =F lae t=] lex). 
因为 ，| 了 (x) | 是 实 的 ， 最 后 -表达 式 是 实 的 ， 于 是 与 其 实 部 相 
等 。 因 此 ， 由 (2 ) 式 

\F (x) =f le x}=f (ex) <ple-t’x) 
=je""|p(x)=p(x). 
这 就 完成 了 证 明 。 目 


BR, Haho-Banach 定理 还 没有 直接 谈 到 过 续 企 ， 但 是 ， 
定理 的 主要 应 用 是 讨论 有 界线 性 泛 函 ， 这 就 把 我 们 带 回 到 我 们 主 
an MEER ER, 事实 上， 定理 4.3-1 BARTTENE 
KE 


4.3-2 Hahn-Banach 定理 (MUSE) KERNE 
的 予 空间 Z 上 的 有 界线 性 泛 函 。 那 末 ， 存 在 X LOFT RAS 
5， 它 是 f 在 XX 上 的 延 拓 且 有 相同 的 范 数 | on 

(8) Ilrelfte 
RE, Ile sup IF@@)|, IFla=sapi f(x) 
| m a, 

《而 在 平凡 情况 Z=40 时 ，j jz=0) | 

证 明 ”如 果 Z=={0}， 那 末 f==0， 且 延 拓 是 了 一 0， ZAR 
我 们 要 利用 定理 4.3-1， 因 此 ， 我 们 必须 导 求 一 个 适当 的 如 对 
a EZRA | 

| BOILIES HAEE 
这 具有 ( 3 ) 式 的 形式 ， 这 里 

(2) p(x)=]flzlxl. 

RHAH, BEBVALBGEX. ME, PEN EWECHR, M 
SHRERTRER- 
pix+y)=ifleletvi<ifleeei+ lud 
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= p(x) + p(y). 

EX 上， 力也 满足 ( 2 ) 式 ， 因 为 

p(ax) =] fizlex] = iel |f izlxl= lal p(x). 
A, RNIRNETUBHER 4.3-1, HAK EFEX LS 
线性 泛 函 了 ， 它 是 了 的 延 拓 上 且 满足 

IFO <p) =lflzlxl xEX. 
对 范 数 为 1 的 一 切 xEX 取 上 确 界 ， 我 们 得 不 等 式 

If hz=sup|f (x) I<Ifle. 
i eA 四 
因为 在 延 拓 下 范 数 不 可 能 减少 ， 我 们 也 有 1 了 ix 之 1f1lz。 综 合 起 
来 ， 我 们 得 到 ( 8 ) 式 ， 定 理 得 证 . I 


. 在 特别 情况 下 ， 情 况 可 以 变 得 很 简单 。Hilbert 空 间 就 是 这 
:种 业 型 。 事 实 上 ， 如 果 Z 是 Hilbert 4P X=H 6m FaR, 
WR, A Riesz 表示 式 3.8-1， 比 如 说 

f(x) =<x, 2> x€Z, 

RE, Ifl=lzl. 当然， 因为 内 积 是 定义 在 整个 如 上 的 ， 这 就 
立刻 给 由 f 了 由 2Z 到 及 上 的 线性 延 拓 了 ， 且 由 定理 3.8-1,， f 5f 
有 相同 的 范 数 上 | 一 |z1 = 二 1f1。 因 此 ， 在 此 情 况 下 ， 延 拓 立 即 可 
得 。 
.由 定理 4,3-2 可 以 导出 务 一 个 有 用 的 结果 ， 粗 略 地 说 ， 赋 范 
ZA X 的 对 偶 空 间 X 包含 有 充分 多 的 有 界线 性 ER, URZ 
间 关 的 点 可 以 区 别 ， 这 在 处 理 伴随 算 子 (4.5 节 ) 和 所 谓 弱 收敛 
中 (4.8 节 ) 是 一 本 质 性 的 结果 ， ， 


.4.3-3 定理 “(有 界线 性 话 西 ) BÄRBEEN, nel 
的 任意 一 元 MR, PEX 上 的 有 界线 性 泛 函 了 ， 合 其 
Jf |=1, ju(x0) = LAF 
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ee ee ep me nn oaan m a oo 


eno EEE TE Sic te TERN tn (or b ee pe 


证 明 考察 由 一 切 元 x=axs， 这 里 & 是 数 ， 组 成 的 区 的 子 
zZ. EZ 上 我 们 定义 线性 泛 函 f 如 下 
(10) f(x)=f (axı) =alx.l. 
I 是 有 界 的 且 有 范 数量 王 1， 因 为 
Jf (x)| = |f (ax) |= lal let = lax d= fx]. 
定理 4.3-2 蕴含 f 有 从 Z 到 态 上 的 线性 延 拓也 RER 
1f1=1。 从 (10) 式 我 们 看 出 了 (xo) =f (x0) =le E 


4.3-4 推论 ( 范 数 ， 零 向 量 ) ， 对 赋 范 空间 A 中 的 每 一 个 %， 
我 们 有 


(11) De 


+0 
HIE, Aot xo E f(x) 二 0， 对 一 切 FEN’ 成 立 ， 那 来 Xe 一 0 
证 明 . 从 定理 4.3-3， 把 x 记 为 *， 我 们 有 
OL HEOI =L 
sup Ifi 之 IF| =!x}, 


BA IWISSI, AN 
ap HOZ. 


ASA 
f> 


习 题 


1. ( 半 范 数 ) 证 明 ，(1 ) 式 和 ( 2 ) 式 蕴含 p(0) = 二 0 和 p(x) 之 0 ,于 是 ， 
是 半 范 数 ( 见 3.3 HIN). 

2. 证 明 ，(1 ) 式 和 (2 ) 式 蕊 合 |pCx) 一 pC)| 所 p(x 一 埠 。 

3， 已 经 证 明 ， 由 (?) 式 定义 的 天 是 复 向 量 空 间 X DAMEN. WE 
明 ， 为 此 只 需 证 明 F G= ART. 

4。 BELIEBEN 上 的 靖 满 足 ( 1) 式 和 ( 2) 式 。 证明， 对 任意 
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RER XX, HEX LSREEMFERFR)=2)AUFOIS 
D(X) 对 一 切 xe X RE. | 
5。 如 果 在 定理 4.3-1 i X EMEN, HAOR EAR 
RZ, WH, IIK 
6, 为 了 说 明定 理 4.3-2, RZA Euclidean 平面 R? 上 定义 的 SH 
F. F) =a kitak, =l, £1), ER 上 的 线性 延 拓 产 和 相应 的 
T 在 Hilbert 空间 的 情况 下 ， 给 出 定理 4.3-3 的 另 一 个 证 明 ， 
3. WI AaNKEH, VAERNASHA, DEI), HN’ 
KEE). 
9。 证 明 ， 对 可 分 赋 范 空间 而 言 ， 定 理 4.3-2 可 以 直接 证 明 而 不 用 
Zorn 5| 理 《这 一 引 理 在 定理 4.2-1 的 证 明 中 ,被 间接 用 到 了 )。 
10. 直接 从 4.3-3 得 出 4.3-4 中 的 第 二 个 结论 。 
1 如 果 对 赋 范 空间 六 上 的 每 一 个 有 界线 性 泛 范 有 f(x) = 二 f(y), 试 
TR. xy, 
12. 为 了 说 明定 理 4.3-3， 命 六 是 Euclidean YH R? AOR H E 
f 的 延 拓 天。 
13. 证 明 ， 在 定理 4,3-3 的 假设 下 ， 
存在 ÄLBEHRSMERF, 使 其 1 看 一 
lol! mF (x0) =1. 
14. CFE) ARNM S A X 
中 任 一 球面 3(0;7) 和 任意 一 点 x0€5 (0;7)， 
AE- Hdx, EER BC r) 整个 
NTEARERMIZZAZ—A(HM 2.8 
节 习 题 12.15)。 一 种 简单 的 说 明 已 在 图 39 


由 表示 出 来 . K 
15. 如 果 加 是 赋 范 空间 中 这 样 的 点 ， 图 和 9 z Euclidean 平面 Ra 
使 得 |f(xo)j 委 ec 对 一 切 范 数 为 1 的 JEX 成 的 情况 下 ， 习 题 14 的 


X, WER, Malse. 说 明 


4.4 对 Cr[a，b] 上 的 有 界线 性 泛 函 的 应 用 


Hahn—Banach 定理 4.3-2 有 许多 重要 的 应 用 。 其 中 之 一 已 
+212 本 


在 前 节 中 考察 过 ， 另 一 个 在 本 节 中 介绍 DO。 事 实 上， 我 们 将 利用 
定理 4.3-2 去 得 到 CLa，4] 上 有 界线 性 泛 函 的 一 般 表达 形式 ， 这 
里 ，[a， 的 是 固定 的 紧 区 间 。 在 特殊 空间 上 泛 函 的 这 种 一 般 玫 达 
式 的 重要 性 已 在 2.10 节 末 予以 说 明了 。 在 这 里 ， 表 达 式 将 用 到 
Riemann 一 Stieltjes 积 分 。 让 我 们 回忆 一 下 这 种 积分 的 定义 和 人 少 
数 几 个 性 质 ， 这 种 积分 是 熟知 的 Riemann 积分 的 推广 ,我 们 从 
下 面 的 概念 开始 。 

定义 在 [ce，8 上 的 函数 V 叫做 有 界 变 差 函 数 ， 如 果 在 [o,D] 
上 它 的 全 变 差 Var(w) 是 有 穷 的 ， 这 里 ， 


(1) Var(w) =sup $. lwt) ~w (t3) l, 


上 确 界 是 对 区 间 [a， BIN, 

(2) a= Lh L <td, 

而 取 的 ， 这 里 wnEN 是 任意 的 , 且 在 La,6J 中 ERAR he tn 
但 必须 满足 (2) 式 。 

易 知 ，[La，6] 上 的 一 切 有 界 变 差 浮 数 构成 一 向 量 空间 。 在 此 
空间 中 给 出 范 数 

(3) lwj=|w(a) |+ Var(w). 

这 冬 定 义 的 赋 范 空间 表示 成 BV[a，4b]， 这 里 ，BVY 意 指 “有 界 变 
差 ” 之 意 。 

我 们 现在 得 出 如 下 的 Riemann 一 Stielties 积 分 概念 。 命 
xECLa,b]E wEBV Ea, bJ. m Pa 表 由 (2 ) 式 给 出 的 [46,61 的 在 
意 一 分 割 ， PARMAKLI, HIIRE, Wi, 

n(P,)zmax(t,—h, e, baini) o 
对 Fo，2] 的 每 一 分 割 Par 考察 和 数 


(4) SP) = x(t Ew) — w(t]. 


O 这 一 节 是 选 污 材料 ， 仅 仅 只 有 一 次 需要 用 到 它 〈 即 在 3.8 节 中 ) 
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HE-BIRERHENER, HEN BED, Ei 
(5) MP) <è 
蕴含 
(6) | IS (Pa) | <e. 
.8 叫做 x La, bIEL& FTW W Riemann—Stieltjs A 分 ， 并 且 
表示 成 i 1 


(7) f sadua. 


因此 ，( ?7 ) 式 是 满足 I(P。) 0n) la, DIN 序列 
(Ps) 的 和 数 (4 ) 式 之 极限 ， 参 看 (5 ) 式 。 
ER UV (一 上 时， 积分 (7) 式 是 必 在 [a， bE 的 熟知 


的 Riemann 积分。 
X, iR X Fla, blk 连续 ， W 有 在 [o， 的 上 可 积 的 导 
数 ， 那 末 


b b 
(8) | 2) du) =| xt) w (td 
这 里 一 撤 ， 表 示 关 于 1 的 微分 。 . 
积分 {7 ) 式 线性 地 依赖 于 xECL[a，6bJ， 即 是， 对 一切 k. 
xELa, ba, b, RIE 


J Cazi (D +8% (0) dwt) =a| x dwin + 


Bf Ddw. 


积分 也 线性 地 依赖 于 wEBr[e， bl 即 是 对 一 切 w, wE 
BVa, bik% y, 6， 我 们 有 


[0 dom +00 (=f so dw.) +6 #0 dwn, (0), 
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| saw |<maxlz Wort). 
XE, /=la, bl. RUE, RR TARD mt 
公式 。 FLE, WR wa)=t, MR, Var(w)=b-a H (9) 
式 取 形 式 


| zwar [<mai 10-0). 


Cr[e，b1 上 有 界线 性 泛 浮 的 FF、Riesz 表示 定理 现在 可 以 锰 
述 如 下 。(F. Riesz(1909)). . 


4.4-1Riesz 定理 (C[a，b1 上 的 泛 函 ) CLa，6] 上 每 一 有 界 
WEZA 了 可 以 用 Riemann 一 Stielties 积 分 表示 出 来 


a) f= «(dw 


这 里 w 是 [6e，6] 上 的 有 界 变 差 函 数 ， 且 有 全 变 差 

11) VarwW=Äfl. 

WA. 由 关于 赋 范 空间 的 Hahn—Banach 定理 4.3-2， 我 们 
a, SEM Cta，b] 到 赋 范 空间 肛 g， 的 上 的 一 延 拓 了 ， 这 里 ， 
BLa，b] 是 由 Lo，6b] 上 一 切 有 界 函 效 组 成 ， 其 带 范 数 定义 为 

IEJ) =suplx(d | J=[a, b] 


Kir. TE, REM-ERE, ZECHE 
相同 的 范 数 ， 即 是 
1 一 1 
. 我 们 定义 (10) 式 所 需要 的 函数 w。 为 此 目的 ， 我 们 考察 图 
40 中 表示 出 来 的 函数 x;:、 此 函数 定义 在 [6，51 上 ， 上 在 [o， 妇 十 
它 是 1， 在 其 他 各 处 是 I。 显 然 ，xEBLa，6]。 我 们 定义 的 x 叫做 
KAC, IRRE. AA 和 泛 函 了 ， 我 们 在 [0 ,63 上 定义 
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ans san ee ee eh | 


wH, 
w (a) =0, w(i) =f (x), t€(a, b). 
我 们 证 明 ， 这 一 函数 由 ERAR Verw)<Ifl. 
对 复数 我 们 可 以 利用 极 坐 标 形 式 ， 事 实 上 ， 命 0=argt， 我 
们 可 以 表 
l 1， 如 果 E=0, 
e’, mr. 
RIAH, WPi, DR, löl=Ljfet=iet. Alk, NER 
6， 零 或 非 零 ， 我 们 有 
(12) lt1=te(©), 
这 里 ， 一 模 表 示 复 共 轰 ,如 通常 一 样 。 
k t 5» 为 了 后 面 的 公式 简化 起 见 ， 我 们 记 
图 40 函数 es=e (w(t) -w(t,_,)) 
Ex =a REIR, BITESAHBETER TER. AK, (12) 
式 ， 对 任 一 的 分 割 ( 2) 我 们 得 


D ww RT) | 


imi 


“一 | le 人 (OO 这 里 ，e (6) 一 


=ef tx) 十 Let] (xy) 一 了 (%-,)] 


=f( £X; + Dalur] ) 


} ” | 
<Ift | &% + Leiser. 


EAH, Neil RL), HEART HET, EH 

er =1， 而 且 从 谱 WEEZE, HE Aiea, bl, X 3, 

一 %1，。… 仪 有 一 项 非 零 ( 且 其 范 数 是 1) 。 在 左 端 ， 我 们 可 以 对 Ea， 

四 的 一 切 分 割 取 上 确 界 。 那 未 ， 我 们 有 
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(13) Var(w<si/i. 

Bit, wlas, BILMAHRTERK. 

我 们 证 明 (10) 式 ， 这 里 ，xECTa，b13。 对 形 如 (3 ) 式 的 每 一 
DA Peu RATELE, E A R H R (Pa 或 
zP, lo Wi, Za 不 仅仅 依赖 于 mm 也 依赖 于 Pa。 所 定义 的 公式 
是 


(14) Z=% (t) x, +) x(t) Exim tja]. 


imi 


FR, z,EBle, b). 根据 ww 的 定义 ， . 
(16) F (e) =a (F + Lat, DET ET a) 


=x (tw (h) + Dirt Tw) wC) 


p=} 


=) x(t EWC) ~ (ts) 1, 


ZE, RAAE RA u(t) =w (0) =0 得 出 。 我 们 选择 使 7 (P，) 
>0 的 [a， 冲 的 任 -分割 序 列 (Ps)， 参看 (5) 式 ，( 注 意 ，(15) 
式 中 的 二 依赖 于 P。， 记 住 这 个 事实 ,表示 它 时 ,就 不 再 用 的 和 如 15,。 
那样 麻烦 的 记号 ) 如 果 4%->oo，(15) 式 右 端的 和 数 趋 于 (10) 式 中 的 
积分 ， 和 倘若 了 (zjJ -> 了 (x) ，(10) 式 就 得 出 来 了 。 因 为 ECfe,b] 
时 ,了 (x) 一 /(x) 。 

我 们 证 明了 (zs) > 了 (x) 。 回 忆 一 下 % 的 定义 ( 见 图 40) ， 
我 们 看 出 ， 因 为 (14) 式 中 的 和 数 在 tsak EF, ik (14) 式 给 出 
z(a) =x (a):1. Bit, ()-x()=0. 而 E, E (14) 式 ， 如 
E, Hatt, BRARTI zal) =x (t1) .1 见 图 40。 于 是 
得 出 ， 对 那些 !,， 有 

lza) x (N = xlt xt. 
因而 ， 如 果 nP) 一 0， 屠 末 ， 由 十 x 在 [a, bE EEA, 
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Xia, bR RR, Alt, Æa bE -RGE A leami. 
由 了 的 连续 性 现在 得 出 了 (zw) -> 了 (9 ， 且 了 (一 0， 于 是 (10) 
式 成 立 ， 
我 们 最 后 证 明 (11) 式 。 从 (10) 式 和 (9) 式 我 们 有 
IF (x) I<max|x(#) IVar(w)=|x] Var(w). 


对 范 数 为 1 的 一 切 xEC[a， 的 取 上 全 界 ， 我 们 得 1 入 Var(w) 。 
EAR, RRATU. 

RINES, KERN w Reh, A HELL 规 iD 化 条 
件 ， 即 在 4 处 为 零 并 县 右 连 续 ; 

w (a) =0, w(t+0)=w(t) (a<t<b).-. 

可 以 使 之 唯一 。 详细 情况 见 A. E, Taylor(1958),PP.197—200. 
也 可 以 参看 了 Riesz HB, Sz—Nagy (1955), P.11. 

有 趣 的 是 ， Riesz 定理 还 可 以 作为 现代 积分 理论 的 出 发 点 。 
更 进一步 的 历史 评注 ， 见 N. Bourbaki (1955), P.169. 


4.5 伴随 算 子 


HEREZA X 上 的 有 界线 性 算 了 7,，X -> 了 相 联 系 ， 我 们 给 
HAN T 的 伴随 算 子 了 ， 正 如 在 8.5 节 中 我 们 将 看 到 的 那样 , 
由 于 在 解 算 子 方程 时 的 需要 , ÆTT RADE, wi, EW 
理学 和 其 他 一 些 应 用 中 出 现 . 在 本 节 中 ， 我 们 定义 伴随 算 子 了 "并 
ZRUENHEHER, 包含 它 与 3,9 节 中 定义 的 Hilbert 一 位 
随 算 子 T*@ 的 关系 。 下 面 的 事实 是 重要 的 ,注意 到 我 们 现在 的 讨 
论 依赖 于 Hahn- 一 Banach 定理 (采用 定理 4.3-3) ， 设 有 它 ， 我 
TO 在 Milben GRAF, HRAT TORSE T K Hilbert i A F T* 
(纵然 ， 如 本 节 末 所 述 7T* 和 了 * 是 有 关系 的 ) . 带 星 号 的 Hilbert 一 伴随 算 ware 
答 规 范 的 记号 ， 我 们 不 用 T 表 伴随 算 子 ， 因 为 一 个 是 在 Hilbert 空间 中 ， 而 另 一 


是 在 一 般 赋 范 空间 理论 中 ， 这 是 费时 刻 注意 的 事情 ， 我 们 用 T 表 伴随 A F., Tan 
不 如 有 的 文献 中 采用 记号 Ta, RINAHLER-E5. 
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们 很 难 取得 进展 。 
我 们 考察 有 界线 性 算 子 个,X -> 了 ， 这 里， 和 和 了 是 赋 范 空 
间 ， 并 定义 人 的 伴随 算 子 T*"。 为 此 目的 ， 我 们 从 六 上 的 任 一 有 
界线 性 泛 函 9 出 发 。 显 然 ，9 对 一 切 yEY 有 定义 , 命 y=Tx, 我 
们 得 到 X 痊 的 一 泛 函 ， 比 如 说 Fi 
(1) f(x) =g (Tx) xEX. 
因为 g 和 了 是 线性 的 ， 故 了 是 线性 的 。f 是 有 界 的 ， 办 为 
IF 1=|1g9(7x) <KigiiT s< HT]. 
对 一 切 范 数 为 1 的 xEX 取 上 确 界 ， 我 们 得 不 等 式 
(2) IFEST 
ARE EX’, XE, X 是 在 2.10-3 PELHA HHR R. 
根据 蛋 设 gEY’。 当 变动 gE€Y', AR(LIREXT—- AAYA’ 
KAF, Mi T 的 伴随 算 子 并 表示 为 了 *。 于是， 我 们 有 
(3) X T >Y 
x Toy 
BEER, TREXEY 上 的 算 子 ， 而 给 定 的 算 子 了 是 定义 


EX ti. 综合 上 述 有 下 面 的 ÁH bat HH. 


TYI 


451 定义 (伴随 算 子 J") 3ET:X>VEFRRERT, 
这 里 ， 和 和 了 是 赋 范 空间 ， 那 末 ，7 的 伴随 算 子 了 *: 了 之 其 害 - 
义 为 

(4) f(x)=(7T*9g) (x)=g(Tx) (ger’), 
这 里 ，Xy 和 了 分 是 无 和 了 的 对 偶 空 间 。 


我 们 的 第 一 个 任务 是 证 明 伴 随 算 子 与 算 子 本 身 有 相同 的 范 


数 。 今 后 将 明了 ， 这 是 一 个 基本 的 性 质 , 证 明 中 需要 用 到 从 
Hahn—Banach 定理 得 出 来 的 一 个 结果 ， 即 定理 4.3-3。 HTE 
立 起 伴随 算 子 的 一 个 满意 的 理论 在 此 ，Hahn 一 Banach 定理 
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7 Fu 


是 不 可 少 的 ， 而 伴随 算 子 又 是 线性 算 子 一 般 理论 的 一 个 本 质 的 部 
分 。 


4,5-2 ”定理 (伴随 算 子 的 范 数 ) 在 定义 4.5-1 中 的 伴随 算 
TERES RHE 
(5)  ITHSITi 
EA. AFT 是 线性 的 ， 因 为 它 的 定义 域 了 ' 是 向 量 空间 
且 易 得 
(T* (ag, +Pg)) (9) = (a9, + Fg) (Tx) 
=a9, (Tx) +p (Tx) 
=a(T*g,) (x) +8 T g,) (x). 
我 们 证 明 (5)。 由 (4) 式 我 们 有 一 全 9 TIOE . 
IT”’g=ifi<IeilTi. 
对 范 数 为 1 的 一 切 EY” 取 上 确 界 ， 我 们 得 到 不 SA 
(6) IMI<SITI. 
因此 ， 为 得 到 《5.) A; RABILRKIT ISITI. 
定理 4.3-3 蕴含 对 每 个 非 零 EX, FE gY’ ER 
Igi=1 E go (Tx) =T xl, ' 
RE, ge(Txo) = (T* 8.) (Xas BREITER ERSTEN, 
于 是 ， 我 们 得 到 
IT xol =9. (Tx) =f. (x0) 
<f TER 
=|T* gixa] 
<I7T "th lx . 
因为 ooj =1， 于 是 ， 对 每 个 和 EX， 我 们 丰 
[Tl Hl 
《这 也 含 mm 一 0， 因 为 了 0 一 0) 。 但 是 便 有 
ITxol NT 1% | 
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AR Ec=1TREITSI<eln IM EX 成 立 的 最 小 负数 
c. Bit, ITIRWERNFITL, DE RTLA IT ISITI e 
式 及 (6) 式 蕴含 (5) 式 。 

让 我 们 用 表示 算 子 的 矩阵 来 前 明 上 述 讨 论 。 这 也 将 帮助 读者 
自己 给 出 例子 来 。 


4.5-3 BIGER) Zen—MEuclideanz iR’ H, ERF 
T:R"->R" 可 以 用 矩阵 表示 出 来 (参看 2.9 节 )。 这 里 ， 这 种 矩阵 
Ty 二 (774) 依赖 于 Ra 的 基 书 = {el，…，ea} 的 选择， 基 中 之 元 排 
列 成 某 种 固定 的 顺序 。 我 们 选 定 一 基 E， 视 *= (é, ria) 
y= (me om 为 列 向 量 , 且 使 用 通 HARTAR RES AER 


(7) y=T:x, 分 量 为 9 一 Det, 


XE, j=1, 1, ne R F={f, 0, FEE RIAR (SE 
2.9 节 ) ， 这 是 R” 的 一 基 (R" 也 是 Buclidean niie 根据 
2.10-5). MR, RA JER” 有 表达 式 
geafıt" .十 Cnf 
现 根 据 对 偶 基 的 定义 ,- 我 们 有 f(y) =f; (Eme) =n. Alt, 由 
(7) 我 人 得 : od 
gy) =gATsx) = 2 a= > Larni 


交换 求 和 有 顺序， 我 们 可 以 表 此 式 为 下 之 形式 
(8) UT) Dh, ZBP sen 
SNTUHSARNN EX LANE f NRG ME 
f (2) =9(T z5) = Lbb SALTE x 
TRETEN, BITTER 
ale 


f=Tig 分 量 f= tsase 
ER -在 bi 中 ， 我 们 是 关于 第 一 下 标 求 和 (于 是 ,我 们 是 对 Ts 的 
列 上 的 一 切 元 求 和 ) > RMA TENAR: 


WET 是 用 矩阵 Ts 表示 出 来 的 ， 那 末 ， 伴 随 算 子 就 用 了 Ts 
的 转 置 阵 表示 出 来 。 


WRT EA C 到 C" 的 线性 算 子 ， 则 上 面 的 结论 也 成 立 。 


在 研究 伴随 算 子 时 ,下 面 的 公式 (9) 至 (12) 是 有 帮助 的 。 相 应 
的 证 明 留 给 读者 。 设 S$,TEB( 针 ,站 )， 参 看 2.10 节 。 那 末 

(9) (S+T)*=S*"+T* 

(10)  (aT)*=aT* 
。 BX, Y, Z 是 赋 范 空间 且 TEB(X,Y) 和 SEB(Y ,2) , 那 
末 ， 对 积 ST 的 伴随 算 子 我 们 有 〈 见 图 41) 

(11) (ST)*=T*S* 

SP 


图 41 Ara his 
e 222e. 


+ x 


MERTEB(X,Y) AT 存在 ,T EBY .X), BR, (TI 
存在 ，(T*)-'€EB(X', YA | 

(12) (TAs. 

伴随 算 子 T* 和 Hilbert 一 伴随 算 子 人 * 之 间 的 关系 ( 见 
3.9%) WRAXMY Æ Hilbert 空间 ， 比 如 H, =X MH, =Y, 
在 有 界线 性 算 子 T:X->Y 的 情况 下 ， 我 们 将 证 明 存 在 某 种 关系 。 
在 此 情况 下 ， 我 们 首先 有 (图 42) 


(13) HH, 
H'!+--—H} 
这 里 ， 如 同 前 面 一 样 ， 给 定 算 子 全 的 伴随 算 子 T 定义 为 
(a) T’g=f 
(14) (JEH, geH?). 


(db)  g(Tx)=/f(x) 
一 个 新 的 特点 是 ， 因 为 了 和 9 A Hilber tz LINZER, BCE 
们 有 Riesz 表示 式 〈 见 3.8-1)， 比 如 说 
(15) (a) fa), Xo (ER), 
(b) ol) =Y, yo (EH), 
且 从 定理 3.8-1， 我 们 又 知道 ，x。 和 ys 分 别 是 被 了 和 9 唯一 确定 
的 ， 这 就 定义 出 算 子 
AHi >H, Af=x, 
AHi >H, Ag=yı. 
从 定理 3.8-1 我 们 看 出 ，4, 和 A4, 是 双 射 且 等 距 ， 因 为 14,f1= 
Ixl=1fl, AN A LEX URKE. ME, ATT, AT: 是 
He tE (MIEIM. EXE, WRRN Bf) =<%， 
mer, x, WAA Na, P, RIE 
(16) (af, +8f:) (x) =afı (x) +8f: (x) 
=alx, L HEX, X 
=<x, är HB. 


根据 A NEXT TAR ZH 
A lafi +p) =24Afi thA. 
对 4 证 明 是 相似 的 ， 
定义 算 子 7* 为 ( 见 图 42 ) 


图 42 公式 (13) 和 (17) 式 中 的 算 子 
(17). T*=AT*A;ı: A,>H, T*y=%. | 
T+ 是 线性 的 ， 因 为 除去 线性 算 子 7* 之 外 ， 它 还 包含 两 个 共 辊 线 
ERA. RINER T* 确实 是 了 的 Hilbert 一 伴随 算 子 ， 证 明 是 
简单 的 ， 因 为 从 (14) 到 (16) 立刻 有 
Tx, y=9(T%) =f (x) = dia, Try 
即 是 3.9 节 中 的 ( 1 ) 式 ， 除 去 记号 不 同 外 。 我 们 的 结果 是 ; 


公式 (17) 通 过 了 的 伴随 算 子 T 表示 Hilbert 空间 上 线性 算 
子 工 的 Hilbert- 伴 随 算 子 T*. ， 


进一步 注意 ，1T#1 一 171( 定 理 3.9-3) 现 在 可 立即 从 (5 ) 式 
和 4: 与 4 的 等 距 得 出 来 .时 

“为 了 完成 这 一 讨论 ， 我 们 还 应 该 指出 了 :X-> 了 的 伴随 算 子 
T*MT:H,>H, Hilbert - BAT TZUNE BER & 
3, XE, X, Y SEZI, FH, H, 是 Hilbert 空间 ， 

T* 是 定义 在 含 人 的 值 域 的 空间 的 对 偶 空间 上 的， 而 7T* 是 

喜 搂 定义 在 含 了 的 值 域 的 空间 上 的 。T* 的 这 一 性 质 使 得 我 们 可 
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以 用 它们 的 Hilbert 一 伴随 算 子 去 定义 重要 的 一 类 算 子 ( 见 
3.10-1). 
HET, RECO, RTE 
(aT) =aT* 
但 是 对 于 7 了 *， 根 据 3.9-4， 我 们 有 
(aT)*=aT*. 


EHREHMT, THRATREEN BEER 示 出 来 ， 
但 是 ，T* BEI — AE FEINE FREE EBENE 《详细 介绍 见 
4.5-3 和 3.10-2) ， 


习 题 


证 上 明 ， GREAR PRERE. 

FET MERAT] MARTENA? 

证 明 ( 9) 式 。 

THAN. 

证 明 (11) 式 ， 

证 明 ，(7 =T, 

结合 (11) 式 和 例 4.5-3 我 们 能 得 到 关于 矩阵 的 什么 公式 和 ” 
证 明 (12) 式 。 

BF) 设 兴 和 了 是 赋 范 空间 ， 了 :X 一 了 是 有 界线 性 算 子 且 


MR). 即 了 的 值 域 的 闭 包 .。 证 明 ，( 见 2.16 节 习 是 13) 
Mo= HN(T*). 
10. (SEF) 设 8 是 赋 范 空间 X 的 对 偶 空 间 A SFR. B Kg 
wF aB 定义 为 
aB={x€X|f (x)=0, U FEB}. 
证 明 ， 在 习题 9 中 
RNZNTN. 
在 解 方程 了 x=y 时 ， 这 意味 着 什么 ? 


Da ne ‘a E » 
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4.6 AR = A 


向 量 空间 的 代数 自 反 性 在 2.8 节 中 已 讨论 过 了 。 赋 范 空 间 的 
自 反 性 是 本 节 的 论题 。 首 先 让 我 们 追 述 一 下 在 2. 8 节 中 所 做 的 工 
作 。 我 们 记得 ， 向 量 空间 X 叫做 代数 自 反 的 ， 如 果 典 则 映 象 
C:X>X* RBS. RE, X= (XX)* 是 七 的 第 二 代数 对 偶 
空间 且 映 象 C 定 义 为 ng, XE | 
(1) ga(f) =f (x) (fEX* 是 变动 的 ) 3 
WE, HE EX, KAEH 定义 的 线性 泛 函 gs。 如 果 是 
有 限 维 的 ， 那 末节 是 代数 自 反 的 。 这 已 在 定理 2.9-3 中 证 明了 ， 
现在 让 我 们 转 到 我 们 的 现实 任务 上 来 。 考 察 赋 范 空间 X， 各 
2.103 HE NER BER X, 的 对 偶 空间 是 (X)'， 
一 空间 用 KAREMA HM HASARLAR ER, 
AEEXRMEX LENZKI: 且 命 
(2) ga (f) =F (x) (fEX' 是 变动 的 ) 
这 很 象 (1) 式 ， 但 注意 ,现在 的 f 是 有 界 的 . 下 证 9s 也 是 有 界 的 ， 
因为 我 们 有 基本 结果 如 下 。 


4,6-1 引 理 (gx 的 范 数 ) ”对 赋 范 空间 关中 每 一 周 定 的 x*， 由 
《2) 式 定义 的 泛 函 gz 是 关上 的 有 界线 性 泛 函 ， 于 是 gX’, H- 
有 范 数 

(3) lol = xh. 

证 明 。 从 8.2 节 ，gz 的 线性 性 是 已 知 的 了 。 且 (3) 式 从 (2) 式 
和 推论 4.3-4 得 出 来 ， 即 

(4) losl = sup 1900, L an: po 


f0 f=0 
» 226 » 


KEN EX, NEE O2) RAN ER ER 
9zEX"。 这 就 定义 了 一 映 象 
(5) C, X>X" 
X I. 
Cu X 3 X 中 的 典 则 映 象 。 我 们 证 明 ，C 是 线性 ， 内 射 和 保 范 
的 。 这 可 以 用 在 2.10 节 中 定义 的 赋 范 空间 同 构 来 表述 。 


4.6-2 引 理 〈 典 则 映 象 ) 由 (5) 式 给 出 的 典 则 映 象 是 赋 范 
ZAXIRA (C EHEM, RO ECER. 
证 明 . CHRE 2.8 节 已 经 看 到 ， 因 为 
Gazısu(f) =f (ax +-By) =af (x) + Pf (y) 
BE =ags (f) +Pgy(f). 
转 别 ，gz 一 9y 二 9z.y。 因此， 由 (3) 式 我 们 得 
I —gl=19:-,1=1x-yl. 
这 就 证 明了 C 是 等 距 的 和 保 范 的 、 等 距 曹 含 内 射 。 这 也 可 以 从 我 
们 的 公式 直接 看 出 这 一 点 、 事 实 上 ， NEEEM MR IFI. 
这 是 根据 2. 2 节 中 公理 (N2)。 因此 ，C 可 视 为 映 到 它 的 值 域 上 的 
Ra 


,天 叫做 可 嵌入 于 赋 范 空间 Z 中 ， mX AZN- Femme. 
Kepr28%, MEE, KEEMA SAWAH, Mi MA 
PAHAR A (2.10). 5IE4.6-2EN, XT RA 
EX, BCHUNBKKAITFFSEN BEA. 

— ih, CREBH, TREERRORX KARATE. 4 
AC) E X" RMA REIRE, HAEA 


4,6-3 EX (BER) REIKI RE N, 如果 
RKC) = 下 
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SE, C, XX" 是 出 (5) 式 和 (3) 式 给 红 的 典 则 映 象 。 


这 个 概念 是 H，Haha(1927) 31H, E.R, Lorch (1939) 
称 之 为 “ 自 反 性 ”。Habhn 在 积分 方程 的 诱发 下 ， 在 赋 范 空间 的 
线性 少 程 的 研究 中 认识 到 了 自 反 性 的 重要 性 ， 他 的 研究 世 包含 了 
Hahn-Banach 定理 以 及 对 偶 空间 的 最 早 的 研究 . 

如 果 X 是 自 反 的 ， 由 引 理 4.6-2， 它 与 X" 同 构 《 因 此 等 距 )。 
有 趣 的 是 其 逆 一 般 不 成 立 ，R.C.lames (1950, 195D 已 给 出 了 
证 明 : 

而 且 ， 完 备件 不 蕴含 自 反 性 ， 但 相反 我 们 有 


4,6-4 定理 〈 完 备 性 ) WERKEN, 则 它 是 
完备 的 《因此 是 Banach ZA). 

us. 因为 X "是 二 /的 对 假 空间 。 由 定理 2.10-4 它 是 完备 
了 的。 天 的 自 反 性 意味 着 AC =X". XERE Eha EA, 0r 
N MEER. 


R* 是 自 反 的 。 这 从 2.10-5 直接 得 出 来 。 它 是 任意 ARAM 
范 空间 义 的 代表 。 事 实 上 ， 如 果 dim X<oo, IR, X ER 
ERARETO CORE 2.7-8), 于 是 天 一 全 EEXRIRÄKH 
TE 5 nn 


4.6-5 定理 (ARH ETHRARBERNBEARN. 

P,XKRrRERM- BNZ2.I-TEH. ABl, 
L'a, b), 1<p<o 是 自 及 的 ， 这 是 可 以 证 明和 的 。 也 机 DIE: 
FAR ZHE Ca, 61 (R2.2-5), O GEBET m), LEa, 
bJ, 1% ( 见 2,2-4) 和 和 的 子 空 间 z 和 cs， 这 里 ，c 是 一 切 收 仇 数 
A, 是 一 切 收 敛 于 0 的 数列 空间 。 


alt: 


em a = Re e < en 


4,6-6 定理 (Hilbert 空间 ) ”每 个 Hilbert 空 间 都 是 自 反 的 。 
WR. 我 们 用 证 明 对 每 个 gEH”， 存 在 一 个 xEH EE g= 
Cx 的 方法 来 证 明 典 则 映 象 C， H-H" 是 满 射 。 当 作 准 备 ， 我 们 
定义 A,H'>H, Af=z,3XH, zh 3.8-1 中 Riesz Erf): 
二 <%*，2》 给 出 。 从 3.8-1 RAE ENH HRE. AERE 
性 的 ， 正 如 我 们 从 4.5 节 中 (16) 式 看 到 的 ， 由 2.10-4,，H 是 党 
备 的 ， 且 是 Hilbert 空 间 其 中 内 积 定义 为 
fu f= Af,, Afd. 
ER, Bf, 的 顺序 。3.1 节 中 的 (TIP1) 到 (EP4) REA 
IUR. Hal, MANIRREE, 
Cafi, Fdı=<Afr, Alaf)2=<Af,, Af 
=a<f,, fe 、 
得 出 IJP2， 设 oG" 是 任意 的 。 设 它 的 Riesz 表示 式 是 
I=, Frı=kAlo, Af. | 
我 们 现在 记 住 (xz) =<, AE, z=.. W Ahr, 我 们 有 
Afo APE, DEO a 
与 上 面 的 一 起 ， 有 g(f) =f (x) ， 根 据 C 的 定义 ， 即 有 4 一 Cx， 因 
为 9EH' 是 任意 的 ， CRRA, 于 是 如 是 自 反 的 。 


有 时 可 分 性 和 不 可 分 柱 见 1.35) 在 证 明 菏 RE, 
RUNTUEIH. AREETA EZRNZRX KERANA 
分 简单 。 关 键 是 定理 4.6-8 (下 面 的 )， 它 指出 X’ 的 可 分 性 
ware, 性 《其 着 一 般 不 真 ) Hk, MEREZA 是 自 反 ， 
的 ， 由 4.6-2，X" 与 六 同 构 ， 于 是 在 此 情况 下 ，X HTE 
& X" 的 可 分 性 ， 再 由 4.6-8， 空 间 刀 (也 是 可 分 的 。 由 此 我 们 有 
下 面 的 结果 ， 


2: 5 


具有 不 可 分 对 偶 空间 X’ 的 可 分 赋 范 空间 A 不 可 能 是 自 反 的 。 


H. /不 是 自 及 的 。 

证 明 . 由 1,3-10, V ÆTTAR, AV RAM MM 
2.10-6 和 1.3-9。 

要 证 明 的 定理 4.6-8 将 从 下 面 的 引 理 得 到 。 本 引 理 的 一 个 简 
单 说 明 表 示 在 图 43 中 ， 


4.6-7 引 理 〈 泛 函 的 存在 性 ) 设 了 二 赋 范 空间 XX 的 真 闭 子 
空间 , 设 x,EX-Y 是 任意 的 且 


(6) ô= inf 19—x,1 
JEY 


是 xo 到 了 的 距 寅 。 WMR, FE—AJEX 使 其 
(7) f=1, Fu) =0 对 一切 YEY, F(x) =à. 
ER. 证 明 的 思路 是 简单 的 。 我 们 考察 由 了 和 x, 生成 的 子 空 
Ħ Zex, 在 Z 上 定义 有 界线 性 泛 函 / 为 
. (8) f=f(ytax)=a yEY, 
IR f RE) AEH 4.3-2 EMAIL BRENNT. 
每 一 个 zEZ 一 span( 了 U{xo)) 有 唯一 的 表达 式 
z=y+tax, yEY 
这 一 点 在 (8) 式 中 已 被 利用 。 上 的 线性 性 容易 看 出 来 。 又 因 了 是 
HIAS, 859, FRI. 现在 ， 当 a=0 时 ， 给 H f=, 对 
一 切 yEY。 当 a=1 和 y=0 H, RNA f (x0) =6， 
我 们 证 明了 是 有 界 的 。 当 a=0 时 给 出 f(z) 一 0， Hart. 3 
用 (6) 式 并 注意 一 (1/a)yEY ， 我 们 得 到 
“ . IFG) |=la]ð= la] int 19 


< lal 上- 过 一 可 
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=|y--ax,], 


| 


图 43 当 关 一 Rs， 对 引 理 4.6-7 的 说 明 ， 这 里 ， 了 由 各 一 点 /2， 
和 =0 和 Xo 一 (1,3,0) 表 示 , 于 是 6=V5 ‚„Z=span(Y J{x}) 
éé FMS) = (一 6 十 2582)/V5. 
即 是 ，|f(2) 11zl。 因此 了 是 有 界 的 且 Ifi<<1， 
RENEI. TARDEN, Y 包含 一 序列 (Va) 使 
Elyn xls. E 24, 二 ys 一 X%,。。 那 末 ， 由 (8) 式 ， 取 “ 一 一 jb 我 
们 有 f(z7)=—6, 又 


-sag MOL En) BER 
l= sup Tz > a Tal 5 


z¥0 
当 其 hn->oo 时 。 因 此 ，1fi 宇 1， 于 是 1f1=1. 由 关于 南 范 空间 的 
Hahn-Banach 定理 ， 我 们 可 以 延 拓 了 于 XX 上 使 范 数 不 增加 。 目 


利用 这 一 引 理 ， 我 们 现 将 得 到 所 要 求 的 


4.6-8 定理 〈 可 分 性 ) ”如 果 赋 范 空间 关 的 对 侦 空间 关 ' 是 
可 分 的 ， 那 末 关 自身 也 是 可 分 的 ， | 

ER. RIR X ET. WRA A k U = If 
二 1}CX' BAURETE, nd, Sf). 因 JEU’, RTE 


.231 ， 


Afal = wre | fa (xX) | 一 。 


由 上 确 界 的 定义 ， 我 们 可 以 找到 范 数 为 1 的 点 xnEX 使 其 
Ifn (Xa) | >>. 


设 了 是 span(x,) HE. BR, Y 是 可 分 的 ， 因 为 了 有 可 数 笛 
密 子 集 ， 即 是 ， 诸 x。 的 一 切线 性 组 合 之 集 ， 其 系数 的 实 部 和 此 部 
是 有 理 数 

REA Y=X. WY+X. PR, KYEH, WEE 
4.6-7， 存 在 一 个 JEX', EIfi=1 Ef (u) =0， 对 一 切 yEY。 因 
为 xa€EY ,我们 有 了 (xs) =0 且 对 一 切 


ZEIT! 


一 | (一 月 (x) | 
<Slfa— fiit, 


RE, plsi. Ak, a-g, (RR (fa) 在 UV 中 
稠密 矛盾 ， 央 为 了 本 身 在 L/ h, x le 


习 a 


7 1。 MRI=R, RER MEHR 
2. 在 X 是 Hilbert 空间 的 情况 下 给 出 引 理 4.6-7 的 一 个 简单 的 证 


3， 如 果 赋 范 空间 X 是 自 反 的 ， u x FARM. 

4, WH, Banach 空间 六 是 自 反 的 当 且 仅 当 它 的 对 偶 空 s 同 是 自 反 的 ( 提 
示 : 可 以 证 明 自 反 Banach 空间 的 闭 子 空间 是 自 反 的 、 利用 这 一 事 实 不 作 
uF BH) 

5. 证 明 , TREE, FEX EARR EIER 
lki =1/òð, hu) =d -W yuEY, his ; 
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6， W, MEZER FARY Y 有 不 同 的 零 化 子 (E 
2.10 节 习题 13) 

1. 设 了 是 赋 范 空间 羡 的 闭 子 空间 ， 使 得 在 r 土 处 处 为 0 的 每 一 个 
6 在 全 空间 上 处 处 为 0。 证 明了 = 元， 

3. 设 到 是 赋 范 空间 发 的 任 一 FR TEEN, x EX-EA=span M 的 元 
当 有 目 仅 当 对 每 一 使 得 fy=0 FRE T Se 

4. ER) 证 明 ， 哩 东 空 间 习 的 TMi X 中 是 完全 的 当 且 仅 当 
EM 上 处 处 为 (的 每 一 个 了 私企 天上 处 处 为 0。 

-10 证 明 ， 如 果 赋 范 空间 人 有 线性 无 关 的 #4 元 子 集 ， 册 对 偶 室 间 也 是 
如 此 ， 


4.7 纲 定理 。 一 致 有 内定 理 


一 致 有 界定 理 KK - SEHE €S, Banach MH, 
Steinhaus(1927) 给 出 的 最 重要 的 定理 , 实际 上 ,在 整个 分 析 学 中 ， 
有 许多 结果 与 这 个 定理 有 关 . 最 早 研究 这 个 问题 是 再 . Lebesgue 
(1909) .一 黎 有 虹 定 理 常 常 被 认为 是 赋 范 空间 中 话 函 分 7 析 的 基础 
之 一 ， 其 余 是 Hahn-Banach 定理 (4.2，4.3 节 ) HAREM 
(4.12 节 )， 闭 图 象 定 哩 (4.13 节 ) 。 除 Hahn-Banach 定 理 外 ， 
四 个 定理 中 的 其 余 三 个 都 要 求 完备 性 , 率 实 上 , 它们 刻 划 了 
Banach ZU NWS TRBEENEN, REHRENER 范 空间 中 
是 没有 的 。 

十 分 有 趣 的 是 ， 我 们 将 从 一 个 共 共同 的 依据 而 得 出 这 三 个 定理 
来 。 更 确切 地 说 我 们 将 要 证 明 所 谓 的 Baire MEHR. H wE 
Fh- REE ARER), RREME E 4.12 Thy . 
最 后 很 容易 得 出 亲人 图 象 定理 (在 4.13 东 中 ) 。 . 

Baire 纲 定理 在 泛 函 分 析 中 还 有 各 种 其 他 应 用 。 OFERE 
HEW ERE A Ee EA A A NEBRA A, 
可 参看 更深 - - 些 的 书 ; R, E, Edwards (1965),J, L, Keltey 
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Mu Namioka(1963). 

在 定义 4.7-1 中 ， 将 叙述 关于 Baire 定理 4.7-2 的 必须 的 
概念 ， 每 个 概念 都 有 两 个 名 字 ， 新 名 和 旧名 《提名 在 括号 中 给 出 
来 ) 。 后 者 不 采用 了 ， 因 为 “ 岗 论 ”已 被 用 于 全 然 不 同 的 数 学 目 
的 《本 书 将 不 讲述 它 ) ， 


”4.7-1 定义 ( 纲 ) 度量 空间 不 sg 的 子 集 MI 做 
(a) 在 X 中 是 稀疏 的 〈 或 无 处 稠密 ) ， 如 果 它 的 闲 包 订 没 
ANA 〈 见 1.3 节 ) 

(db) 在 民 中 是 贫乏 的 《或 第 一 纲 的 ) ， 如 果 M 是 可 数 多 
TERRA AZFH. l 
(ce) EXHEERSHORELNG) ,如 果 放 在 区 中 不 是 贫 
G-A: o ，- 


o 4.1-2 `Baire 纲 定理 (完备 度量 空间 ) 。 REREH X +0 
县 完备 的 ， 则 它 在 自身 中 是 非 贫乏 的 。 

O 因此 ， 如 果 姑 区 g 是 完备 的 且 

(1) Z= A CAR) 


MR, EVER-AUSHEHTE. 
证 明 . 证 明 的 思路 是 简单 的 。 设 完备 度量 空间 NS FH 
PRZ, BK 
Eo a» x= m 
RHSAMEIHREAN. RIRE — Cauchy EF] (p), H 
极限 是 p〈( 它 的 存在 由 完备 性 决定 )， 且 p 不 在 任 一 Ms 中, 因此， 
BRKRI)FE. 
' HRAM EXHAR, TR, REX, M REES. 
XEFZRE WWSH), KM AX. Ak, MEURA 
234 » 
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Mi=X—M EZER. 于 是 可 以 选择 这 样 的 一 点 nei 和 以 
加 为 心 的 开 球 ， 比 如 | 
B=B(p,; a)cM;, act. - 
Hit, MEXRAA, TR, M TAEZ M. Wk, 
它 不 合 开 球 Bp Le), #MiNB(p, za ) 是 非 空 开 集 ,于 
是 ， 在 此 集中 我 们 可 以 选择 一 开 球 ， 比 如 说 
B,=B(p, e) cM; N B( pa za )， <a. 


接 归纳 法 ， 于 是 得 到 一 序列 的 球 
B=B(ps e), a&<2* 
EH BAME 


BenSB( pes T )ea, kh=1,2,% ` 


因为 <2*, 和 名 球 中 心 组 成 的 序列 (Pp) 是 Cauchy FREUE 
如 说 ，pr 习 PEX， 因 为 按 假设 六 是 完备 的 ， 又， 对 每 个 mm 和 n>m 


1 = 
ABc B( pn ’ Jen), F 是 
d (pm,p)<d(pn, Pn) +d(pn,p) 
<hen +d (Da, p) Ben , 


Y noo 时 。 因此，pwEBm， 对 每 个 m。 因 为 BnCMs， 我 们 现 
FE gaire 定理 得 证 .时 


我 们 注意 ，Baire 定理 之 首 一 般 不 真 。 在 自身 中 非 贫 乏 的 非 
完备 赋 范 空间 的 例子 在 N. Bourbaki (1955) 。 习 题 6 ,PP .3-4 
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中 已 给 出 ， 

由 Baire 定理 ， 现 在 很 容易 得 到 所 要 求 的 一 致 有 界 性 定理 。 
BEER DEXE Banach 空间 且 算 子 序列 T,EB(X,Y) 在 
每 一 点 xEX 处 是 有 界 的 ， 则 序列 一 致 有 界 ， 换言之 ， 逐 点 有 界 
人 性 蕴含 某 种 更 强 疮 义 下 的 有 界 性 ， 即 一 致 有 界 性 〈 下 面 (2) 式 中 
的 实数 C-， 一 般 地 说 ， 它 是 随 * 而 改变 的 , 所 以 用 x 作为 足 标 ， 
本 质 之 处 是 C。 不 依赖 于 mn) 。 


4.7-3 ”一致 有 界 性 定理 ” 设 (T。) 是 有 界线 性 算 子 T。: 斑 -> 了 
的 序列 ，T ,从 Banach 空间 不 到 赋 范 空间 YY 中， 使 其 《17,xl) 
对 每 个 xEX 有 界 ， 比 如 说 

(2) IT .x|<C,, n=1,2, e, 
这 里 Cs 是 实数 。 那 末 范 数 序 列 1T 浊 是 有 界 的 ， 即 是 ， 存 在 C 使 
其 

(3) ITI<C, n=1,2,-. 

证 明 . 对 每 个 REN， 设 ACX 表 一 切 使 得 

ITa XI <kN nk 
的 x 所 成 之 集 。 水 是 闭 的 。 事 实 上 ， 对 任 xE 和， 存在 序列 (x)) ， 
LEA, KAFI KERA, HANAR N n AIT aik, A 
为 Ts 是 连续 的 ， 又 因 范 数 连续 ( 见 2.2 节 ) , Kan 

T.xi<k. Alt EA E A 是 闭 的 。 
由 (2) 式 ， 每 个 xE 欠 部 属于 某 个 46， 因此 


X=U A. 


kml 

央 为 天 是 完备 的 ，Baire HEEHSHIABS-FR, bÑ 

(4) B=B(%0 r) Ars l 
MACK 是 任意 的 且 非 零 .我 们 设 


(65) 2 一 2 十 ?%9 ?一 aut" 


5 
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/1 y 
ME 1z 一 此 <r， 于 是 zEB,。 由 (4) 式 和 Au 的 定义 ， 于 是 有 
Zuz] Sko 对 一 切 4。 又 因 为 xcEb， A Intika. 由 (5) 式 
我 们 得 

x= 


1 
一 《2 一 Xoj o 
y. o 


ITa = Tue) EENT ESYA 


Ieo’ 


1 
Y 
<S lak. 
因此 ， 对 一 切 n， 
T= sup Tuxl<Ah, 
jxi=1 r 
WC=4k/r, HEBR. D 


应 用 


4.7-4 多 项 式 空 间 ” 范 数 定义 为 


(6) Ixi=maxla,| Clas, a, ER RRO 
的 一 切 多 项 式 全 体 的 赋 范 空间 X 是 非 完备 的 。 


证 明 . 我 们 在 七 上 构造 一 有 界线 性 算 子 序列 ， 满 足 ( 2 ) 式 ， 
但 不 满足 (3) 式 ， 于 景 导 不 可 能 是 完备 的 。 


我 们 可 以 把 次 数 为 Ns 的 多 项 式 x 大 0 写成 下 面 的 形式 ， 
x( 人 及 一 Jat (aj 一 0， 当 Jj 六 > 入 :时 )， 
j=l 


Gx=0 时 ， 在 通常 的 次 数 讨论 中 ， 它 的 次 数 是 没有 E 义 的 ， 
倡 在 这 里 没有 关系 ) EA X 上 的 算 子 序列 ， 我 们 取 一 这 锋 序列 


+ 287 . 


了 ,一 六 
(7) T,)=f.(0)=0, Ta=f (X) =a tetanio 
fs 是 线性 的 。fs 是 有 界 的， 因为 由 (6 ) 式 ，|ay| 志 ix|， FE 
fa) |<<nixl。 而且， 对 每 个 国定 的 xEX， 序 列 (N) H 
是 (2) 式 ， 因 为 ， 次 数 为 Ns 的 多 项 式 x 有 Ns 十 1 个 系数 ， 于 是 由 
(7) 式 我 们 有 
lfa (2) I< (Was+1)maxlcil 一 Ca 


即 是 (2) 式 。 

我 们 现在 证 明 (j) 不 满足 (3) 式 ， 即 不 存在 C 使 其 IT,1=1f,1 
<C， 对 一 切 "%。 这 只 要 选取 特别 的 的 多 项 式 即 可 办 到 ,对 于 fm 
我 们 选择 由 下 式 定义 的 % 

x(t) =i ttt tt", 
IK, HÖR, Irl=ıE 
 A&)=1+1+-+1=n=nle]. 
Alt, Wall) l/l =n FEIDER. 


4,1-5 Fourier 级 数 我 们 回忆 一 下 3.5-1, 以 2z 为 周期 的 
周期 函数 的 Fourier 级 数 是 形 如 l 


(8) 2% 十 > (am cos mt +bsin mt) 
m=l - 、 . 


的 级 数 ， 2 的 Fourier 系数 用 Euler 公式 给 出 


` (2n 
(9) Gna -1| x(t) cos mtdt, 
v . 


1 人 
5 一 二 | x(t)sinmtdt, 
Jo 


CE) 式 我 们 写成 oo/2， 在 (9) 中 只 有 两 个 公式 但 在 3.5-1 中 。 
“238 + 


un ernennen en nme = 一 


我 们 记 成 co， 则 必需 三 个 Euler AR] 

众所周知 ， 级 数 甚至 在 * 的 间断 点 处 可 以 收 你， 习题 15 给 
出 了 一 个 简单 例子 ) ,这 证 明 ， 对 于 收敛 性 来 讲 ， 连 续 性 不 是 必要 
的 。 出 人 意料 的 、 连 续 性 也 不 是 充分 的 @。 事 关上 E， 利 用 一 致 有 
界 性 定理 我 们 可 以 证 明 于 下 ， 


存在 实 值 连续 函数 ， 它 的 Fourier 级 数 在 给 定点 处 是 发 散 
的 。 

EA. 设 兴 是 一 切 以 2x 为 周期 的 ， 范 数 定义 为 

(10) ixi=max|x(?) | 
的 连续 函数 x 组 成 的 赋 范 空间 。 基 是 Banach 空间 ,这 与 从 1.5-5 中 
取 a=0 和 b=27 所 得 出 来 的 结果 一 致 。 我 们 可 以 取 太 =0 而 不 
影响 一 般 性 。 为 了 证 明 我 们 的 结论 ， 我 们 将 应 用 一 致 有 界 性 定 
理 4.7-3 于 Ts 一 f, 这 里 ，f。(x) 是 x 的 Fourier 级 数 n 项 部 分 和 在 
1 二 0 处 的 值 ， 因 为 ， 当 如一 0 时 ，sine 项 都 是 0，cosine 项 都 
是 1。 我 们 从 (8) 式 和 (9) 式 看 出 


fa (x) -0+ 2 0m 


m=i 


= 二 | x 上 + eos mt er. . 


T 


我 们 要 确定 积分 符号 下 用 和 数 表示 出 来 的 函数 。 为 此 目的 ， 我 们 
计算 
2 sint YT cos mi= = 2sin Zt cos mi 


mail mal 


@ 连续 性 和 在 点 fj 处 右 方 和 左 方 导数 的 存在 性 ， 对 在 to 处 收敛 来 讲 是 FI. 
SAW. Rogosinski(1969) ‚P.70. 
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u 


= £l- sin (m- i) +sin (m+ 1)| 


ml. 


=— sin Ltrsi EN 
== 一 sin „irsin (n+ zje 


这 里 最 后 的 霄 达 式 是 逐 对 相 消 而 得 出 来 的 。 用 sin3+ 去 除 两 端 


并 在 两 端 加 1 得 
" sin (n+ t)i 
1+2D cos m= -一 一 一 一 
nes sin zt 


因而， 关于 f(x) 的 公式 可 简化 为 
aD | OD and, 


sin (n+) 

Qn (1) =—— 

sin- 1; 
2 


利用 此 式 ， 我 们 证 明 线 性 江 函 ,是 有 界 的 。 事 实 上 ， 由 (10) 式 和 
ADR 


Ia) <i marjat) |" laa ldt 


au lat. 


由 此 看 出 fs 是 有 办 的。 而且， 对 范 数 为 1 的 一 切 x 取 上 确 界 ， 我 
们 得 | | | 


lc Ina. 
实际 上 ， 等 号 成 立 ， 我 们 现在 进行 证 明 。 为 此 ， 让 我 们 首先 记 . 
。 240。 


udn a er urn 


Br 


wu.” 


LA (t) | =y (t) In (ft) 
XE, yA = +1 EE Dre y(i) 二 一 1, 在 其 余 各 
处 。y 是 不 连续 的 。 但 对 任 给 的 e>0, 可 以 修正 它 成 为 范 数 为 1 的 
连续 函数 x*。 使 得 对 此 x 我 们 有 
49-0 ma |<. 


表 此 式 为 两 个 积分 并 利用 (10) ， 我 们 得 


el dan!) — e MOLANG) at| 


一 [=- 二 | 1mW1a |<. 
因为 g>0 是 任意 的 内 1x| 一 1， 这 就 证 明了 要 求 的 公式 
aD le oO dt, 


MR, 我 们 证 明 序列 (1 "由 是 无 界 的 。 将 (141) 式 中 q 的 表达 
式 代 入 (42) 式 中 ， 利 用 


sin L IH. 1€(0, 25) 


San 


1 Isin vj dv 


Tjo 4 
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zn +1)3 ; 
=} f > Isinv| aiy 
ke u 


> a Tr Ne D7 |sinvįdv 


er 


这 因为 调和 级 数 发 散 。 AEAADERAN, FÆ (3) R OR 
7 ,一 卢 ) 不 成 立 , 因 为 叉 是 完备 的 ， 这 就 蔓 含 (2) 式 不 可 能 对 一 切 x 
成 立 。 因 此 ， 一 定 存在 .xEX 使 得 (|f, (x)1》 是 无 界 的 、 但 根据 
fs 的 定义 ， 这 意味 着 x 的 Fourier 级 数 在 t=0 处 发 散 。 


注意 ， 我 们 的 存在 性 的 证 明 并 没有 告诉 我 们 如 何 去 找 出 这 种 
Fourier 级 数 在 to 发 散 的 连续 函数 。 这 种 函数 的 例子 已 由 二 . 
Fejér (1910) 给 出 其 中 的 一 个 被 转载 在 W. Rogosinski (1959) , 
PP.76—77. nr u 
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1. 一 切 有 理 数 集 是 哪 一 纲 的 ? (a) 在 R 中 ，(5) 在 自身 中 〔 取 通常 的 距 
离 ) . 

2. 一 切 整数 集 是 哪 一 纲 的 ? (a) 在 R h, (OEA (hR pA 
出 的 度量 ) ， 

3. 在 离散 度量 空间 XX 中， 求 出 一 切实 玉 集 来 。 (R1.1-8) 

4. 在 Rz 中 求 出 贫乏 的 稠密 子 集 来 。 

5. A, 度量 空 间 X 的 子 集 加 在 关中 是 稀 院 的 当 且 仅 当 ( 报 )° 在 六 中 
稠密 . . ; 
6. 证 明 ， 完 备 度 量 空间 六 的 灸 乏 子 集训 的 余 集 MM “是 非 贫乏 的 。 


7T. (EM) EX Banach 空间 , 了 是 赋 范 空间 且 T,€B(X, Y), n= 
2，…， 使 其 supllT „=. 试 证 明 ， 存在 EX Ei supliT „xof = 00 


[此 点 xo 常 常 吗 做 共鸣 点 ， 我 们 的 问题 启发 我 们 称 - 致 有 界 性 定理 为 共鸣 定 
=] 

7 8。 证 明 ， 定 理 4.7-3 中 ，X 的 完备 性 是 本 质 的 ， 不 可 以 省 去 [考察 由 
Ye), et 当 JPJEN 时 ， 这 里 ， 了 依赖 于 AREF A i X 
CIS, RH Tax= fal) =ni ELAT] ， 

9. BT XE, ATSIRENK (é, a, Be) ln Eo 
Er). REITER RH lim Tal, 17.1 lim Tal. 


10 (Zi) Kreta), mCE， 使 得 DEM 对 每 个 x 二 (51)Eco 收 
a Ra, O S u 闻 ， D Zinio 
《和 和 几 4.7=3)。 „(auch # 2% 

"ot. EX Banach fA, VERBEmET.E eB(X ,Y) EAN A 
we (Tsx) 是 了 中 的 Cauchy Fa. WHA, AT.DEERMN. 

另外 ， 如 果 在 习题 11 中 的 了 Y 还 是 完备 的 ， 试 证 明 ，T。x 一 Tx。 这 
EB, Terc Y). 

13. 如 果 (%,) 在 Banach 空间 关中 ， 且 使 其 (f(x,)) 是 有 界 的 ， 对 一 切 
FEX’, WR, (AEE RR 

” 14。 MRAMY Banach 空间 且 了 .ECB(X， Y) ,n=1,2,……, 证 明 ， H 
下 命题 等 价 ， 

(a) 《ii 站 是 有 界 的 ， 

(b) TNH- XER, 

I) (ITADEERE SN-WEeIM- gE. ii 
x 15. 为 了 说 明 函数 -wx 的 Fourier 级 数 甚至 可 以 在 x 的 间断 处 收 仇 ， 求 函 
数 、 


o MR-a<I<g 
x(t) =f ' Ex +2z)=x(t) 
1 如 时 0<tz 
gj Fourier 级 数 。 图 示 x 和 部 分 和 so，sz 54,，54, 并 与 图 HER. EN, 
在 {== 土 mx 处 ， 级 数 之 值 为 1/3， 即 * 的 石和 左 向 腿 的 算 丰 了 均 和 这 种 性 质 
RFowie NER, 
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我 们 已 经 知道 ， 在 微 积分 学 中 定义 了 不 同类 型 的 收 伍 〈 通 常 
前 收敛 ， 条 件 收 剑 及 一 致 收敛 ) ， 这 就 使 得 人 们 在 序列 和 级 数 的 
理论 及 应 用 中 具有 较 大 的 灵活 性 。 在 泛 函 分 析 中 情况 也 是 类 似 
:的 ， 蚀 县 甚至 有 更 类 的 可 能 性 证 明 它们 是 有 实际 意义 的 。 在 本 节 
我 们 主要 讨论 “ 弱 收 和 敛 ” 这 是 一 个 基本 的 概念 。 我 们 现 罕 才 介绍 
它 ， 因 为 ， 它 的 至 论 本 质 上 是 用 到 前 一 节 中 的 一 到 育 办 性 定 到， 
事实 上 ， 它 是 该 定理 的 一 个 最 主要 的 应 用 。 

在 同 范 空间 中 ， 元 过 序列 的 收 化 在 2.3 节 中 已 经 定义 了 ， E 
HRRSEURARK, URRAK AN "RE" MEA. 
首先 叙述 


4.8-1 EX GAB) BREITET 
的 〈 臣 按 范 数 收 伍 的 ) ， 如 果 ， 存 在 一 元 xEX 使 其 


iimfix。 一 2 一 0， 
n-> co . 


FEN 
Hemer 
或 简单 地 记 为 
Xa >No 


MANNER, BR) ART 
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EBEN LE RAMERENINT. 
082 EN) REEL KT (p) 叫做 弱 收 
化 的 ， 如 果 存 在 YEX 使 其 对 每 个 /FE 下 1 
„imf (Xa) =f (x) . 
记 为 
w- 
Xe 一 一 人 


或 者 Xs 一 x。 元 x 叫做 (xa) 的 弱 极 限 ， 并 且说 成 (ERTL 


注意 ， 弱 收敛 意味 着 对 每 个 fEX/， 数 序列 ,二 f(xs) 收敛 。 

弱 收 化 在 分 析 学 中 有 各 种 名 样 的 应 用 (例如 在 变 分 学 和 微分 
方程 一 船 理论 中 ) 。 这 一 概念 说 明了 泛 函 分 析 中 的 一 个 基本 的 原 
理 ， 即 是 说 ， 对 空间 的 研究 常常 代 之 以 对 对 偶 空间 的 研究 。 “ 

为 着 应 用 弱 收 化 这 一 概念 ， 必 须知 道 它 的 某 些 基本 的 性 质 ， 
我 们 将 它 叙 述 在 下 多 的 引 理 之 中 ,读者 注意 ， 在 证 明 中 我 们 要 用 
到 Hahn-Banach 定理 ( 既 用 4,3-4 又 用 4.6-1) 和 一 致 有 界 性 定 
理 ， 这 也 玫 明 这 些 定理 在 处 理 羽 收敛 问题 中 的 重要 性 ” 


4.8-3 引 理 〈 能 收 敏 性 ) _ 设 (xo) 是 岩 范 宣 间 中 的 避 收 生 序 


列 ， india x. ABK, 
(a) (SHARR EE- -的 。 
(b) (x) 的 每 一 子 序列 弱 收 化 于 x 
(c) 序列 (IM) 是 有 界 的 。 


证 明 。(a) kn run. MR, Fi) 

又 ffxi) 一 >/g) 。 因 为 (fF(xs)) 是 数列 ， 它 的 极限 是 唯 -- 的 ， 因 
此 ，f (x) = 了 (四)， 即 是 ， 对 每 个 fEX/， 我 们 有 
fg 一 Fo) =f (x—y) =0. 
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由 推论 4.3-4， 这 就 蔓 含 x 一 y= 二 0， 于 是 证 明了 弱 极 限 是 唯 -- 的 。 
(D) AU) 是 收 化 的 数值 序列 而 得 出 ，(f (xn)) ME 
一 子 序 列 收敛 且 与 序列 有 相同 的 极限 。 
(e) 因为 (f(xn)) 是 收敛 的 数值 序列 ， 它 是 有 办 的 ， 比 如 
D AKo Hn 这 里 ，cy 是 依赖 于 /而 不 依赖 于 m 的 
常数 。 利 用 典 则 映 象 C: 久 >X7(4.6 节 )， 我 们 可 以 定义 gnEX?s 
Ia =f) FEX’. 
CRIMI RAT gx, ， 是 为 了 避免 出 现下 标的 下 标 ,) 那 未 ， 对 
一 切 n， 
|In (F) |= | f (2n) |<os, j 
即 是 ， 对 每 个 /EX'， 序 列 (| gn (1)1) 是 有 界 的 。 因 为 ,由 2.10- 
t, XX’ 是 完备 的 ， 一 致 有 界 性 定理 4.7-3 是 可 以 应 用 的 且 由 此 得 
出 (lg, 旧 是 有 界 的 ， 现 由 4.6-1 有 jg 中 一 ix,4， 于 是 (c) 得 证 。 重 - 


。 读者 可 能 会 感到 惊奇 ， 为 什么 弱 收 敛 在 微 积分 学 中 不 起 你 
用 .道理 很 简单 ， 在 有 限 维 赋 范 空间 中 ， 强 收 贫 与 弱 收 敛 的 差异 
完全 消失 了 。 让 我 们 来 证 明 这 一 事实 ， 也 证 明 用 “ 强 ” 和 “ 弱 ” 
的 术语 的 合理 性 。 


4.8-4 EE RR) B (xn) EREA 
(a) AKAASEKA, HHRRAR. 
(b) (a) 之 着 一般 不 真 。 - 
(c) WẸ dimX<coe， 那 来 弱 收 剑 昔 含 强 收 倒 。 
证 明 ，(a) 根 据 定义 ， xn->X 意 味 着 |x。 一 2 一 0 县 蕴含 ， 对 每 
个 /EX | | 
If Ca) —f 0) =D <I >0. 


w 
这 就 证 明 %n 一 一 xX。 
+ 246 + 


(b) 从 Hilibert 空 间 中 的 规格 正 交 序列 (ew) 可 以 看 出 来 。 事 
实 上 ， 对 每 个 /€ 日 /有 Riesz 表 示 式 f(x) =<x,z》， 因 此 ，f (es) = 
Ken, 现在 ， Bessel 不 等 式 《了 苑 3.4-6) 是 


Ge 


2 IKen, D PK 


rel 


Kit, ZUMNRICHR, FR CUNAT, YmmoacN. Xu 
& . 
Ken) (en, D>0. 


AAEH 是 任意 的 ， 我 们 看 出 es 一-*0. 然 而 ，(en) 不 强 收敛， 
因为 : : i 
lem— enl’=<em—en, em— En) =2 (mæn). 
(c) Bix- ，x 且 dimX =k. Qie, e, ar RÄRTER 
一 基 ， 且 比如 说 
mare, + tale 
和 
x= e, + Faxe [a 
根据 假设 ， 对 每 个 /EX' 有 f(xs) >fl). REIR foes 
fs RR 
fi) =l, Isten)=0 (m#J). 
《这 是 {e1,… ,es} 的 对 偶 基 ， 参 看 2.9 节 ) BR, 


Ist) =aj" fs (%) =Qy. 


Ki, SFR ai” ->ar。 由 此 易 得 
21 | Z (e -ae | 
jmi 


. 247， 


mm < - 一 


k 


<J las —a;! je;}>0 
gel 


当 #-> ce 时 。 这 证 明 (xo) 强 收 剑 于 x。 目 

有 趣 的 是 ， 也 存在 无 限 堆 空间 使 得 强 和 弱 收 敛 是 等 价 概念 。 
正如 I。Schur (1921) 证 明 的 ， 己 就 是 -- 例 ， 最 后 ， 让 我 们 看 一 
下 在 两 个 特别 重要 的 空间 类 型 中 的 弱 收 敛 。 


例 


4,8-5 Hilbert 空 间 在 Hilbert 空间 中 ， sor 4 ANN. 
&n,2>>%,2D, 对 空间 中 的 一 切 z。 
证 明 ,. 根 据 3.8-1， 显 然 真 。 


4.8-6 Sie AAH, REIL, rx MH 
仅 当 ， | 
(4) 序列 (lxsi) 是 有 界 的 。 
(下 ， 对 每 个 固定 的 /我 们 有 届 ?2 >, Uno, 这里， . 
xa= (EM) x= (Ei). RE 
证 明 。1? 的 对 偶 空间 是 *， 参 署 2.10-7，1 的 Schauder 基 是 
(es)， 这 里 ，es 二 (6) 在 第 % 位 上 是 1， 其 他 各 处 是 零 。 span(e,) 
在 !* 中 稠密 ， 于 是 从 下 面 的 引 理 得 出 结论 中 的 结果 ， 


4.8-7 “ 引 理 《 弱 收敛 性 ) TREE, ar 当 且 
仅 当 
(4) BAD 是 有 界 的 。 


. 248 a 


(B) ”对 完全 子 集 MCX' 的 每 一 元 /， 有 
f (xn) >f (x). 

证 明 。 在 慷 收敛 性 的 情况 下 ，(.A4) 从 引 理 4.8-3 得 出 来 ,(B) 
是 平凡 的 。 

RZ, BEA 成立， 让 我 们 考察 任意 fEX'， 并 证 明 
(xs) 一 f(x)， 根 据 定义 ， 这 意味 着 弱 收敛 性 。 

HIRTA ii<, Hn, Bixe AE, c 取 充分 
K. NAMEX 中 是 完全 的 ， 对 每 个 {EX' 存在 span 于 中 的 一 序 
列 (fy)， 使 其 ->f。 因 此 ， 对 任 给 的 e 汪 >0， 我 们 可 以 找到 一 个 j 
使 其 : 

IYs-fi<e/sc. 
而 且 ， 因 为 fyEspan M, HBER(BDEE—NERN—Un>N, 


tfs (x) —fs (2) | <3 


利用 这 两 个 不 等 式 和 应 用 三 角 不 等 式 ， 当 ">>V 时 ， 我 们 得 
IS xs) —F (5) |<] A (80) — F3 (2n) } + Ifs (2a) =F (9) | 


+ sa Fa IKIF- Ars +E 


2 € e 
<a tg r2,0=& 
因 /eX' 是 任意 的 ， 这 证 明 序列 (xn) 弱 收敛 于 x。 


习 题 


1. GR) 如 果 %,EC[a,6] 目 x ECLA, b] 证 明 ，(x,) 在 
Eo,61 上 是 逐 点 收敛 的 ， 即 是 ， 对 每 个 {EL[0,6]，(xa( 门 ) 收效 。 
2. 设 X 和 Y 是 典范 空间 ，TEB (X,Y 了) 且 (x) 是 X 中 ~ 序列。 如果 


w a w 
Ka 一 >%g, 证 明 Tx, 一 一 了 xo。 
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3. RE ARE RR, IE, eh 
内 一 + RR Hurt, BES ax 一 ax, 这 里 ， a 是 任意 的 数 ， 


w 
4. 证 明 ， 2 一 全 % 昔 售 imjlxnl 之 |lxoll， (利用 定理 4,3-3)， 


5。 REN En, EN, ne ,这 里 ,了 二 Span(x)。 
(利用 引 理 4.6-7) . . . 


6， WMROVEREZEXHRHDKIUEA, EAN, xar NER, 
FEITREEAEFF U EKAT A. 

T. 证 明 ， RESRX 的 任意 闭 子 空间 Y 包含 它 的 元 组 成 的 一 切 加 收 
化 序列 的 极限 。 

8. (BCauchy FR) 在 实 或 复 斌 范 空间 由 的 弦 Cauchy 序 列 是 六 中 
的 二 序列 (%,)， 使 其 对 每 一 个 /EX', 序列 (f(x,)) 分 别 是 RR 或 C 中 的 Caitthy 
序列 [注意 ，limf(x) 存 在 ] 证 明 ， 弱 Cauchy 序列 是 有 界 的 ， 


I. 设 4 是 赋 范 空间 XX 中 之 集 ， 使 其 4 的 每 一 非 空子 集 包 含 弦 Cauchy 
ÈJ. WEH, AERAR. 

10. (BZR RESTE, EX -WCauchy 
FIEX PRAA. MRAZA, A, ERZAN. 
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有 界线 性 算 子 和 证 函 序 列 经 常 在 具体 的 问题 的 抽象 表 秒 申 
出 现 。 例如， 处 理 Fouricr 级 数 的 收敛 问题 ， 播 值 多 项 式 序列 ， 
数值 积分 法 等 等 。 在 这 些 问 题 中 ， 会 经 常 磁 到 算 子 和 泛 函 序列 的 
收敛 性 ， 而 这 些 序列 按 范 数 有 界 ， 或 具有 与 有 界 性 类 似 的 性 质 。 
- :上 殉 验 证 明 ， 对 赋 范 空间 中 的 元 的 序列 ， 如 上 节 中 定义 的 强 、 
弱 收 敛 都 是 有 用 的 概念 对 算 子 序列 TuEB( 下 ,了 ) 有 三 种 不 仅 在 
理论 上 ， 和 而 且 在 实用 上 都 是 有 意义 的 收敛 住 。 这 些 是 

(1) B(X, Y) piiki, 
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(2) £Y (T) Rki, 
， (3) #ÆY (Tax) I. 
现 介绍 定义 和 术语 如 下 ;它们 是 由 J]. Von Neumann (1929—30b) 
引进 的 。 


4.9-1 EX (AFFAIRE) 2X mY EREZA. 
算 子 T,EB(X,Y) 的 序列 (T,) 叫做 ; 

(1) -RATERO, mA BAX, Y) 上 的 范 数 (Ta) k 
2 

(2) 强 算 子 收 策 ， 如 果 对 每 个 zxEX，(Taz) EYRE A. 

(3) 弱 算 子 收敛 ， 如 果 对 每 个 xEX， (To) EYA SA. 

接 公式 这 意味 着 存在 一 算 子 了: 关 ->Y 使 其 分 别 地 有 

(1) 1T.-Tl>0, 

(2) 17.x-Txi>0 ， 对 一 切 x€X， 

(3) (Taf Tx) > 对 一 切 xEX， 一 切 f€Y'。 
了 分 别 地 做 (T。) 的 一 至， 强 和 弱 算 子 极限 。 

在 上 一 节 中 我 们 已 指出 ， 即 使 在 微 积分 学 中 ， 在 许多 简单 的 
情况 下 ， 为 着 适应 不 同 的 情况 ， 已 经 采用 了 几 种 收敛 的 概念 。 但 
是 ， 一 下 于 引进 这 么 多 的 收 仑 概念 ， 可 能 会 使 读者 难于 分 辨 。 也 
许 还 会 问 ， 对 算 子 而 言 ， 为 什么 必 和 需 有 这 三 种 类 型 的 收 化 性 呢 ? 
回答 是 ， 在 现实 问题 中 出 现 的 许多 算 子 由 简单 算 子 某 种 极限 给 
出 。 重 要 的 是 要 知道 ， 所 说 的 “ 某 种 ”是 什么 意思 ， 也 就 是 要 知 
道 获 含 于 算 子 序列 中 的 极限 算 子 的 相应 人 性质。 在 研究 问题 之 初 ， 
不 总 是 要 求知 道 极 限 接 什 么 样 的 意义 存在 ， 因 此 ， 它 可 以 有 各 种 
各 样 的 可 能 性 。 然 而 ， 对 特定 的 问题 人 们 往往 只 能 在 非常 “ 弱 ” 


© 三 神 术 语 中 的 “ 算 于 ”一 调 常 常 放 路 去 。 为 了 洲 晰 起 见 ， 我 们 保留 了 它 。 
。25] 


的 意义 下 建立 收敛 性 ,使 得 由 此 能 关 手 工作 。 然 后 建立 新 的 工具 ， 

证 明 更 强 意义 下 的 收敛 性 ， 以 保证 极限 算 子 “更 好 ”的 性 质 。 这 

是 一 个 跑 型 的 方法 ， 例 如 ， 在 偏 微分 方程 中 就 是 这 样 。 
不 难 证 明 " 
(1)>(2)>(3) 

CERED 但 其 着 通常 不 真 ， 这 点 可 以 从 下 面 的 例子 看 出 。 


E 


432 (ŻE) 在 空间 2 中 ， 我 们 考察 序列 位)， 这里， 
Fa: :定义 为 
T,x=(0,--,0, Entis Enz Enrss")5 
一 一 
(n 个 零 ) 
这 里 ，x= (51,5,,…)E2。 这 种 算 子 是 线性 和 有 界 的 .显然 ,因为 
Tux>0=0.%, TIRBATRATON. BË, (Ta) R= TRA 
Fii, 因为 性 一 一 0 


4, 9-3 (ZA) 另外 -个 算 子 序列 TO, Ta ‚Por 
i 了 ax 一 (0 ,: ‚0, Šis En Eas “) i 
Eu Ya i . : NEID ; 

o l . AF) 
RE, x= (ir EP. AAAF Ta 是 线性 有 界 的 。 amen 
T SATKA FETAR TKA. 
e PET RREZES FrRicsz net. 8-1, 即 是 。 由 
3. 2 


f(x) =<%, D= TEE, 
Jet 


这 里 ，z 一 (6,) EP。 因此 ， 命 j=n 十 并 利用 7T, 的 定义 ， 我 们 有 
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(CT 一 < 人 7 xz 一 S 一 Dekan 


j=n+t+l 


由 1.2-3 中 的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 
HED P= Tae, < Il? FO al”, 


m=-n+l 


最 后 一 级 数 是 收 化 级 数 的 余 项 级 数 。 因 此 ， 当 nco}, ARB 
于 0; 于 是 j(7 nx) >0=f(0). Am, (T) EBATEAFORI. 
”但 是 ， TIFBRTER, 因为 ， 对 于 x= (1,0,0,7), R 
们 有 
2 (men, 
线性 泛 函 是 线性 算 子 ERES R R CH), 于 是 ，(1)， 
(2) 和 (3) 可 直接 应 用 。 但 是 ,现在 (2) 和 (3) 是 等 价 的 了 ,其 理由 如 
Fs 我 们 过 去 有 人 了 ,xEY， 面 现在 有 fs (wD) ER( 或 C)， 因 此 ，(22 和 
(3) 中 的 收敛 现在 都 发 生 在 有 限 维 (一 维 ) 空 HR GR C) 中， 且 
(2) 和 (3) 的 等 价 性 从 定理 4,8-4(c) 得 出 来 ， 两 个 余下 的 概念 叫做 
CHIC OBESKA): 


- .4.9-4 EX AR ET Er) Ef) .是 赋 范 空 
逆 江 的 有 界线 性 证 函 序列 。 那 本 ， 
(a) (ja) 强 收敛， 意味 着 存在 一 FE 使 其 1 一 /0. 记 
为 
fr>f. i 
(b), VERRAT IE) > la), ,对 
一 切 xEX。 记 为 @ 


O 此 概念 比 之 (f,) 的 弱 收 敛 ， 即 由 4,8~2， 意 味 着 对 一 切 gEX"， 有 g)> 
N EJER. PERRAS kA. ATAA 4,6 节 中 定义 的 典 则 映 象 看 出 来 〈 参 
RJE. 
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ff. 
在 (a) 和 (b) 中 的 f 分 别 电 做 (fo) 的 强 极限 和 弱 * 极 限 。 


回 到 算 子 7sEB(X ,YY) ER, RI, XF), (DM) 
的 极限 算 子 三 :X 一 了 可 以 说 点 什么 呢 ? 

如 果 收 和 敛 是 一 致 的 ，TEB( ,7) ， 否 划 ，175 一 人 1 没有 意 
X. 如 果 收 化 是 强 或 弱 的 ，T 仍 然 是 线性 的 ， 如 果 久 是 不 完备 的 ， 
它 可 以 是 无 界 的 ， 


例 。 空 间 交 是 由 f 中 仅 有 有 限 项 非 零 的 -- 切 序列 x*=(&y) 组 成 ， 
取 上 上 的 度量 ， 它 是 不 完备 的 ,在 XX 上 定义 有 界线 性 算 了 序列 了 为 
Ze T 2% = (& 282, 38," - min Ent Ent2s. “ ), 
TR, mRi<n, TWA, MRI>n, TNA E X 
PATER (N), mals 定义 的 无 界 算 子 了 
"AR, WRIRRAH, 此 例 所 说 的 情况 是 不 可 能 出 现 的 ; 
因为 我 们 有 一 基本 的 引 理 


4,9-5 3E GRETA) T.B, Yh ŽE, X 
Banach 空间 ,了 是 赋 范 空间 。 如 果 (T,) 强 算 子 收 敛 于 了 , 那 末 TE 
BAY. 7 

证 明 。 人 的 线性 性 易 从 T。 的 线性 得 出 来 .因为 ， 对 每 个 xEX， 
T 了 ,x->T 了 Tx， 序列 (Tsx) 对 每 个 x 是 有 界 的 。 见 1.4-2。 因 六 是 完备 
X, BE-BAREER, (IT) 是 有 界 的 ， 比 如 .说 ，1T. < 
c， 对 一 切 x*。 由 此 得 出 17 ,x1<17 .0xl<<cjxl， zie 1I7xl< 


eixl. 


关于 强 算 子 收 敛 的 一 个 有 用 的 准则 是 
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4.95 定理 ( 强 算 子 收 仇 ) 算 子 T,EB(X, 了 )， 这 里 ， 区 和 
了 都 是 Banach =, FA (T) 是 强 算 子 收 化 的 当 且 仅 当 

(A) 序列 (7,1) 是 有 界 的 。 

(B) 对 元 的 完全 子 集邮 中 的 每 一 % FN (Tax) 是 Cauchy 
序列 。 

证 明 。 如 果 7。x-~>7x， 对 每 个 xEX， 那 宋 ，(-4) ARKEN 
性 定理 〈 因 为 和 是 完备 的 》 得 出 来 ， (一 是 平凡 的 。 

反之 ,假设 (4A) 和 (B) 成 立 ， 于 是 ， 比 如 说 ,1 中 <<e, 对 一 切 
ne 我 们 考察 任意 xEX， FWA, (Tax) EY PIRK A me>0R 
给 定 的 ， 因 为 spanM 在 XX 中 稠密 ， 存 在 VEspanM 使 其 。 


lx—yl < 


因为 yEspanM， 由 (8) 序 列 (Ty) 是 Cauchy 序 列 。 因 此 存在 一 个 
NER 


| TTS (m,n>N),. 
ENRRIZERRURHTER, RURE H (Tao 是 了 中 的 


Cauchy Es, Bid, Am ,> 我 们 得 
TT ST Td Ty Tat ny Tn 


<ITaliz—yl+ 5 +ITmllx—y) 


<e, tg re 


因为 了 是 党 备 的 ， (Tax) 在 了 中 收敛 。 因 为 wer 是 任意 的 ， 这 就 
证 明了 (7， ) 的 强 算 子 收 化 性 。 


4.9-1 iit GZA) 在 Banach ZAX LKA ER 
序列 (f。) 是 弱 * 收敛 的 ， 其 极限 是 革 上 的 有 界线 性 泛 渔 当 且 仅 当 ， 
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(A) FAD EAR. 
(B) ”对 站 的 完全 子 集 几 中 的 每 一 x， 序 列 (fn(x)) 是 Cauchy 
序列 ， 一 l 


这 一 定理 有 -- 些 有 趣 的 应 用 。 其 中 的 两 个 将 在 下 一 Phi 
论 。 


习 题 


1。 WEH, 一 臻 算 了 收敛 性 。 一 了 ， T.EB(X, Y), ASAATU N 
性 县 其 极限 相间 . 

2. WRS„T,EeB(X,Y), ESIMTIERTLATRIRSHT, 证 
上 明 (S, 十 7,) 是 强 算 子 收 化 的 且 极限 为 +T. 

3. EB, BA, Y) PARAT KAERA DAT AHH 限 相 

4。 A, PERRA KAA ekt. R AX 是 自 反 的 ， 证 
朋 其 逆 也 成 立 。 

5, ET ETEER RATKA. 用 考察 7。 二 :HR, 这 
E, f,(X) 二 5 及 x 二 (##,)， 来 说 明 这 一 点 。 

6. BTEBK,Y) RE, n=1,2,. 为 了 启示 出 定义 4.9-1 中 的 术 
BR’, WEN, T-TSHRSNETE>, REN, CRRATF:, 
ERUn>Ni, NER 

IT, -Txil<e, 
7. 设 7T,EB(X ,7Y)， 这 里 X 是 Banach 空间 。 如 果 (2 ,) 是 强 算 子 收敛 


8 BEHADEARN. 


8. BTT, 2E, TcBeX ,Y). 证明 ， 对 每 个 >0 和 每 一 闭 球 天 
CX, PEN, BRUT. «-Txil<e,N-Un>NM-WxER RL. 
9, 证 明 ， 在 引 理 4. -5 中 Sliml7， I. 、 


10. 设 了 是 可 分 Banach 空 间 且 MX RARE. E MARZA 
一 序列 包含 弱 *# 收 敏 于 必 “ 中 的 元 的 子 序 列 。 
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“4.10 ”对 序列 的 可 和 性 的 应 用 


弱 * 收 敛 在 发 散 序列 〈 和 级 数 ) 的 理论 中 有 重要 的 应 攻 , 发 散 
序列 没有 通常 意义 下 的 极限 . 在 发 散 序列 的 理论 中 ， 人 们 指望 对 
某 些 发 散 序列 指定 广义 的 “极限 ”， 产 生 广义 “极限 ”的 程序 电 
做 前 和 性 方法 。 | - 

例如 ， 给 定 一 nee (54) ， 可 以 估计 算术 平 光 公 序列 
yv=(m): 


m= m= ', nat (E Hee Hin) peera 


这 是 可 和 性 方法 的 一 个 例子 ”如 果 g# 路 敛 于 9 (在 通常 意义 下 ) ， 
则 称 x 按 上 述 方法 是 可 和 的 ， 并 有 广义 极限 ?。 例 如 ， 如 果 


x=(0,1,0,1,0,°*), Riy=(0,5; i, d, 2 …) 且 有 广 


义 极限 却 。 
一 可 和 人 性 方法 叫做 第 阵 方法 ， 如 果 它 可 以 表 为 
y= Ax, 
ZH, s= (Ér), von) 是 无 穷 列 向 量 ，4== (an) 是 无 穷 短 阵 ; 
其 中 ,k=1,2,… ,在 公式 y=Ax 中 采用 怎 阵 的 乘法 ， 即 景 说 ， 
” 的 项 为 


. (1) m= Y anés n=1,2,00. LEN 


-i kei h 
上面 的 例子 措 给 了 一 ER GBA) o 

有 关 术 语 如 下 ， 用 (1) 式 给 出 的 方法 ， 简 单 .地 电 做 .4 一 方 
法 ,: 因为 相应 的 矩阵 是 用 4 表示 的 。 如果 ( 1 ) 式 的 级 数 全 收敛 ， 
则 y 二 (ms) 按 通 常 的 意义 收敛 。y 的 极限 叫做 x 的 ARR, Hx 
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电 散 4 一 可 和 的 。 一切 4 一 可 和 序列 之 集 帅 做 4 一 方法 的 值 域 ， 
一 方法 叫做 正则 的 《或 不 变 的 ) ， 如 果 它 的 什 域 包含 一 U 
收敛 序列 且 如 果 对 每 一 个 这 种 序列 ，-4 一 极限 等 于 通常 的 极限 ， 
H Æ, 和 如果 
SBOEBiE ME | 
na, 正则 性 是 自然 必需 的 。 事实 上 ， 一 种 方法 如 不 能 应 用 
于 收敛 序列 ， 或 改变 了 它们 的 极限 就 没有 实际 用 途 。 关 于 正则 性 
的 基本 准则 如 下 。 


4.10-1 Toeplitz 极限 定理 〈 正 则 可 和 性 方法 ) 和 拢 i A= 
(cs) 的 4 一 可 和 方法 是 正则 的 当 且 仅 当 
(2): lim au=0 对 k=l, 2，…， 


(3) lim Y an=, 


© gwt 


(4) Dlanl<y 3t n= 2, 


k=l . 


这 里 ，? 是 不 依赖 于 4# 的 常数 ， 

WA. RIER 

(a) (2)A ) 对 正则 性 来 说 是 必要 的 ; 

(b) 对 于 正则 性 ( 2 ) 到 ( 4 ) 又 是 充分 的 。 
详细 证 明 如 下 ， ， 

(a) 假设 4 一 方法 是 正则 的 。 命 % 的 第 项 为 1， 其 余 各 项 
为 0. 对 于 x， 在 ( 1 ) 式 中 我 们 有 ”7。=am。 因 Hr KAI ELR 
限 是 0， 这 表明 ( 2 ) 式 必 成 立 ， - 

”而 且 ，x= 二 (1,1,1,…) 的 极限 为 1。 从 (4 ) 式 我 们 看 出 各 更 
在 等 于 ( 3 ) 式 中 的 级 数 。 因 而 ，( 3 ) 式 必 成 立 ， 
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我 们 证 明 ，( 4 ) 式 对 正则 性 是 必要 的 。 命 c 是 一 切 收敛 序列 
的 Banach 空间 ， 其 中 东 数 定义 汇 
l Ix1=suplö;l, 


R1.5-3. Æe LEXRIEIZIR fum 


(5) fasm(X) = I ankn m,n=1,2, ... 


sel 


每 一 个 所 都 是 有 界 的 ， 因 为 
Ifan (2) 1<sup léz) I lanl =( lawl Jit. 
J k=l kei 


正则 性 蕴含 ( 1 ) 式 中 级 数 对 一 切 xEc 的 收敛 性 . 因此 ， 在 c。 上 ， 
(1) 式 定义 了 线性 泛 函 用 ，f。，… 为 

(6) au, n=1,2, ee 0 00.0 

hei on 
从 (5 ) 式 我 们 看 出 ， 对 一 切 xEc， 当 m->co 时 ，fmn (x) >f). 
RES, A395 (RTn=fu) fa EH RN. 又} 
FR SEK, KEERAI-TUFD 是 有 . 界 的 ， 比 
如 说 
(7) Maly 对 一 切 m。 

对 任意 固定 的 mEN 定 义 
lanı| /Qnt, 如 果 km E an0, 


0, 如 果 kom, Baum. 
IK, 我 们 有 XKam = (E )Ec. X, 如 果 Xam 0, JXrml =1; 
如 果 Km=0, I&.m]=0. 而 且 对 一 切 m l 


na | 


Jam (Xnm) = > ani Eh = 》 ， |ani| o 
hml 


vw 
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(0) ” | Garl = am (Kaum) <Ifaml, 
kw] 
(8) 
(b) y lami lol, 


kw] 


这 证 明 ( 4 ) 式 中 的 级 数 收 积 ， 且 (4 ) 式 从 (7 ) 式 得 出 。 
6) 我 们 证 明 ， 对 正则 性 来 说 (2) 到 ( #4 ) 是 充分 的 ， 我 们 在 
c 上 定义 线性 沁 函 f 

f) =é=limb, 


RE, x= (é) Ec. fA RETIA 
IF (œ) |= |[#| <sup |é; | =fx] 


AH. BMC 是 从 某 一 项 起 它 的 项 全 部 相 筹 的 一 切 序列 的 集 ， 
比如 说 ， x= (É), ZE 
.一 S 
Bj Ar x ER. 如 象 上 面 的 ，f (x) 一 和 且 在 (1) 式 和 (6) 
式 中 我 们 得 -: - oai 


J-i oo 
n= fn (x) 一 anir ti) an 
pen mer 


= Tand +É S'an 


kmt 
因此 ， 由 (2 ) 式 和 (3 ) 式 ， 
(9) mefnlX) 一 0+E.1=E 一 Fox) 对 每 个 xEM。 
我 们 要 再 次 利用 推论 4.9-7。 因 此 ,我 们 下 面 证 明 计 是 在 c 中 
MEN, (RLAR) 式 表示 的 收敛 性 ) 。 设 x 一 (E)E, i>ge 
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那 末 ， 对 每 个 e>0， 存 在 一 个 N 使 其 
u | 各 一 引 <e ME>NM. 
ER, | 
; Z= (6 mt En. E,é, €, "JEM, 
H. 
X 一 和 一 (0，…， 0, En—&, ną — Š, ede. 
于 是 得 出 Ix 一 X1<e。 因 为 ,是 任意 的 ， 这 证明， 以 在 c 中 黎 
密 。 . = 
最 后 ， 由 (4) 式 ， 


[fa (9) |< lxl > lan! <ylxi 


对 每 个 x€c 及 一 切 % 成立。 因此 ， Hi<y， 即 是 ， MD RER 
的 , ME, (9) 式 意味 着 对 稠密 子 集 刘 中 的 一 切 x， fa (> 


7 (9 成立。 由 推论 4:9-7, 这 蕴含 弱 * 收 伍 性 , ff 于是， 我 
们 证 明了 ， MRE= lim & 存在， 则 得 出 Mé. 根据 定义 ， ZH 
昧 着 正则 性 ， 于 是 定理 得 证 ， | = 


> 题 
1. Cesaro 可 和 性 方法 Ci 定义 为 


malt +6) n=],2,, 


HEE, KAAP. RAAE RA. 
2. 应 用 习题 1 中 的 Ci 求 和 法 于 序列 
1.0.1.0, M10, -4 -6i ). 
3 EJMI, HWERE). RER) =MR). 
4。 利用 习题 中 3 的 公式 去 获得 非 Ci 可 和 序列 。 . 


3 26i > 


5. Hslder FaH ELAT. HAFIEIHESC,. HEN 
KERHA MBH, WE, ARARE, ARENSEIIERER 
Fah, HÆRER MES, $S. SAH, HFFA (1, 
一 3,5, 一 7，9， 一 11，…)。 试 评论 其 结果 . 

6。 《级 数 ) 无 穷 级 数 叫 做 4- 可 和 和 的， 如果 它 的 部 分 和 序列 是 4- 可 和 
的 ， 且 序列 的 4- 极限 叫做 级 数 4- 和 。 证 明 ，1 十 z 十 2 十 ， 当 |z| =], z% 
1 时 ， 它 是 Ci- 可 和 的 ， 且 Ci 和 是 1/(1 一 z). 

T. (Ces&ro CL 方法) BE (E. RO=, | 

: OP Te MD o AD a ,十 … Te) (ki, n=(, 1, 2, .) 
MR, HAE REN, RIA mt =, / EN, 我们 说 (上 是 Cr 可 
和 的 ， 且 有 Ce- 极 限 7。 说 明 。 此 方法 有 其 优点 ， 即 ac 如 可 以 用 é LEAN 
单 的 方式 表示 出 来 ， 即 


2 


3, Euler m. rider 


Yo 


( n+k-1—r ) 


Z- D'a 对 应 一 变换 了 的 级 数 N, 
- 2-0 
Aaj=a;, Araj=Arig;— Anai fm, oo 
且 ( 一 1)' 是 为 了 方便 而 记 成 这 样 的 《因此 ，6 不 必 是 正 的 ) 。 可 以 证明 
这 个 方法 是 正则 的 ， 于 是 所 给 级 数 的 收 伍 性 蓝 仿 变换 后 的 级 数 的 收 化 性 
且 其 和 数 相同 。 证 明 此 方法 给 


la 2 一 1 一 二 十 二 一 下 十 一 . 


1 1 

“Tt t+ PE WL 

9。 GEM, SA8 中 的 Euler 方法 给 出 
En ll lr 
4 arctan ili=1 7 + 


8 


„1.2.3 
rg 了 ++ 小 | 
10. 证 明 ， Eule A Fun. 试 评论 下 之 结果 。 
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4.11 KERIM A 


SURÄHNÄTRERD, 25ER, EAH 
中 ， 我 们 考察 数值 积分 ， 即 是 ， 对 所 给 的 积分 


fw dt 


求 其 近似 值 的 问题 ， 因 为 这 一 问题 在 应 用 中 很 重要 ， 为 了 计算 上 
述 积分 的 近似 值 ， 建 立 了 许多 种 方法 ,例如 , 梯形 法 则 ，Simpson 
法 则 ， 以 及 更 复杂 的 Newton-Cotes 和 Gauss AR (EN H 
基本 事实 的 复习 ， 见 本 节 末 的 习题 ). 

不 管 娜 一 各 方法 ， 其 共同 的 实质 在 于 ， 首 先 在 La， 的 中 选 出 
一 些 点 ， 叫 做 节点 ， 然 后 用 节点 处 的 值 的 线性 组 合 带 近 积 分 的 来 
知 值 。 这 些 节 点 和 线性 组 合 的 系数 依赖 于 方法 而 不 依赖 于 被 积 函 
数 x。 当然， 方法 的 实用 性 很 大 程度 取决 于 其 精确 度 ， 所 要 求 的 
精确 度 随 节点 数量 的 增加 而 提高 ， 

Et 这 一 节 中 ， 我 们 将 看 到 沁 丽 分 ) 析 党 党 可 以 为 我 们 的 目的 提 

供 帮 助 。 事 实 上 ， 我 们 将 讨论 这 些 方法 的 一 般 框 染 ， 并 考察 随 节 
点 数目 的 增加 的 收敛 问题 . 

我 们 将 涉及 到 的 是 连续 函数 。 这 就 是 说 在 7 一 [a,6] 上 引进 由 
WER TARA BCM JÄN Banacha] K=CLa 61. RER EICH 


Ilzl=maxlx(0 |. 
那 末 ， 上 面 的 定 积分 定义 了 皂 上 的 一 线性 泛 函 
(1) f=) Wa. 
为 了 得 到 关于 数值 积分 的 公式 ， 我 们 可 以 如 象 前 面 复述 的 方法 那 
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样 进行 。 于 是 ， 对 每 个 正 整数 4， 我 们 选择 ?十 1 个 实数 
ESP, TER 
使 其 
(2) ost‘ m <e ,< (m) <b. 
Rm, 我 们 选择 4 二 1 个 实数 
CQ eg ar" (叫做 系数 )， 
EX LENZ f， 为 


(3) (= et m (t). n=1,2, 


这 就 定义 了 积分 的 一 个 数值 程序 ， E fa) È S TEE, 
这 里 ，x 是 给 定 的 为 了 找 出 该 程序 的 精确 度 ， 转 而 考察 诸 f 如 
e 

SRN aa 因为 ， 由 范 数 的 定义 ,|x(t4* )I<Iel. 
ar | 
Bd ROILE las ee et 
STE 后 面 的 应 用 ， 我 们 证 明 A RAWA 

GD Km De: |. 


BEL (ORAA, MITTE S) 式 的 右 端 ， 且 如 果 取 
HEIRRET Lln ILLE | 
1, MRAa” >0 


x (te )=sgn a” -{_ Ra: <o 
a; m 


那 末 ，lxol=1 和 
In) =), a" sgn i = >》 ta” le 
k=0 k=0 


.234 > 


所 以 ，( 5) 式 等 号 成 立 ， 

对 给 定 的 %E 有 兴 ， 公 式 (3 ) 产 生 (1) 式 中 (0) 的 一 Au 
fn (Xx) ， 当 然 ， 我 们 有 兴趣 的 是 前 面 所 说 的 精确 度 ， 即 楼 求 精确 
度 随 #4 的 增加 而 提高 ,这 就 提出 了 下 述 概念 


4.11-1 定义 (收敛 性 ) 由 (3) 式 定义 的 数值 积分 程序 对 x 
叫做 收 化 的， 如果， 对 此 %;， 

(6) FF) (n>00), 
这 里 ，f 是 由 (1) 式 定 义 的 。 


而 且 ， 因 为 多 项 式 积分 的 精确 值 是 容易 得 到 的 ， 自 然 襄 作 如 
下 的 要 求 。 ,，. 


4.11-2 BERE 对 每 个 mn， 如 果 x 是 次 数 不 超 过 的 多 
项 式 ， 那 末 on o 
(7). fa) =f (x). 


Rd, fa 是 线性 的 ， 只 要 对 n+l 个 每 函数 

N, Mt, +, xl) =" 

满足 (7 ) 式 就 够 了 。 事实 上 ， 对 8 次 多 项 式 *() SEAN, 我 们 
桂 出 ” . 


fal) 一 2 Psfa (x) = = Bsf (xy) 。 


我 们 看 出 ， 于 是 有 # 十 1 个 条 件 . 
(8) fals 一 xy) 1 一 0 7, m 

我 们 证 明 ， 这 些 条 件 可 以 得 到 满足 ， 这 里 ， 参数 为 8 二 3 个 ， 
换言之 ，1 十 1 个 节点 和 Y#+1 个 系数 。 因 此 ， 它们 中 间 的 某 些 个 
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可 以 任意 加 以 选择 。 让 我 们 选择 节点 4" ， 再 让 我 们 证 明 ， 可 
以 唯一 地 确定 那些 系数 ， 
在 (8) 式 中 ， 现 在 有 0 ) 一 人 名)7， 于 是 (8) 式 成 为 


(9) Lar (m [rat =h (0a), 


. hb 
这 里 ，7 二 0，1，…，n。 对 每 个 辕 定 的 n， 这 是 1% 十 1 个 未 知 数 ， 
ar, eey ai 的 2 十 1 个 线性 方程 的 非 齐 次 方程 组 。 唯一 解 存 
在 ， 如 果 相 应 的 齐 次 方程 组 


> (HY )’ y=0 (1=0, “ys n) 
ut 
仅 有 平凡 解 ?一 0，…，? 一 0， 或 者 等 于 说 ， 方 程 组 
a0) EG y0 (0, o, m) 
Jj =) 


仅 有 平凡 解 。 此 方程 组 的 系数 矩阵 是 前 一 方程 组 系数 和 矩 隆 的 转 

E. 这 一 事实 是 成 立 的 。 因 为 ，(10) 式 意味 着 n 次 多 项 式 
Lyt 

toa a: ei ao de . i 3o 

EnH 个 节点 处 是 零 ， 因 此 ， 它 必定 恒 为 零 ， 即 是 ， 它 的 全 部 

REBEL. 


我 们 的 结果 是 ， 对 每 选择 一 组 满足 ( 2) 式 的 节点 ， 存 在 唯一 
确定 的 一 组 系数 使 4.11-2 成 立 ， 因 此 ， 相 应 的 过 程 对 一 切 多 项 式 
是 收敛 的 ， 现 在 可 附加 什么 样 的 条 件 才 能 使 过 程 对 [a，6]J 上 一 切 
实 值 连续 务 数 收敛 。 相 应 的 准则 忆 由 G. Polya (1933) 给 了 出 
来 。 
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4.11-3 Pólya kR Em (数值 积分 ) 满足 4.11-2 的 数值 
分 过 程 (3) 对 一 切 在 [%, “] 上 的 实 信 连续 函数 收 仇 当 县 仅 当 存 
Wer 


(11) ST jan]<e 对 一 切 % 成 立 。 
hað . . 


证 明 。 根 据 Weierstrass 逼近 定理 (证明 在 下 面 )， 实 系数 
多 项 式 全 体 之 集 奈 在 实 空间 互 =Cro， 的 中 筒 密 , 且 对 每 个 EW, 
根据 4.11-2 收 化 性 成 立 ， 从 ( 5) 式 我 们 看 出 ，(1f; 中 是 有 界 的 当 
且 仅 当 对 某 个 实数 ce， (11) 式 成 立 ， 于 是 从 推 论 4.9-?， 定 理 得 


证 ， 因为 ， 对 一 切 xEX (2 ->f (x), 是 弱 * IK ie The 


BR, ERRER, TILRBAMERSEINCLn, DI ME 
的 集 来 代替 一 切 多 项 式 之 集 。 

而 且 ， 在 大 量 的 积分 法 中 系数 全 是 非 负 的 。 这 时 ， 取 YX 一 jb 
根据 4,11--2， 那 末 我 们 有 


i 


fa) = Vaw = 5 la? |=fti) =| dibse. : 
ke km0 l, . 
于 是 (11) 成立、 这 就 证 明了 


411-4 Steklov 定理 (数值 积分 满足 4. ua 
af” pe 
在 4.11-3 的 证 明 中 我 们 用 了 


4.11-5 Weierstrass BEER (SHK) 一 切实 系数 多 顶 
式 之 集 矿 在 实 空间 中 稠密 。 


. BBF » 


因此 ; :对 每 个 xECEa， 恕 和 给 定 的 >0， 下 在 一 多 项 式 
ERI — pE l<e 对 一 切 tElo, 51. 

证 明 、 因 为 J 是 紧 区 间 ， 对 每 个 xECL[a，b]， 在 [a， 中 上 是 
一 致 过 续 的 。 因 此 ， 对 任意 e>, FER 2， 其 图 形 为 -- 折 线 弧 
且 使 

(12) max|x(i) —y (t) I<e/3. 

首先 假设 x*(0) =x (b) 和 y(a) =y (6)。 因 为 y 是 逐 段 线性 且 连 
绪 的 , 它 的 Fourier 系 数 有 这 样 的 界 ,， || <k, om <k/m, (bal < 
Kim. :应 用 部 分 积分 法 于 an 和 bm 的 公式 可 以 看 出 这 一 结果 ( 见 
8:5-1; IE, Ca, 6 二 f0，2x])。( 也 杯 以 参看 本 节 末 的 习题 
19 上 因此， 关于 y 的 Fourier RX, (BRYAN A ball) 
EEEN ATSLEN, W= 2x/(b—0), 我 们 有 


` (13) | 0 十 > (om cos: Kmt 十 bm sin rmt) | 
` mel . 


| <a(1 + Eh) +4 =). 


这 就 启明 级 数 在 了 上 一 致 收 伍 。 因而 ， 当 4 充分 大 时 ， 第 4% 个 部 
分 和 sw 有 
(14) max|y(#) —ss (t) |<e/3. 


$s 中 的 cosine 和 sine 函数 的 Taylor 级 数 在 J 上 也 是 一 致 收敛 
的 ， 于 是 存在 多 项 式 b (AW, 由 这 些 级 数 的 适当 的 部 分 和 得 
H) ER 

max|sa (t) — p (t) | <e/3. 


HER, (12), G9RM 
|x) =p) i<] x(t) OO 
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+ 1s (tf) — pW] 
我 们 有 
(15) maxlx()) — p(t) |<e。 


注意 以 上 讨论 要 求 每 一 个 xEC[a， 0 满足 x(a) = x(b) NR x(a) 
x), Madatlt)-yli-o), Hyi (a) = 的) MR, 
Hu FES IREL, bE R EuD 因为 ， 
x peut p(t) =q () +y) RER, XAA e> 是 
ER, BITEATWECHK, IERARH. 


定理 的 第 一 个 证 明 是 K. Weierstrass (1885) 给 出 的 。 还 
有 许多 其 他 的 证 明 , 例如 S. N. Bernstein (1912) 给 出 了 一 个 
证 明 ， 他 明确 地 作出 了 由 x 表 出 的 一 致 收 但 的 多 项 式 序列 
(Bernstein 多 项 式 )、 Bernstein 的 证 明 在 K, Yosida (1885), 
pp，8-9 中 可 以 找到 。 ， 


习 题 


1. 矩形 法 则 《图 45) 是 . 
Ç sdthL CN) + .+x4%)], he ,这 里 ， et 


这 个 公式 是 如 何 得 出 来 的 ? 节点 和 系数 是 什么 ? 如 何 能 得 到 关 F 用 公式 给 
出 的 逼近 值 的 误差 界 ? 
2. 梯形 法 则 是 (图 46) 
0 一 0 


fa dimt ( a; h 
u Ye z(t) agta) = 
或 者 
\ x(Ndtzh (Latzi e+ Xs t 1 Ta.) 
ZH next) h=ctkh, WERT HZRRENER HET}, 解释 
~ ` 368 ` 


图 45 EEM 图 46 ”梯形 法 则 


怎样 得 到 这 个 公式 。 
“3. Simpson 法 则 是 (图 47) 
W OL EAC h 一 2 一 2 . 
0 
或 者 


b B 
\ din (a4 42X1 十 2Xa2 十 … 十 4xn-1 十 xp) 
s 


IH rB, et )Eh=etkh EA, WEHE tott 处 的 值 等 
于 x(t) 在 这 些 点 处 的 值 的 二 次 多 项 式 ， 在 [如 ，1s] 上 去 允 近 x， 就 得 出 这 些 
AAK. Al Ki, EEE. - BE 
4. 设 f(%) =f"(x)— en(%), 这 里 ， Sa 是 用 梯形 法 则 得 到 的 Ei. 证 
M, 对 在 者 二 阶 连 续 厅 微 冰 数 x， 我 们 有 误差 界 7 | l i 
(一 0)3 . 


mi <en (2) <kumı SCH, ee 


Am, mi x" 在 Le， 的 上 的 极 大 值 和 极 小 值 。 
5. Simpson 法 则 广泛 用 于 实际 问题 中 。 为 了 获得 精确 度 增加 方面 的 
感性 知识 ， 对 积分 u 
. Ile? di 
取 # 一 10， 同 时 应 用 梯形 法 则 和 Simpson ZU, FRTERIE 


. 270» 


ST 


t 


-图 47 Simpson 律 
0.745211 50.746825 
司 精 确 值 0.746824 《精确 到 小 数 点 后 第 6 位) 比较。 


et 


1.000000 - 0.8 0.897678- 

0.1 0.990050 0,7 0.612626 

0.2 0.960789 | 08 -0.527292 

03 0.913931 0.9 0.444858 

Da | 52144 1.0 0.367879 
0.5 0.778801 


”总 ， 利用 习题 4， 证 明 ， 在 习题 5 中 0.746211 的 误差 界 是 一 0.001667 和 
0.000614, FÆ 
和 0.745597<I<0. 147878. 
T. 八 分 之 三 法 则 是 
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ft 
Ap: x(Ðdt sh (+30 t 30 +) 
. ] 


RE, a= Muehh, DRAN SR ER 
点 处 取 值 相同 的 三 次 多 项 式 在 [ft，tkj] 上 逼近 x(D) 时 ， 就 得 出 这 个 公式 来 
(在 2，3, 7 颌 中 之 法 则 是 Newton-Cotes 公式 序列 的 前 三 项 ) 
8. 考察 积分 公式 ” 
(x(Ddt=2hx(0) +r(x), 


这 里 ,r 是 误差 。 假设 xEC![ 一 4 加， 即 是 ，x 在 /=[ 一 h, hh] 是 连续 可 
微 的 。 证明， 误差 可 由 下 式 估计 | 

Irex) | hpx), 
2E, Pa) =marıx al. 


证 明 ， PESRERERNARELIEE BE. IND, 
3. RS, WA . 


0D zinar= ls ots.) 


假设 对 形 如 Ka-x(- 站 十 cox(0) 十 cax(f)) 的 积分 逼近 表示 式 , 确 定 a-h 
ao, Qis 使 得 尽 可 能 多 的 智 项 h, k, … 同 (16) 式 一 致 ， wH, 这 时 就 给 出 
Simpson 法 旭 


"nannte... 
这 个 推导 证 明了 对 三 次 多 项 式 这 一 规律 是 精确 的 ，- 为 什么 


1. 在 Weierstrass 脖 近 定理 的 证 明 中 ， 我 们 用 了 连续 ERREK 
外 Fourior 系数 的 界 。 那些 界 是 如 何 得 到 的 ? 


E 


t 


4.12 开 映 象 定理 


我 们 讨论 了 Haha-Banach 定理 和 一 致 少 界 性 定理 , Pen 
中 将 讨论 第 三 个 “大 ”定理 ， FAREM. AHBRTER, AL 
使 开 集 的 象 为 开 集 的 那 种 觅 象 〈 定 义 在 下 面 ) .回忆 一 下 开 集 ( 见 
1.3 节 ) 的 一 些 重要 的 结果 ， 我 们 会 明白 ， 开 了 映 象 有 着 普遍 的 
兴趣 。 说 得 更 明确 些 ， 在 开 映 象 定理 表述 的 条 件 下 ， 有 界 线性 


’ 272 + 


UI EN ie 


算 子 是 开 映 象 。 与 在 一 致 有 界 性 定理 中 一 样 ， 我 们 仍然 要 求 空间 
的 完备 性 。 本 定理 展示 了 Banach 空间 比 之 于 非 完 备 赋 范 空间 更 
使 人 感到 满意 之 又 一 原因 。 定 理 也 给 出 了 有 界线 性 算 子 的 逆 算 子 
有 界 的 条 件 。 开 映 象 定理 基于 4,7 UHREN Baire HER. 


4.12-1 定 义 (RAW EXAY 都 是 度量 空间 ， 那 末 , 映 
ZT:DTN)>Y, DTNCH, WAHRER, MADTEE— 
FE, REYRE FE. 


注意 ， 如 果 映 象 不 是 满 射 ， 必 须 注意 以 下 提 法 之 间 的 差别 ， 
即 映 象 是 把 它 的 定义 域 映 到 

() YH, 

() 它 的 值 域 之 上 
的 开 映 象 。 

(b) 比 (o) 更 弱 些 例如， 如果 关 CY， 关 到 Y 中 的 映 象 x->x 是 开 
的 当 且 仅 当 久 是 了 的 开 子 集 ， 但 是 ， 针 到 它 的 值 域 〈 仍 是 X) 的 
映 象 x->x 总 是 开 上 映 象 。 

而 且 ， 为 了 避免 混淆 ， 我 们 应 该 回忆 一 下 ， 由 定 班 1.3-4， 
ERMET:X>Y 具有 性 质 ， 对 Y 中 的 每 一 开 集 ， 其 北 象 是 人 中 
的 开 集 。 这 并 不 蕴含 T 映 沪 中 的 开 集 到 了 中 之 一 开 集 上 上. 例 如 ， 
Hrosint 给 出 的 映 象 RoR REEE 《0，2r) 到 [一 1，1] 
上 。 


4.12-2 开 喘 象 定理 ' 有 界 逆 定理 ”从 Banach 空 间 丈 到 Ban- 
ach 空 间 了 上 的 有 界线 性 算 子 7 是 开 映 象 。 因 此 ， 如 果 7 是 双 射 ， 
T RERO, FÆ, ZERK. 

EAZATERBERHRK. 
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4,12-3 引 理 ( 开 单 位 球 ) 从 Banach 空间 和 到 Banach & 
间 帮 上 的 有 界线 性 算 子 7 具有 性 质 ， 升 单位 球 B=Bi DEX 
ETB) 含有 以 0EY 为 中 心 的 一 开 球 

证 明 。 我 们 依 下 面 的 步骤 进行 证 明 ， 


(a) FRB=B(0 元) 的 象 的 亲 包 含有 一 开 球 B*，. 


(b) T(B,) 含有 以 0EY 为 中 心 的 一 开 球 六。， 这里， 
B,=B (0; 2")cCÄ. 
(e) T (B) 含有 以 0EY 为 中 心 的 一 开 球 ， 
详细 证 明 如 下 。 
(a) 关于 子 集 4CX， 记 号 ac4(a 为 一 数 ) MALLWEN)R 


(1) aA={xEX|x=aa, a€A} (图 48) . 
(2) AtwsfxeX|x=a+w, EA} (图 49) 。 对 了 的 子 集 
也 有 类 似 的 记号 . 


As ”公式 (1) 的 说 明 图 49 公式 (2) 的 说 明 
我 们 考察 开 球 B=B(0，。 ) 二 X。 任 意 固定 的 xEX， 实 数 & 
充分 大 时 《hk>2]x[) ，x 在 kB, 中。 内 此 ， 
274，。 


X = UAB,。 
因为 7 是 满 射 和 线性 的 ， 
(3) Y=T(X)= 7(DkB,)= ÜT (B) =Ü) 。 


注意 ， 取 闲 包 不 会 对 和 和 集 增加 更 多 的 点 ， 因 为 ， 和 集 已 是 全 
空间 了 。 因 为 了 是 完备 的 ， 根 据 Baire 纲 定理 4.7-2. 它 在 自身 


中 是 非 贫 集 ， 因 此 ， 注 意 ( 3 ) 式 是 类 似 于 4.7-2 中 的 (1) 式 的， 


RUNE, KTB)BUSE-R. LAST) 也 包含 一 开 球 ， 
bindi, B*=B(ys )CT(B). TEBE 
(4) B*—y,=B(0; JCT(B)-Y. 
(b) RITEMB*-ycT(B), XE, B, 是 在 定理 中 给 的 。 
为 此 ， 只 需 证 明 [参看 (4)] 
(5) TB)-y,cT(B). 
设 yET(B) 一 yo。 那 末 ，y 十 ,ET (万 ) ， 且 注意 nET). 
由 1.4-6(a)， 存 在 
u=Tw,eT (DB) 使 其 Un >y 二 yy 
vs 二 了 2,€T(B,) 使 其 2s->y。 


因为 w,，zo€B, 且 BB, 的 半径 为 沁 ， 于 是 得 出 


lo —2ol Sol + anl<H+ =1, 
从 而 ， wn— znEB,. 从 
= Tw,—-2,)=Tw,-T mem un >y 
我 们 看 出 yET(Bo) 。 因 为 yET(B) 一 yo 是 任意 的 ， 这 就 证 明 
TOR. MR, TERI 
(6) B*-y=B(;,.)CT(B,). 
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R B.=B(0,2")CX. RATR&MEN, T(B,) =2"T7(B). 
由 (6) 式 ， 于 是 我 们 得 

(T) VV.=B(0;8/2")C T(B,). 

(9 最 后 我 们 通过 证 明 每 一 个 VEP， 都 在 7(B,) 中 来 。 证 明 


Y=B(0:5 JET (3) 


于 是 命 VEV 1。 由 (7》 式 中 n=1， 有 CTCB). A t ye T). 
根据 1.4-6(a), — Æ H EvE T (B) 与 上 充分 接近 ， 比 如 说 , 
ly 一 v1<e/4。 现 vET(B) 蕴含 v=7T%， 对 某 个 XEB,。 因 此 
Iy-Tx,l<e/4. 
由 此 和 n=2 时 的 (7) 式 ， 我 们 看 出 y 一 了 x1EV,C- 了 (B,)。 如 同 前 
面 一 样 ， 我 们 断定 存在 有 neh, ER 
Kuy-Tx,)—-Tx,]<e/8. 
因此 ，y 一 Tx 一 TxE c TB), 如 此 等 等 ， 在 第 # 步 ， 我 们 
可 以 选择 一 个 med, 使 其 


(8) v-S Ta <ar (n=1,2,). 


命 Za= x tet. AU LA RA kal <12. 4 nomi, 
这 就 给 出 


laz InI< iD 40 


k=m+l kum+l 


当 m->ce 时 。 因此 ， (zs) 是 Cauchy 序列 (Za) Ba, 比如 说 zw 
>X, AXX EZRA. Xxed, AH Be 的 半径 为 1 且 


(9) o Bial < 


kei 
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因为 了 是 连续 的 ，7zs~Tx, 于 是 (8 ) 证明 Tx=y， 因 此 ，y€ 
T(B.). 


定理 4.12-2 的 证 明 ”我们 证 明 , 对 每 一 开 集 ACCX, RTA 
在 Y 中 是 开 的 .这 能 办 到 ,通过 证 明 对 每 一 y= 了 TxET (A) , 集 7(4) 
包含 以 y= 二 7% 为 中 心 的 一 开 球 。 

设 y 一 7xE7 (4)。 因 为 4 是 开 的 ， 它 包含 中 心 为 x 的 一 开 
球 。 因此，A 一 x 包含 一 中 心 为 0 的 开 球 ， 设 该 球 之 半径 是 r 上 且 
A li 一 1/r， 于 是 r 一 1/R。 那 末 k 4 一 x) 包含 开 单 位 球 B(0;1). 引 
理 4.12-3 现在 昔 仿 了 (AR( 4 一 x)) 一 民工 (4) 一 Tx] 包 含 中 心 在 0 
的 一 开 球 ， 且 了 (4) 一 Tx 亦 包 含 中 心 在 0 的 一 开 球 。 因 此 ， 
T(A) 包含 中 心 在 Tx=y 的 一 开 球 , 因 yET (A) 是 任 RH, FÆ 
A ARA: 

, HETIY>XBE, WE1L.3-4 因为 了 是 开 的 ， 故 

T~? BEAN, 根据 定理 2.6-10, 因 和 -1 是 线性 的 ,由 定理 2.7- 
CEA RH. 


习 题 


1。 由 (Ed) EX T: RR RIA lEn ae (人 0) 的 
kR Ro R ARENE? 

2. 证 明 ， 开 映 象 不 必 映 闭 集 到 闲 集 上 。 

3。 推广 (1) 和 (2) 式 ， 我 们 可 以 定义 

A+B={x6X|x=a+b, acA, bEB}, 

这 里 ，A4,BCX.。 HTAA x BM2, Rod, Atw A+A, 这 里 4 
一 {1,2,3,4}。 其 图 示 见 图 50。 

4. 证 明 , -在 (9) 式 中 不 等 式 是 严格 不 等 式 。 

5 设 疙 是 赋 范 空间 ,其 中 的 点 是 仅 有 有 限 多 项 非 零 的 复数 序列 x=(&7), 
其 上 的 范 数 定义 为 1xll=sup1&i|。 AT:X-XEXH 
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图 50 ”平面 中 之 集 4,8 和 .A 十 8 


Te 人 (人 


试 证 明 ， 了 是 线性 的 和 有 办 的 ， 但 T-: 无 界 。 这 同 4.12-2 了 矛盾 吗 ? 

6. KAMYE Banach 空间 且 了 :;X 一 了 是 内 射 有 界线 性 算 子 。 UN, 
T-:.2(T)>X 是 有 界 的 当 且 仅 当 多 (7) 在 了 中 是 闭 的 。 

1. 设 7 了 :从 一 了 是 有 界线 性 算 子 ， 这 里 ， 大 和 世 Æ Banach 空间 。 如 果 
7 是 双 射 ， 证 明 ， 存 在 正 实数 e 和 使 其 alxll<l7xjlsblxl, 对 一 切 xEX。 

L FED aa 是 向 量 空间 关上 的 范 数 ， 使 其 人 :一 
(XDA Xe (X iD 是 完备 的 。 如 果 eht EAS, E 
了 明 ， 大 :中 的 收敛 蕴含 全 :中 的 收 伍 ， 反 之 亦 然 ， 且 存 存 正 数 ea 和 5 使 其 对 一 
切 xEX 

exe. 

《 注 ， 于 是 这 些 范 数 是 等 价 的 ， 见 定义 2.4-4) 

9 RXXX, mM XlX, ll) 是 Banach 空间 。 如 果 存 在 
有 常数 = 使 1xjhs<cjxls， 对 一 切 xEX E, AEA A kE h < 
蚀 xj， 对 一 切 xEX (于 是 这 两 个 范 数 是 等 价 的 ; 参看 定义 2.4-4) 。 

10。 从 1.3 节 知道 ， 度 量 空 间 半 的 一 切 开 子 集 之 集 宁 叫做 六 的 拓扑 ， 因 
市 ,向 量 空 间 久 上 每 一 范 数 定义 了 XX 上 的 拓扑 。 如 果 在 六 上 我 们 有 两 种 范 数 
EX X) 入 :二 (下 川上 ) 是 Banach 空 间 且 用 贞 : 抽 和 上 -由 定义 的 拓 
IMI REIDI WHI =I 
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4.13 ” 财 线 性 算 子 ， 闭 图 象 定理 


并 非 全 部 实际 重要 的 线性 算 子 都 是 有 界 的 。 例 如 ，2.7-5 中 
的 微分 算 子 就 是 无 界 的 。 在 量子 力学 和 其 它 一些 应 用 中 ， 人 们 常 
常 需要 无 界 的 算 子 。 然 而 ， 实 际 上 ， 分 析 数 学 工作 者 乐于 使 用 的 
所 有 线性 算 子 是 所 谓 闭 线性 算 子 。 这 就 值得 对 这 些 算 子 帮 一 个 介 
绍 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 在 赋 范 空间 上 定义 闭 性 算 子 ， 并 研究 它 的 
某 些 性 质 ， 特 别 与 之 相关 的 重要 的 闭 图 象 定理 。 该 定理 叙述 了 在 
Banach 空间 上 的 闭 线性 算 子 有 界 的 充分 条 件 。 

闲 线 性 算 子 的 更 详细 的 研究 和 Hilbert 空间 中 的 无 RATE 
述 在 第 10 章 中 ， 应 用 于 量子 力学 的 叙述 在 第 11 章 中 。 

让 我 们 从 定义 开始 。 


4.13-1 定义 〈 闭 线性 算 子 ) ” 设 忆 和 了 是 赋 范 空间 ，7 
多 (7T) -> 了 是 具 定 义 城乡 (7 了)CX 的 线性 算 子 。 那 末 ， 了 叫做 闭 线 
性 算 子 ， 如 果 它 的 图 象 终 ( 了 ) 在 赋 范 空间 式 xY 中 是 闭 的 ， 
G(T)={(x,y) IxED(T) ,y=Tx} 
这 里 ， 向 量 空间 的 黄种 代数 运算 在 关 x 了 中 如 像 通常 那样 定义 ， 
即 是 ， 
(X13) 十 (xz yz) = (%1 HX Yi TY)» 
a(x,y)=(ax,ay), 
(ri) 且 范 数 定义 为 
(1) 1(x, 力 1 一 1 +i. 


在 什么 条 件 下 闭 线性 算 子 是 有 界 的 呢 ? 答案 由 下 面 的 重要 定 
HAH. 


O ”关于 另外 的 范 数 ， 见 习题 2。 
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4.132 闭 图 象 定理 XMY Æ Banach 空间 HT:Q(T)> 
Y 是 闭 线性 算 子 ， 这 里 ， 乡 (7T)CX。 那 末 ， 如 果 乡 (7) EXH 
AM WNETTRARN. 

证 明 。 ,首先 证 明 ， 按 (1) 定义 范 数 ， 久 XY 了 是 完备 的 。 设 (zs) 
WX x YHA Cauchy EA, RE, Za (xs ,ys) BR, MET 
e>0, BEN, 使 其 

(2) Immun + Iya—yal <e (m, n>N). 
BEL DREAMY HH Cauchy 序列 ， 由 于 XMY E 
完备 的 ， 它 们 收敛 ， 比 如 说 ，xn 二 x* 和 Yyy. ARAS 2n 一 2 一 
(%, 昌 )、 因 为 ， 从 (2) 式 ， 命 mco, Alzı-zi<e, Un>N. W 
H, Cauchy 序列 (2) BERN, XX 了 是 完备 的 。 

REBI, ST) EXXYEMN, MON EXHREN. 
RS mAT H 1.4-7 是 完备 的 。 我 们 现在 考察 映 象 

P:$ (7) -> (7) 
(x, Tx) x. 
P 是 线性 的 。P 是 有 界 的 ， 因 为 
IP(2,T2)|=1x1<1x!+1Txl=1(&,Tx)}. 
已 是 双 射 。 事 实 上 ， 逆 映 象 是 
P31:2(7)—>% (T) 
x>(x,Tx). 
因为 STIMIT) 是 完备 的 ,我 们 可 以 应 用 有 界 逆 定 理 4.12-2， 
HAL EATA, teinit, I(x, To) ibl] 对 某 个 5 和 一 切 
“EJ (T). Hit, TES RH, AX 
Txis Txit xl= 1 (x,Tx) I<blxl. ' 
| 对 一 切 EDT) ET. 


根据 定义 ， 乡 (7) EBBS ARAW z= (1, DES(TIM 
含 2E9(T)。 从 定理 1.4-6(a) 我 们 看 出 ，zE 多 (了 ) 当 且 仅 当 存 
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在 zs 一 (xn,Txx)ES (TEE zaz, A 

(3) or, Tu>y; 
Hz=(x,JES(TJ)AENUxED(T) 有 y=7x。 这 就 证 明了 下 
面 的 一 有 用 准则 ， 它 表示 的 性 质 常 常 作为 线性 算 子 闭 性 的 定义 。 


4.13-3 EW HREP) ” 设 7T:g(T)>Y 是 线性 算 
F, XE, J(T)CX, XX 和 了 是 赋 范 空间 。 那 未 ，T 是 闭 的 当 上 且 
仅 当 它 共有 下 面 的 性 质 ， 如 果 >x, 这 里 ， zD (T), HT xs 
u, BREJZ (T) HTx=y. 


注意 ， 这 一 性 质 与 下 面 的 有 界线 性 算 子 的 性 质 是 不 同 的 。 如 
果 线 性 算 子 人 是 有 界 的 ， 于 是 它 是 连续 的 ， 如 果 (xa) 是 DT) 之 
FALEZ) HiS, Bk, (Ta) ER, SEELE. N 
闭 线 性 算 子 这 个 结论 不 必 成 立 、 但 是 ， 如 果 T 是 闭 的 ，T 的 定义 
域 中 的 二 序列 (xs) 和 (2%s) 收敛 于 同一 极限 ， 且 如 果 相 应 的 序列 
(Txa 和 (7T%。) 都 收 伐 ， 那 末 ， 它 们 有 相同 的 极限 (见习 题 6) . 


4.13-4 例 ( 微 分 算 子 ) 设 XX=CL0,1] 且 
T:Z(T)J>X 
xx 
RE, -BATRHE D (T) RERAMA REX N FR. 那 
末 ， 了 不 是 有 界 的 ， 但 是 闭 的 。 

证 明 。 从 2.7-5 团 出， 是 无 界 的 。 我 们 应 用 定 理 4,13- 条 证 
ATEH. M (Xu) 是 多 (了) 中 的 使 (x,) 和 (Tx。s) 都 收 伍 的 序列 ， 
比如 说 

> 和 Tu=xi>y. 
因为 ， 按 C50， 1 中 范 数 的 收 化 性 是 C0, ERBE, 从 
> RIS 
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fi $ 
| v(Ddr=| limxs(r)d?t = limf txt (r)d 
=x(t)—x(0). 
即 是 ， i 
x()=x(0) +| y(n ar. 


BEHXEZ(T) Hx’ =y. ZA 14.13-34ST EA. 


-. BREBNEERIH, 2NEÄH TA, 因为 ， 否 则 由 
HAREM, TEREF- 


于 性 不 蔓 含 线性 算 子 的 有 界 性 ， 反 之 ， 有 办 性 也 不 昔 含 闭 
性 。 . | 
证 明 。 第 一 个 结果 已 由 4.13-4 得 到 了 证 明 。 反 之 ， 有 界 性 也 
不 蕴含 闭 性 ,这 可 用 下 面 的 例子 说 明 . 设 了 ;多 (TT) 一 多 (了 )CX 表 
示 . 儿 (TT) 上 的 恒 等 算 子 ， 这 里 ， 多 (TT) 是 赋 范 空间 XX 的 真 稠密 子 
空间 。 那 末 ， 显 然 了 是 线性 和 有 界 的 。 但 是 、7 不 是 闭 的 。 如 R 
取 x€EX 一 多 (TT) 和 A(T) 中 的 序列 (4a) 收敛 于 x， 此 结论 立即 
从 定理 4.13-3 得 出 来 。 


本 节 中 的 讨论 表明 ， 在 处 理 无 界 算 子 时 ， 确 定 定义 域 及 拓 延 
的 问题 起 着 本 质 的 作用 . :事实 的 确 如 此 ， 在 第 10 章 中 将 看 到 更 详 
细 的 情况 ， 刚 才 我 们 证 明 的 结论 有 点 使 我 们 扫兴 。 但 使 我 们 高 兴 
的 是 我 们 有 . i 


4.13-5 引 理 ( 闭 算 子 ) 设 T: 多 (7) -> 了 是 有 界线 性 算 子 且 
DIT)CA, 这里， 和 YY 是 赋 范 空间 。 那 末 ; 

(a )。 如 果 乡 (了 了) 是 的 闲 子 集 ， 那 未 ， 人 是 闭 的 ， | 

(b) 如 果 7 是 闭 的 且 了 是 完备 的 ， 那 末 ， 纪 (7) EX nm 
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FR. 
RA. (a) AR EDT Ih REA, nor FAR 


(Tan) 也 EAA MWR EDT =2T), MAATA. 
又 因 了 是 连续 的 , 故 Txs~>7x。 因 此 ,根据 定理 4.13-3，7 是 闭 的 . 

(b) 对 x€ 多 (7T) ， 存 在 多 (了 ) 中 的 序列 (%,) 使 其 x。->x; 见 
1.4-6。 因 为 是 有 界 的 ， 

KEAT EM = T(x — xm) SIT Raul. 
这 就 证 明了 (Txa) Æ Cauchy 序列 。 因 为 了 是 完备 的 , 故 (Tx，) 收 
Ds IEN, Tres >yEY 。 因 为 了 是 闭 的， 根据 4.13-3,xE2(T) 
(HTx=y). Rit, ZMA, HA x€ 久 (7) 是 任意 的 、 


习 题 


1. ITEM, DREXTÄXY LZ- TER. 
2. ZUIRZHIMRSBÄAXYE SANTZERN TRENNT 
用 xs) 一 maxClxil iul) 
和 
hex, y) l= Cxi + iyl)”. 
验证 它们 是 范 数 。 

3. 证 明 ， 线 性 算 子 了 :入 一 了 之 图 象 乡 ( 了 ) 是 六 KX 了 的 向 量子 空间 。 

4. 如 果 在 定义 4.13-1 中 的 革 和 六 是 Banach 空间 ER, V=XxY 
按 (1) 式 定义 的 范 数 是 Banach 空间 。 

5 ( 逆 ) 若 闭 线性 算 子 的 道 了 -: 存 在， 证 明 ， 了 :是 闭 线 性 算 子 。 

6 ” 设 T 是 闭 线 性 算 子 。 如 果 多 (本 ) 中 两 序列 (xs) 和 (全,) 收 合 于 同一 极 
mE (Tx) MTZ.) 同时 收敛 证明 ，(Tx。) mT) 有 相同 的 极 
FR. 
+7. 从 闭 访 象 定理 得 出 定理 4.12-2 中 的 第 二 个 结论 ，。 

8. 设 X 和 了 Y 是 赋 范 空间 ，T :六 一 了 是 闭 线 性 算 子 。(a) EB, RTE 
CCX 的 象 4 在 Y 中 是 闲 的 。(b) 证 明 ， 紧 子 集 KCY 的 道 象 8 在 计 中 是 闭 的 
( 见 定义 2.5~])。 

9. 如 果 T: 半 一 了 是 闭 线性 算 子 ， 这 里 ， 汪 和 了 REZKY ÆR 
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的 ， 证 明 7 是 有 界 的 。 

10. 设 世 和 是 赋 范 空间 且 X 是 紧 的 。 如 果 了 :X-~Y 是 双 射 闭 线性 算 
字 ， 证 明 ，7 :是 有 界 的 ， 

持 ，《 尝 空间 ) 闭 线性 算 子 :XX 一 了 的 零 空间 NH(T) 是 牙 的 闭 子 空间 ， 

12. 设 XX 和 YY 是 赋 范 空间 .如 果 7T,: 久 一 了 是 闭 线性 算 子 日 T;EB(X,Y)， 
证 明 ， 宁 ,十 了, 是 闭 线性 算 子 . 

3. 设 T 是 定义 城乡 (T) 在 Banach 空间 关中 而 信 域 儿 (T) 在 赋 范 空间 Y 
中 的 闭 线性 算 子 。 如 果 7-! 存 在 且 有 界 ， 证 明 ， 嘱 (了) 是 闭 的 。 
AM 假设 级 数 utut HEREKE 了 一 [6,1] 上 的 连续 可 微 函数 且 
级 数 在 J 上 一 致 收敛 并 有 和 数 x. 其 次 ， 假 设 妈 十 好 十 … 在 了 上 也 一 致 收 
数 。 证 明 ，x 在 (8,1) 上 是 连续 可 向 的 且 % =u! hut 

15. (BEMET:ATIAVRHERNGHT)NAHERT, IE. 
DTX, X MY RBanachz 4. 试 证 明 T 有 一 延 折 外, CREARA ST) 
的 有 线性 算 子 当 且 仅 当 侈 (7) 不 包含 形 如 (0,y) 的 元 ， 这 里 y 产 0。 


s Ba 


第 五 章 


进一步 的 应 用 ，Banach 不 动 点 定理 


本 章 是 选读 材料 ， 在 其 余 各 章 中 并 不 使 用 它 。 

必须 的 知识 是 第 一 章 中 的 结果 (2-4 章 也 不 必要 )。 于 是 ， 本 
: 章 也 可 以 直接 放 在 第 一 春之 后 阅读 。 

Banach 不 动 点 定理 是 分 析 学 的 各 个 分 支 中 的 存 在 和 唯一 性 
定理 的 重要 基础 ， 在 这 方面 ， 该 定理 为 统一 许多 证 函 分 析 方法 各 
仓 析 学 中 不 动 点 定理 的 实用 性 提供 了 深刻 的 启示 。 


主要 内 容 方向 提要 

Bartach TIRKAERENER 5.12 是 与 完备 度量 空间 到 
租 身 中 的 某 些 映 象 〔 压 缩 映 象 ， 见 5.1-1) 有 关 的 。 压缩 定理 5.3 
-É ERRTTAR RAS LIED 存在 和 唯一 的 充分 
条 件 。 该 定理 也 提供 了 一 个 迭代 程序 ， 按 此 程序 可 以 得 出 不 动 点 
近似 值 和 误差 界 ( 见 5.1-3)。 钢 考察 应 用 该 定理 的 三 个 重要 领域 ， 

线性 代数 方程 ( 见 5.2)， 

常 微分 方程 ( 见 5.3) ， 

积分 方程 ( 见 5.4)。 
还 有 另外 的 应 用 (例如 ， 偏 微分 方程 )， 但 是 ， 讨 论 这 些 内 容 还 需 
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机 更 进一步 的 准备 知识 。 


5.1 Banach 不 动 点 定理 

集 奈 到 自身 中 的 映 象 和 个 :大 -> 天 的 不 动 点 是 这 样 的 点 xEX ,x 被 
映 到 其 自身 〔 依 T“ 保 持 不 动 ”》， 即 是 ， 

Tı=x, 
象 Tx 与 x 一致。 

例如 ， 平 移 没 有 不 动 点 ， 平面 的 旋转 有 一 不 动 点 《旋转 中 
心 》 5 映 R 到 自身 中 的 映 象 aox 有 两 个 不 动 点 (0 和 1)，R* 到 
Eh EREE IE HARTEN FDA RL UN). 

TERRA Banach 不 动 点 定理 是 关于 某 些 映 象 的 不 动 点 的 
存在 唯一 性 定理 ， 此 定理 也 给 出 了 获得 不 动 点 (具体 问题 的 解 ) 
最 佳 还 近 的 构造 性 程序 ， 这 个 程序 也 叫 选 代 法 ， 按 其 定义 ， 它 是 
这 样 的 一 种 方法 ， 在 所 给 集中 任意 选 定 一 点 x*。， 从 形 如 

et  (n=0,1,2) 
的 关系 式 作出 一 循环 迭代 的 序列 x,,x ,Xs,…;， 即 是 说 ， 选 定 一 
任意 点 N, 并 将 相继 地 确定 x=Tx,, =Tx,". 

和 迭代 程序 几乎 在 应 用 数学 的 每 一 分 支 中 都 被 采用 ; 应 用 
Banach 不 动 点 定理 〈 或 更 深刻 的 不 动 点 定 理 ) 常常 可 得 到 一 些 
收 化 性 证 明 及 误差 估计 ，Banach 定理 给 出 了 一 类 映 象 的 不 动 点 
的 存在 《及 唯一 性 ) 的 充分 条 件 ， 这 类 映 象 叫 压缩 映 象 。 其 定义 
WTF: l | 

5.1-1 EX (EM) UX=(X,d) 是 度量 空间 ， 在 七 上 
的 映 象 本 : 久 > 关 叫做 压缩 映 象 ， 如 果 存 在 一 正 数 ec<1,， 使 其 对 
一 切 x,yEX ,有 l 

(1) d(Tx,Ty)<ad(x,y) (a<1). 

从 几何 上 讲 ， 这 意味 着 ， 任 意 点 x 和 2#， ENNSHZ HEN 
接近 ， 确 切 地 说 ， 比 值 d(Tx,Ty)/d(x,y) 不 超过 比 工 小 的 芷 党 
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ee ee nn e aa ee nn nn i a nen an 


Ba Tee 


数 ， 


5.1-2 Banach 不 动 点 定理 (压缩 定理 ) ”考察 度量 空间 区 一 
(X,d), RE, X#b. EXET, T:X>X EX LEE 
的 ， 则 了 恰 有 一 个 不 动 点 。 

证 明 。 先 构造 一 序列 (xs。) ， 并 证 明 (xs) 是 Cauchy 序 列 ， 于 
是 序列 在 完备 度量 空间 怀 中 收敛， 然后 再 证 明 其 极 陋 x 是 了 的 不 
动 点 ， 并 且 没 有 其 他 的 不 动 点 ， 这 就 是 证 明 的 思路 。 

选取 任意 的 点 LEX, EX “EREA” (xa): 

(2) Xo aTa, X= T=, 
nT" Xg, 
显然 ， 这 一 序列 是 %。 在 了 的 反复 作用 下 所 得 到 的 象 序列 。 我 们 
证 明 (x) Æ Cauchy 序列 。 由 (1) 和 (2) 式 ， 
(3 )d(Xmrı,%m) =d(Txm,TXn-ı) Sad (Xm, Xm) 
Kad (T Xm- T Xm) <ad(Xm-ı,Xm-2)"* 
Kad (x1, Xo) o ` 
W, HREATERMIITRERMAR, amA 
d(xn, Xa) Kd (Xm, Xm) +d (Xm Xh) H 
+d(xn- 1, Xn) Kla" Harte Ha" )d (xo) 
1 一 ca 
i~a 


AA 0<a<l, EFTH, 1-a"<ie W 


(4) dam) Sig daun) >m), 


= a" 


-d (Xa,X1), 


在 右边 ，0< 之 a 之 1 和 d(x%。,%1) 是 固定 的 ， 只 要 mn 取得 充分 大 (是? 
>m), 可 以 使 右边 充分 地 小 。 这 证 明 (xm) 是 Cauchy È 列 。 因 
HAZE, k (xm) ER m > RITEBHRR EART 
的 不 动 点 ， l 
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由 三 角 不 等 式 及 (1) 式 ， 有 
d(x,Tx) <d (x,xm) +d{xm,Tx) 
<d (Xx,xm) +ad (Xm 1,X) ， 
因为 xn~>x， 第 二 排 中 的 和 可 以 取得 来 比 事先 给 定 的 任何 e 污 0 还 
小 。 于 是 断定 d (2,72) = 二 0， 即 由 1.1 节 (M2) 有 x 二 7x， 这 就 证 
明了 x 是 TT 的 不 动 点 。 
x 是 荆 仅 有 的 不 动 点 。 因 为 ， 从 7Tx=x 和 TX=X%， 根据 (1) 
式 可 得 
d(x,%)=d(Tx,TX)<ad(x,*) 
因为 a<1， 故 d(%,%) =0。 因 此 ， 由 1,1 节 (M2) 有 x=X%。 定理 
得 证 ,年 | 
5.13 Hit (A, KERN) ”在 定理 5.1-2 的 条 件 下 ， 
从 和 出 发 的 选 代 序 列 (2) 收敛 于 7 的 唯一 的 不 动 点 x%， 下 之 误差 估 
计 是 先 验 估计 式 ， 


(5) Kam, < u d(x,%) ; 
而 下 式 是 后 验 估计 式 ， 
(8) d(xm,%) < d(xn1,xn). 


l—a 

证 明 。 第 一 个 结果 ， 易 从 前 面 的 证 明 中 得 出 , 由 (4) 式 ， 
Pno, 得 出 不 等 式 (5) 式 。 我 们 推导 (6) 式 。 取 m=1， 记 x4 为 
Yo XY MO)R, E 


dud Tun. 
WB Yin, W yT yitna TER 6) Re 


先 验 误差 界 (5) ATUATHEZE ZEHHTTARIER 
2288 + 


Sn cken ser EE a ga = cur Sa erorieeree en 


精确 度 而 必须 进行 的 步 数 ， 而 (6) 式 则 可 用 于 计算 的 中 间 A 
者 末尾 。 

从 应 用 数学 的 观点 来 看 ， 上 述 情况 并 不 令 人 完 全 满意 。 因 
为 ， 常 常 出 现 ， 映 象 7 不 是 在 整个 空间 XX 上 是 压缩 的 ， 而 只 在 其 
的 子 集 Y 上 是 压缩 的 。 但 是 ， 如 果 了 是 闭 的 ， 由 定理 1.4-7, 了 是 
完备 的 。 于 是 ，T 在 Y 中 有 不 动 点 x， 倘若 适 当 的 限制 的 选 
择 ， 以 使 诸 xm 仍 在 Y 中 ， 如 同 前 面 一 样 ，xm->x。 这 方面 典型 而 
又 有 实际 用 处 的 结果 如 下 、 


5.1-4 定 理 (在 球 上 的 压缩 ) ”了 是 完备 度量 空间 一 ( 汉 ， 
d) 到 自身 中 的 一 映 象 。 设 了 在 闲 球 了 二 {x|d (x, 4) <r LEER 
的 ， 而 且 ， 假 设 

(7) d(xs,7%0)<(1—a)r, 

则 选 代 序列 (2) 收敛 于 x€EY ,此 x 是 了 的 不 动 点 且 T 了 在 Y 中 仅 
此 一 不 动 点 。 

证明。 只 需 证 明 一 切 xm 及 x 在 了 中 就 够 了 。 在 (4) 式 中 ， 
命 m=0， 将 1; 改 为 n。 利 用 (7 ) 式 得 


FACE x)<r, 


d (Xy, Xm) <J 一 


因此 ， 一 切 xm 在 了 中 。 因 了 闭 且 Xxm>x, 故 xEY ,定理 的 结 
论 由 Banach 定理 5.1-2 得 出 。 


请 读者 给 出 今后 要 用 到 的 下 面 这 一 引 理 的 一 个 简单 的 证 明 。 
5.1-5” 引 理 (连续 性 ) 度量 空间 XX 上 的 压缩 映 象 是 连续 映 
象 。 
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> 题 


L 在 初等 几何 中 ， 给 出 映 象 的 更 深入 的 例子 ， 使 其 (a) 仅 有 一 个 不 动 
点 ; 《b) 有 无 限 多 个 不 动 点 ， 


2. 命 六 二 {XER|x 之 l}CR, RRT: KKE H Tau tr. 试 


证 明 ，7 了 是 压缩 的 ， 并 求 最 小 的 a。 

3. 举例 说 明 ， 定 理 5.1-2 中 完备 性 条 件 是 本 质 的 而 且 是 不 可 少 的 。 

4. 在 Banach 定理 5.1-2 中 ， 条 件 ( 1) 不 可 以 用 d(Tx,Ty)<d(x,y) 
( 当 xy 时 ) 来 代 零 ， 这 一 点 是 十 分 重要 的 。 为 此 ， 考 察 针 ={xj 11% 之 
+0}, ZHERLEFRER. HET:X-A ELH wext. 证明， 
IT»:-Tyt<ix-yl ( 当 x 关 时 )， 但 此 映 象 没有 不 动 点 。 
5 如 果 ，T: 关 一 关 满 足 d(Tx,Ty)<d(x,y) (xry) 且 有 不 动 
点 ， 证 明 ， 不 动 点 是 唯一 的 ， 这 里 (X ,d) 是 度量 空间 。 

6。 如 果 工 是 压缩 和 的 ， 证 明 ，T*(nEN ) 是 压缩 的 , 如 果 Hnit, 
Ts 是 压缩 的 ， 证 明 ，T 了 不 必 是 压缩 的 。 . 

7. 证 明 引 理 5. 1-5. 

8. 证 明 ， 由 (5 ) 式 给 出 的 误差 界 构 成 严格 单调 减 序 列 。 证 明 ( 6) 式 
RFOIR. 

9. 证 明 ， 在 定理 5.1~4 的 情况 下 ， 有 先 验 误差 估计 d(xm ,x)<a"r 和 
后 验 估计 (6 ) 式 。 

10. 在 分 析 中 ， 一 迭代 xs=g(x。-1) 收 倒 的 一 个 充分 条 件 是 9 连续 可 微 


并 且 O 
Is (1 委 c<1， 

利用 Banach 不 动 点 定理 证 明 这 一 结论 。 

1. 为 了 求 给 定 方程 f(x) =0 的 近似 数值 解 ， 我 们 可 以 将 方程 变形 为 
x=g(x) 的 样式 ， 选 择 一 初始 值 ze 并 计算 

xa 一 9(Xas-i) n=1,2,", 
Bit g 在 某 区 间 /一 [和 一 xo 十 上 ] 上 连续 可 微 县 在 7 上 满足 (g (xz 委 c< 
1， 周 时 ， 
lg(x0)—%0 <U —a)r, 

证 明 ，x=g(x) 在 y 上 有 唯一 解 ， 选 代 序列 (xm) 收敛 于 该 解 且 有 误 荐 估计 式 


[x—xn|<a"™r, ans, a I'm &m-le 
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12. WR JERAJ =la bE ERT, aco OH 
<k S'a) Sk (xE), pH Banach ZM 5.1-2, WE HB fedo 
KAREE, 采用 g(x)=x 一 人 f(x) 及 适当 的 1。 

13. 考察 解 方程 Fx) 一 妈 十 x~ 1 一 4 的 夺 代 程序 ， 可 技 如 下 进行 。(a) 
WB, TUR 

X= gx-1) = (1 二 x ia 


FHER, ZU FHARZI. AREA I AI<SITER AI EIN ,说 
HARTUAR SOKA., OREG ) 式 估计 误差 。(c) 我 们 可 以 表 
[er 为 x“ 一 1 一 如 之 形式 。 这 种 形式 作为 迭代 是 否 适当 ? A Na, 
xo= 4,5，xo 一 2 看 会 有 什么 情况 出 现 。 
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x 一 
Ba “习题 13(a) 中 的 迭代 
14. 证 明 ， 习 是 13 中 的 方程 的 另 一 次 代 程 序 是 
m (HR). 
Rao=ı BES, xan x WARERRERKSINE HA? (精确 到 
6 位 的 实 根 是 4 682328) 


15. (Newton 方法 ) 设 /是 区 间 [6,6] 上 二 阶 连 续 可 微 的 实 值 函数 ， 并 
HEEE, bdpa. F h 


_ _ HER) 
Kur = (Xn), g(x) = ~ F Cas) 
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AEH Newton 方法 在 2 的 某 邻 域 中 是 压缩 的 《于 是 ， 对 任意 充分 接近 于 
吕 的 加 产生 的 迭代 序列 收敛 于 支 )，。 
16. 《平方 根 ) 试 证 明 ， 计 算 给 定 正 数 c 的 平方 根 的 迭代 是 


une {et} 


这 里 2=0，1，2,…。 由 习题 10 我 们 能 得 到 什么 条 件 ? M= Hi, HR 
A SR, x", 。 

11. 设 人 IT: 让 一 久 是 完备 度量 空间 上 的 压缩 映 象 ， 即 (1 ) 式 成 立 ， 册 于 
会 入 误 着 及 一 些 其 他 原因 ， 常 常用 另外 的 ， 对 一 切 xEX 使 

d(Tx, Sx)<n 《适当 的 0 之 0) 
RRAS: XX KRET. AAM, AER EX, A 
Tea, nl 

18. 习题 17 中 的 映 象 8 可 以 没有 不 动 点 ， 但 在 实际 中 ， 对 某 个 m S 

常 有 不 动 点 !。 利 用 习题 17, 证 明 ， 从 ”到 了 的 不 动 点 x 的 距离 有 


d(x,y) 


(可 一 1 2) 。 


n 
1-a° 
19. 在 习题 17 中 ， 设 =Tx 和 bm 一 ”bo， 利 用 (5 ) 式 和 习题 17， 证 
明 
d(x%, YS 1 [n+a”d(yo, Syd]. 


1-a 


在 应 用 中 ， 这 个 公式 的 意义 是 什么 ? 

20. (Lipschitz 条 件 ) k & T:[a,b]—[a, 651 叫做 在 [ao,61] 上 满足 
Lipschitz #3 R H Lipschitz 条 件 ， 如 果 存 在 常数 &， 使 其 对 一 切 x yelo, 
6] 有 


ITx-Tylskix-yl. 
《a) T 是否 是 压缩 的 ?(b) 如 果 卫 是 连续 可 微 的 ， 证 明了 满足 Lipschitz& 
件 。(c) 〈b) 之 闻 是 否 成 立 ? 


5.2 Banach 定理 对 线性 方程 的 应 用 


Banach 不 动 点 定理 的 一 重要 应 用 是 选 代 法 解 线性 代数 方程 
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组 ， 以 及 给 出 关于 收敛 和 误差 界 的 充分 条 件 。 

为 了 天 请 这 一 问题 ， 首 先 回忆 一 下 。 对 解 这 种 方程 组 有 各 种 
各 样 的 直接 的 方法 〈 经 有 限 多 次 算术 运算 之 后 ， 此 种 方法 可 以 给 
出 精确 的 解 。 如 果 精 确 度 一 一 计算 机 的 语言 长 一 一 不 受 限 制 的 
话 。 著 名 的 例子 是 Gauss 消去 法 。 然而 ， 选 代 法 或 间接 法 更 为 有 
效 ， 如 果 方 程 组 是 特殊 形式 的 ， 比 如 说 ， 它 是 稀疏 的 ， 即 由 许多 
个 只 有 少数 系数 是 非 零 的 方程 组 成 的 方程 组 (振动 问题 ， 网 络 ， 
偏 微 分 方程 的 差分 近似 常常 导致 这 类 方程 组 ) .而 且 ， 通 常 直 接 法 
ee in, N 

分 大 的 m%， 舍 人 误差 范围 可 能 变 得 非常 大 。 然 而 在 选 代 法 h, H 
于 舍 人 《或 甚至 忽略 )， 误 差 最 终 地 可 以 襄 减 下 去 .事实 上 ， 采 
用 迭代 法 得 到 的 解 常常 用 以 改善 通过 直接 法 而 得 到 的 “和 解 ”。 

为 了 应 用 Banach 定 理 ， 必 须 一 个 完备 度量 空间 以 及 其 上 的 
一 个 压缩 映 象 。 取 一 切 有 序 m- 实 数组 为 元 REX, AFAR 
为 : 

x= ($3, yalm. = (Ers in), 

等 等 。 EX 上 定义 度量 d. 
(1) dind=marls-äl, 


义 二 ( 半 ,d) 是 完备 的 ; 其 证 了 明 类 似 于 例 1.5-1。 
EX LEXT:X>X, 
(2) y=-Tx=Cx+b, 
这 里 C= (cj) 是 固定 的 实 nxn 和 矩阵 ， bEX 是 固定 的 向 量 。 此 地 
以 及 至 本 节 末 ， 一 切 向 量 都 是 列 向 量 ， 这 是 由 朋 常 矩阵 碟 法 变味 
的 缘故 。 
在 什么 条 件 下 了 是 压缩 的 呢 ? #2) 式 为 分 量 的 形式 ， 有 


m=} enit jel,-,n, 


RE, b=e(ß.). Bu=(o,)=Tz, FR, Mi } 和 (2) 式 得 
d(y,w) =d(Tx,Tz) =max|n;—a;| 


mas] Zen (&—6) | 
<max [bt | max), leal 
a ke 


=d(x,z)max), |Icz!. 
i ‘al 


我 们 知道 ， 上 式 可 以 写成 d(g,u) 二 cd (x.z)， 这 里 ， 


(3) - e=max)_lcal, 


kei 


于 是 由 Banach 定理 得 


` 5.2-1 定理 (线性 方程 ) Min ARME... (is 
量 ) 的 “个 线性 方程 组 

(4) x 二 Cx 十 b (C=(cp), b 是 给 定 的 ) 
满足 | 


(5) > leal <i (G=1, ,n), 


则 它 愉 有 一 解 x， 这 个 解 作为 选 代 序 列 (xx RR 
而 得 到 ， 这 里 ，x'" 是 任意 的 且 


(6) x Cm bh m=0,1,-, 
误差 界 ( 见 (3 )) 是 
(7) dam Td) 


“894。 


< er d (x® x’) . 


条 件 (5) 对 于 收敛 性 是 充分 的 ， 这 是 一 个 行 和 判别 准则 ， 因 
为 ， 它 是 由 C 的 行 中 元 的 绝对 值 的 总 和 而 得 到 的 行 和。 如 果 用 
另外 的 度量 来 代替 (1 ) 式 ， 可 能 得 到 另外 的 条 件 。 

如 何 将 定理 5.2-1 中 的 方法 用 于 具体 问题 中 呢 ? “个 未 知 数 
的 ”个 线性 方程 组 通常 可 以 表 为 

(8) Ax=c, 
这 里 ，4 是 mn 行 方 阵 。 关 于 ( 8) 式 (del4 尖 0) 的 许多 迭代 方法 都 
在 于 使 得 我 们 可 以 表 4 二 8 一 G， 其 中 B 是 -- 适 当 的 非 奇异 矩阵 ， 
FE, (8) REX 


Bx=Gx+c, 
X 一 DB-I(Cx 二 c)。 
这 就 得 出 挝 代 式 (6 )， 这 里 
(9) C=B"G, b=B’r!e, 


让 我 们 用 两 个 标准 的 方法 来 说 明 这 一 点 。 一 是 Jacobi 氨 代 
法 ， 此 法 偏重 于 理论 方面 一 是 Gauss-Seidel AR ik, 此 法 广 
泛 用 于 应 用 数学 中 。 


5,2-2 Jacobi 迭代 法 ” 渤 代 方法 定义 为 ， 
(10) "= > ame” iele.m 
y i | 
这 里 ， c=(y)&( 8 ) 式 中 的 C, H 040, Jal, ‚Ne .这 一 
法 代 法 暗示 着 在 ( 8 ) 式 中 对 第 j 的 -- 方 程 解 Hi, KER iI, 


(10) 式 可 以 表 为 (6 ) 式 的 形式 ， 其 中 ， 
(11) C=-D-"'(4-D), b=D-!c, 
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这 里 ，DD=diag(ayy) 是 4 的 主 对 角 线 上 那些 非 零 元 组 成 的 对 角 
矩阵。 

为 了 得 到 Jacobi 和 迭代 法 的 收敛 性 ,只 要 将 条 件 (5) 应 用 于 (11) 
式 中 的 C 就 够 了 .因为 ,(11) 式 中 C 相对 地 较为 简单 些 、 可 以 由 
4 的 元 直接 表示 出 来 。Jacohi 迭代 法 的 行 和 判别 法 为 


C7 =] 
(12) HE a |< Jel,,n, 
3 
或 x 
(12*) > ， lan] <las), 7 一 1 ‚Ma 
kei 


ar 
粗略 地 讲 ， 这 就 证 明了 ， 如 果 4 的 主 对 角 线 上 的 元 充分 大 时 , 收 
倒 性 就 可 以 得 到 保证 。 
注意， 在 Jacobi 选 代 法 中 ， xm 的 某 些 分 量 可 能 在 某 一 时 
刻 已 经 得 到 ， 但 在 其 余 各 分 量 的 计算 过 程 中 仍 将 用 到 。 即 是 说 。 
新 源 近 的 全 部 分 最 在 循环 迭代 之 末尾 同时 被 诱导 出 来 ， 为 说 明 这 
一 事实 ， 称 Jacobi 选 代 法 为 同时 校正 法 , 曲 


5.2-3 Gauss-Seidel 选 代 法 ”这 是 一 逐次 校 正法 ， 在 此 法 
由 在 等 丽人 交 入 时 吉本 这 一 方法 定义 为 
(13) gD - ln) Dante _ > apk ™ )， 
amj+i 7 
这 里 ， j=1, n, ERR ar, on I: 
我 们 得 到 (13) 式 的 矩阵 形式 为 (图 52) 
A=—L+D-U, 
o 译 者 注 穆 文 此 处 有 误 。 
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RE, D 与 jacobi 迭代 法 中 的 矩阵 一 样 ， 上 和 U 分 WEE 
对 角 线 上 的 元 为 零 的 下 和 上 三 角形 阵 。 加 上 人 负 号 是 由 于 习惯 和 方 
便 起 见 ,在 (13) 式 中 用 cyy 去 乘 每 个 方程 , 那 末 , 可 以 把 结果 表 为 ， 
Dax‘m*tD amp 4 Lx mth LUx® 
或 
(D—L)x mt 一 5 十 LUxcmy。 


| SH) im 
Ay FEEFEE Haie FEDR] 
新 i 


图 52 Gauss-Seidel 公式 a3) 和 (14) 的 图 示 

乘 以 (D 一 上 )"! 即 得 (6 ) 式 ， 其 中 

(14) C=(D-L)"U, b=(D-L)"e., 

条 件 (5 ) 式 应 用 于 (14) 中 的 C 就 是 以 保证 Gauss-Seidel & 
代 法 的 收 化 性。 因为 ，C 是 比较 复杂 的 ， 余 下 的 实际 问题 是 给 出 
保证 (5 ) 式 有 效 的 简单 条 件 ， 我 们 指出 (未 证 明 )，(12) 式 是 一 
充分 条 件 ， 但 也 存在 更 好 的 条 件 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 在 J. Todd 
《1962) pp，494，495，500 中 找到 。 


习 题 


1. 验证 (11) 和 (14D 式 。 
2. 考察 方程 组 
Sé: — £T 
一 35 二 +106=24 
(a) 确定 精确 解 ，(b) 应 用 Jacobi 迭代 。C 是 否 满足 ( 5 ) 式 ? 从 分 量 
AL 1 的 x@) 出 发 ， 计 算 x，x2 和 xG 的 误差 界 (了 ) 式 。 将 这 些 误差 界 
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Bir 的 实际 误差 比较 一 下 。(¢) 应 用 Gauss-Seidel 41}, FAZ (b) Hi 


提出 的 相 闻 的 问题 。 
3. 考察 方程 组 
&—0.2563—-0.258 ==0.50 
— 0.25: 十 & 一 0.255 一 4.510 
-0.25£ +£3—0.2564=0.25 


—0.25£2—0d.256s 二 + &=0.25 
(这 种 形式 的 方程 出 现在 偏 微 分 方程 的 数值 解 中 )。(a) 应 用 Jacobi & 
代 ， 从 分 量 为 1，1i 的 x 中 出 发 并 迭代 三 步 。 将 近似 值 同 缚 确 值 61=&,= 
0.875， 台 一 纪 一 0.625 比 较 一 下 。(b) 应 用 Gauss~Seidel AR, ESE (a) 
中 提出 的 相同 的 问题 。 
4. Gershgorin 定理 。 如 果 1 是 方 阵 C=(cib) 的 特征 值 ， 则 对 某 J， 这 
里 Isjse # 


á 
len— å<] lcul. 
«=} 


PC 


(C 的 特征 值 是 使 Cx=4x, 对 某 x 丈 1 成 立 的 数 A AVER, HAIE 
»Kx=b, X, K=1-C, #H, Gershgorin 定理 及 (5) 式 蕴含 天 不 
可 能 有 特征 值 (TEK 非 奇 异 ， 即 是 ， detK 关 0 HKx=b 唯一 解 )。 
(b) 证 明 ，(5 ) 式 和 Gershgorin 定理 蕴含 (6 ) 式 中 之 C 有 小 于 1 

《可 以 证 明 ， 对 于 迭代 序列 的 收敛 性 来 说 ， 这 是 充分 必要 条 件 。C 的 谱 半 
@Rmaxld,|, RE, A, ,是 C 的 特征 值 .) 


5。 使 jacobi 选 代 发 散 而 Gauss-Seidel 造 代 收 敛 的 方程 组 之 一 例子 是 
261+ t 与 一 4 
和 十 2 十 = 
& 十 《2 十 25 一 4 
从 > 时 一 0 出 发 ， 验 证 Jacobi 选 代 发 散 ， 并 且 只 要 计算 Gauss-Seidel 和 迭代 
开头 的 少许 几 步 便 可 发 现 选 代 收 剑 于 精确 解 后 一 总 一 总 一 1 
6. 似乎 使 人 感到 ， 在 任何 情况 下 Gauss-Seidel 选 代 都 会 比 Jacobi 和 
代 优 越 。 其 实 ， 两 种 方法 是 不 可 以 比较 的 。 这 是 一 个 意外 。 例 如 , 在 方程 组 
é + é=? 
-it $ 一 人 
4 十 2 一 3 一 0 
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的 情况 下 ，Jacobi kitre, (E Gauss-Seidel 迭代 却 发 散 。 从 习题 4(b) 中 
叙述 的 充分 必要 条 件 导出 这 两 个 结论 . 

7. ” 《 列 和 判别 准则 ) 对 ( 1 ) 式 的 度量 ， 有 相应 的 条 件 (5 ) 式 。 如 果 
RME X 上 采用 度量 du 


di(x,2)= 72) {81—&| » 


Fe 


证 明代 得 ( 5 ) 式 ， 我 们 将 得 到 条 件 
(15) Dienl<i kl, 


8. (平方 和 判别 准则 ) 对 ( 1 ) 式 中 的 度量 ， 有 相应 的 条 件 ( 5 ) 式 。 如 
ERNIE X 上 采用 Eudidean 度量 d;。 


dı(x,z) -人 g= 


i 


证 明 ， 代 替 ( 5 ) 式 ， 我 们 得 到 条 件 


6) 3 Dh< 


-1 kel 


3. (Jacobi 选 代 ) 证 明 ， 对 于 Jacobi 迭代 ， 收 全 的 充分 RG). 
(15) 和 (16) 式 变 为 


ai a <. D pg 
k= - k=l 
k% "+h 


10. R-HIEC, BEOOR. EBECERREOUDR, BTA EON 
式 . 


5.3 Banach 定理 对 微分 方程 的 应 用 


Banach 不 动 点 定理 的 一 些 最 有 兴趣 的 应 用 出 现在 与 函数 空 
人 局 有 关 的 问题 之 中 ， 如 我 们 将 看 到 的 。 该 定理 给 出 了 微分 方程 和 
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积分 方程 的 存在 唯一 性 定理 ， 
事实 上 ， 在 本 节 中 我 们 考虑 的 是 一 个 显 式 一 阶 常 微分 方程 
(la) x'=f (t,x) (1=d/dt). 
这 一 方程 的 初 值 问题 由 方程 及 初 值 条 件 
(1b) x(t) =, 
AR, ZH t 和 x。 是 给 定 的 实数 。 
我 们 将 利用 Banach 定理 证 明 著 名 的 Picard 定 H, RER 
在 常 微分 程 理论 中 起 着 重要 的 作用 。 证 明 思 路 十 分 简单 ， 将 (1) 
式 变 成 一 积分 方程 ， 此 积分 方程 定义 了 一 映 象 了 ， 而 定理 的 条 件 
曹 含 了 是 压缩 的 ， 于 是 其 不 动 点 即 成 为 我 们 问题 的 解 。 


5.3-1 (WRA E) Picard 的 存在 唯一 性 定理 设 SER 
形 (2153 
R={ (t,x)| li—tl<a, |x— x| <b} 


Nie 


wa k hta 


É 一 
E53 ÆR 
a 
ooi 
k -5 
a<? OLES 


图 54 〈A) 是 相当 小 的 c，(B) 是 相当 大 的 c, 不 等 式 ( 2 ) 的 几何 说 明 ， 
解 的 此 线 必 在 镍 率 为 十 的 直线 界定 的 阴影 范围 内 
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A 


LEZ, TE, ERLAF, Kind (H54 
(2) If (t,x) |<c， 对 一 切 (1,x)ER。 


设 f 在 RR 上 关于 它 的 第 二 个 变量 满足 Lipschitz 条 件 ， 即 是 
说 ， 存 在 常数 和 (Lipschitz 常数 ) 。 使 得 对 (t,x)，(t,v) ER 有 

(3) Ya) flv) I) <ko], 
那 未 ， 初 信 问 题 (1) 有 唯一 的 解 、 这 个 解 在 一 区 闻 [i 一 p， 
W+PILFE, ZEO 

(4) p<min{e, b, 4 

证 明 。 设 C(J) 表 区 间 ==[t, 一 p， W+PIE-VIBERE 
数 的 度量 空间 ,、 其 中 度 最 定义 为 

d(x,y) =max|x(t) vl, 

COURRE. tÜ 表 满足 

(5) |x(f) —x.1<cß 
的 一 切 函 数 xEC (J) 组 成 的 C(J) 的 子 空 闻 。 不 难看 出 ,C ECU) 
中 闲 ， 于 是 由 1.4-7 知 C 是 完备 的 。 根 据 积分 法 (1 ) 式 可 以 表 为 
x=Tx, ZH, TÖ>CENA- 

(6) Tx() mt 7Gcx(D)dr。 
实际 上 ， 由 于 (4 ) 式 ，cB<b， 故 T 对 一 切 xEC 都 有 定义 。 如 果 
xEC， 则 rEJ H(t, x())ER Ih, 在 RR 上 连续 ，(6 ) 式 中 
的 积分 存在 。 为 了 证 明了 全 映 已 于 自身 之 中 ,利用 (6) 和 (31) 式 。 
得 


ITs- =|f Faa de [Sclt—hl ep. 


— 


@， 在 经 典 证 明 中 ， <min {a b) BR ER. 这 一 结果 也 可 以 通过 修改 
本 十 月 而 得 到 (采用 更 复杂 的 度量 ) ;参看 附录 3，A。Bielecki (1968) 
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我 们 证 明了 在 C 上 是 压缩 的 。 由 Lipschitz 条 件 ( 3 ) 
IT) -TeWi=||, Fe.) Fer) Mr 


<]jt—t,|maxklx(r) —v(r)] 
<kpd(x,v), 
因为 ， 最 后 的 表达 式 不 依赖 于 t， 故 可 以 在 左边 取 极 大 值 。 于 是 
d(Tx, Ty)<ad(x, v), XHa=kb, 
MA)RR, a=kp<1, FR, T ALEC 上 是 压缩 的 。 由 5.1 
-2 断定 了 有 唯一 的 不 动 点 xcEC， 即 是 说 ， 存 在 J 上 的 连续 函数 
x 满足 x=Tx。 按 (6) 式 , #x=Tx 


(7) x) +], fr ,xtr))dr 


W, (xl) ER, f 是 连续 的 。( 7 ) 式 是 可 微 的 。 因 此 ，x 还 
是 可 微 的 且 满足 (1 ) 式 。 反 之 ，(1 ) 式 的 每 一 解 必 满足 ( 7 ) 式 ， 
we 


Banach 定理 也 蕴含 着 ，( 1 ) 式 的 解 x 是 由 Picard 选 代 法 所 
. 得 出 的 序列 (Xe ,Xi X2，…) 的 极限 、 其 中 


(8) der, f(t,Xxs(T)) dr (n=0,1,2,). 


TR BEOSEENKAENRERN TEN IAERE 
当 有 限 的 。 因 为 ， 它 包含 了 积分 。 

最 后 指出 ， 可 以 证 明 ， 对 问题 (1 ) 的 解 的 存在 性 来 说 ， 了 的 
连续 性 是 充分 的 《但 不 必要 ) ,但 不 能 保证 唯一 性 , Lipschitz 条 
件 是 完 分 的 (Picard 定理 所 示 )， 但 不 是 必要 的 。 详 细 情 况 ， 见 
E., L., Ince (1956) 的 著作 。 该 书 也 包含 了 Picard 定 理 的 历史 
ER (EP.63L) KZREN, 8 者 可 以 比较 一 下 本 方法 与 经 
典 方法 。 
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1. 如 果 在 矩形 尺 上，/ 的 偏 导 数 9f/8x 存在 县 连续 (N Picard 
m). EN, 关于 它 的 第 二 变数 在 尺 LAE Lipschitz 条 件 。 

2. 证 明 ， 由 f(t,x)= |sinx| +t 定义 的 三 关于 它 的 第 二 变数 在 整个 
tx 一 一 平面 上 满足 Lipschitz 条 件 ， 但 当 x= 时 ，9f/9x 不 存在 。 这 说 明 
了 什么 事实 ? 

3. 由 f(1,x)=|xlW2 定 义 的 /是 否 满足 Lipschitz 条 件 ? 

4. 求 出 一 切 初 始 条 件 ， 使 初 值 问 题 {x' 二 2x，x(to) =x。(a) EM. 
(b) 有 一 个 以 上 的 解 。(c) 恰 有 一 解 。 . 

5. 阐明 在 (4 ) 式 中 ， 限 定 6<b/c HA<UR 的 原因 ， 

6. 证明，Picard 定理 证 明 中 的 已 在 C(J) 中 闭 ， 

1. 证 明 ， 在 Picard 定理 中 可 以 取 任 意 函 数 VEC，le( 可 0) 一 2 去 代替 


x 作 为 选 代 的 初始 函数 。 


2 应 用 Picard 迭代 (8 ) 式 于 x =] 十 XxX?，Xx(0)=0 上。 验证 对 于 x,， 
At, … 和 ,的 项 与 精确 解 的 那些 项 相同 。 

9s. 证 明 ，% “一 3x23，x%(0 一 0) 有 无 穷 多 个 解 x*， 并 且 由 

x(b 一 0， 如 果 !<Ce x(t)=G—e), WR tct H, 2 ERE 
BEN. EI 是 否 满足 Lipschitz 条 件 ? 

j0. 证 明 ， 初 值 问题 

x= jaje, x(0)=0 

的 解 是 =M DIE, ad=. RERA Picard 定理 矛盾 ? K 
BRIMI. 


5.4 Banach 定理 对 积分 方程 的 应 用 


最 后 ， 考 察 作 为 Banach 定 理 的 一 个 起 源 的 积分 方程 的 存在 
唯 - :性 定理 。 Bu 


(1 ) x) af RU, r)x(r)dr=v(t) 
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的 积分 方程 叫做 第 二 型 Fredholm 方程 D。 这 里 Fa,b] 是 给 定 的 区 
Al, 是 FEc,b] 上 的 未 知 函 数 ，A 是 参 rT 
数 。 方 程 的 核 6 是 正方 形 G=[6e,6]x + 


Ca, b) 上 给 定 的 通 数 ， 如 图 55 所 示 ， 
v 是 [a,6b] LA-A ENEK. H 
积分 方程 可 以 在 各 种 不 同 的 函数 a 


空间 上 考察 .在 本 节 中 ， 我 们 认为 (1) 

式 是 在 CLa,b] 上 ， 即 定义 在 区 间 7 一 Cp 
Br 图 55 在 0,6 为 正 的 情况 下 ， 

Lab] 上 的 一 切 连 续 函 数 之 空间 ， 其 。 arm 

度量 为 的 定义 域 


(2) d (x,y) =max |x (t) —y(t) | 
《 见 1.5-5) 。 由 于 打算 应 用 Banach 定理 ， 要 着 重 注意 的 是 C[a， 
所 是 完备 的 。 设 vEC[a,p]，R 在 G 上 连续 ， 于 是 ，R 在 G 上 是 
有 界 的 ， 比 如 党 ， 

(3) 1&(t,7) |<ce， 对 一 切 (1,7) EG, 
易 知 ，( 1 ) 式 可 表 为 Xx=7Tx， 这 里 


(A) Tl) 00) +| nx(dn 


因为 "和 有 是 连续 的 ,公式 (4) 定 义 了 一 个 算 子 了 :C[a,b]-> 
Cro,b]。 现 对 u 施加 限制 ， 使 其 人 T 变 为 压缩 的 。 从 (2) 到 (4) 
式 ， 有 

d(Tx,Ty) max ITx(t)-Tyt) | 


® 出 现 x( 力 这 一 项 的 目的 是 使 我 们 可 以 应 用 选 代 法 ， 如 定理 5.4-1 所 示 . 没有 
这 一 项 的 方程 为 


人 px dr=v(t) 
拭 叫 做 第 一 型 积分 方程 。 
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NN nn 


ri y a 


= ulmaz| | kDa) =u Ide] 
EJ a . 
<Iel-maz| Iet.) 11x) zy lde 


<lalemax]| x() -y@ 1], dr 


=|uled(x,y) (b—a). 
该 式 可 表 为 d(Tx,Ty) ad (x,y)， 这 里 
a=|u|c(b—c) 


MR 
(5) Hl<at ay 
则 了 成 为 压缩 的 (ac<1) 。 现 在 由 Banach 不 动 点 定理 5.1-2 给 出 


5.4-1 定理 (Fredholm AFFE) 设 (1) 式 中 的 和 vw 分 
中 所 确定 ， 则 (1 ) 式 在 上 有 唯一 解 x*。 此 防 炊 % 是 迭代 序列 
(Xo,X1,…) 的 极限 ， 这 里 


(6) tan (D=o) +o] horn(r) dr 


Fredholm 的 著名 积分 方程 理论 将 在 第 八 章 中 予以 讨论 ， 

我 们 现在 考察 Volterra 积分 方程 

(7) x( 一 «|, k(t, t)x(r)dr=v¢i). | 
(1) 式 和 (7) 式 不 同 之 处 在 于 ， (1) 式 中 积分 RER, 而 在 
(7) 式 中 是 变数 。 这 一 点 是 要 紧 的 ， 事 实 上 ， 我 们 现在 给 出 下 面 
的 存在 唯一 性 定理 ， 不 对 4 作 任何 限制 。 
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5.4-2 ”定理 (Velterra 积分 方程 ) ROARK væla, bE 
连续 ， 核 上 在 本 -平面 上 的 三 角 区 域 R，a 志 rt，a 志 1<&<b 中 是 连 
续 的 《〈 见 图 56) ， 则 (7) 式 对 每 个 4 在 [a,6] 上 有 唯一 解 . 

证 明 。 方程 (7) 可 以 表 为 x=Tx， 其 中 ，T:C[a,b]->Cia,b] 
定义 为 

(8) Tx(t) =0() +4 ADx(Ddr。 


a b t 


图 5 在 c 和 4 为 正 的 情况 下 ， 定 理 5.4-2 中 的 三 角 区 域 及 
因为 ,& 在 尺 上 是 连续 的 ， 尺 是 闭 而 且 是 有 界 的 ，R 在 R 上 是 有 
界 函 数 ， 比 如 说 

Ikd,)I<c, KETER. 
利用 (2) 式 ， 于 是 对 一 切 x,yEC[e,0] 得 


(9) ITx( -Ty |=| lul METOE 
<laled (x.y) far 


= |a |cd (x,y) (t—a) 
利用 归纳 法 ， 我 们 证 明 


a0). Ted True) <u” en N ae. 
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IT"*tx() —T”*'y(t) | 
= jul || REDT) True dr | 


t -一 m 
< inte], lair or ardt 


ayare -2 day, 


故 (10) 式 得 证 。 
在 (10) 式 的 右边 利用 ! 一 ac 一 0， 然 后 ， 左 边 在 {E€ 上 取 极 
大 值 。 由 (10) RE 
d(Trx,T"y) <amd(x,y), 
这 里 ， 
mon 6-07. 


am= |p 


对 任意 固定 的 hp， 当 m 充分 大 时 ， 有 xm<1l。 因 此 ， 相 应 的 了 "在 
[a,b] 上 是 压缩 的 ， 由 下 述 引 理 得 出 我 们 的 结论 ， 


b 


5. 4-3 引 理 〈 不 动 点 ) ET:X>X E ZAER ZA X= 
(X,d) 上 的 连续 映 象 ( 见 1.3-3)， 在 六 上 对 某 个 正 整 数 m， 了 了 * 是 
压缩 的 ， 那 末 ， 了 有 唯一 的 不 动 点 。 

证 明 。 根据 假定 ， B=7T" 在 关上 是 压缩 的 ， 即 是 说 ， qd (Bx, 
By) 之 ad (x,y), 对 一 切 x,yEX， 这 里 a<1。 因此 ,对 每 个 
HEN, i 

1) d(B"Tx,,B"x) Sad (B-T x,, B!) 

<- ad (Txa, 4) >0 (n>). 
#Banach# 85.12 S BB E-- Ri, 设 它 是 x， 目 Boxs yx。 
AX, MAT 是 连续 的 ， 这 点 又 昔 含 BrTxo=TB"xo->Tx， 因 
此 ， 由 1.4-2(b)， | 


.307 » 


d(B"Tx,,B"x)>d(Tx,%), 
于 是 ， 根 据 (11) 式 、d (Tx,x) =0， 这 证 明 x 是 了 的 不 动 点 。 因 
为 ,，T 的 每 个 不 动 点 也 是 8 的 不 动 点 ， 故 了 不 可 能 有 多 于 一 个 的 
不 动 点 。 


最 后 注意 ，Volterra 方程 可 以 视 为 特殊 的 Fredholm 方程 ， 
它 的 核 K 在 正方 形 [a,bjxLa, 妃 中 z>t 的 那 一 部 分 上 为 零 ， 且 可 
能 在 对 角 线 上 (rz 一 力 的 点 处 不 连续 ， 


习 题 


1. 取 %‰%=v， 用 迭代 法 解 方程 
du er zt)drmui) a<n. 
2 《〔 非 线性 积分 方程 》 如 果 vik 分 别 在 [a,6] 和 C =Lo,b]x[Le,5]x 
Are, EheGLMmE Pipschitz 条 件 ， 
LRC, T, u) kCt, T, h) | Siju, —-w] ’ 
证 明 ， 对 任意 使 | 过 1/1(8 一 o) 之 4， 非 线性 积分 方程 
u Wap,mx(D)dr=u(D 
有 唯一 解 x， , 
3. 重要 的 是 应 该 明白 ， 积 分 方程 也 产生 于 微分 方程 问题 ,，〈c) 例如 ， 
AWENA | 


BA je,a), (to) = 
为 积分 方程 ， 并 指出 这 是 什么 型 积分 方程 
eb) 证 明 ， 二 阶 常 微 分 方程 的 初 值 问 题 


2 
DX flx), x(t) = Xo, (h) =X, 


可 以 赛 成 Volterra 积分 方程 ， 
4. (Neumann HE) 定义 算 子 S， 


Sx(t)= (ike, xdr 


; A308. 


He a= Xn Xan- 江 明 ， GRAS 
Zu, EUS, ` 
取 xo=v， 证 明 ，(6) 式 产生 Neumann 级 数 
x= lim x,=u+uSv+ Sua Svg 
5. 解 下 面 的 积分 方程 
x(t)— u Vz(oDar=l 


(a) 用 Neumann 级 数 . (6) 用 直接 法 . 
6. 解 方程 


x(t)—u | cxtrydr=z4t) ， 


这 里 ，e 是 常数 ， 并 说 明 相应 的 Neuman 级 数 怎样 可 以 用 来 得 到 (1) 式 的 
Neumann 级 数 的 收敛 条 件 (3) 式 . 
1. GARZ WARR) 证 明 ， 习 网 4 中 的 Neumann 级 数 可 以 表 为 


SEID Ru, ton)dr n=2,3,, 
RE, Bkn 
ob fè 
Rolt, =h A BC then dh dtaa, 
于 是 ， Neuman 级 数 可 以 改写 为 


X=v(t)+ nat, oC)drt pa he mund 
+, 
RE, KABER: 
kar a= Dhow(t,r) (Rev=h) 


i=0 


旭 可 以 表 为 
POPMOF Zr WoWar, 


vs 有 趣 的 是 ， 习 题 4 中 的 Neumann 级 数 可 以 用 4 的 等 级 数 
x =v0(t) + pv A 
代入 (1) 式 ， 肥 项 积分 和 比较 系数 而 得 到 ， 证 明 
url), v(t) = (mt Juna (dr, n=, 2, 
BER lE a Re E 
lo I<es[e(d-a)P. 
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FE. (5) 式 获 含 收敛 性 ， 
9。 RAJAT AOA RE, a=), 8=Zx 且 
N . 
k(t#,7) = $ Jousinnfcosnr。 
a=] 
m. 在 (1) 式 中 ， 命 6=0, ber 
k(t, t)=a;sintsin?r + asin2tsin37, 


用 瑰 解 楼 表 出 解 《 见 习题 7). 


E 


be 
才 
w 


进一步 的 应 用 ， 逼近 论 


”本章 是 选读 材料 ， 其 中 的 材料 在 其 余 名 章 中 用 水 到 。 0° 

逼近 论 是 一 个 非常 广泛 的 领域 ， 它 有 和 名 种 各 样 的 座 册 。 末 这 
中 ， 我 们 给 出 其 范 空 间 和 Hilbert 空 们 中 通 近 论 的 基本 思想 及 半 
基本 方面 的 一 个 引 论 。 


重要 概念， 主要 内 容 方向 摘要 。 Ze 

在 6.1 节 中 我 们 定义 最 佳 逼 近 ， 里 住 通 近 的 存在 性 在 同 -- 节 
中 讨论 ， 而 唯一 性 在 6.2 节 中 讨论 ， MAR TEHERAN 
6,2-2), WRERHEIE—N. 对 Hilbert 空间 这 一 结 寺 论 也 成 立 
《 见 6.2-4 及 6.5 节 ) 。 对 一 般 赋 范 空间 ， ARER EENE 
性 必须 附加 条 件 ， 例 如 ， 在 CLo,6b] 中 的 Haar 条 件 ， ne. 3-2 
6.3-4。 逼 近 的 不 同类 型 取决 于 范 数 的 选择 。 标准 的 型 式 包括 

(i) Cra, 的 中 的 一 致 珊 近 〈 见 6.3 节 ) ， 

(ii) Hilbert 空间 中 的 逼近 〈 见 6.5 节 ) 。 
一 致 逼近 的 实用 模式 归结 为 著 名 的 Chebyshev 多 项 式 (6. m. 
Hilbert 空 间 中 逼近 包含 L?[o,6] 中 的 最 小 平方 还 近 作 为 其 特殊 情 
况 、 我 们 还 将 给 出 三 次 样 条 函数 的 一 个 简单 的 讨论 (6.6 节 )。 
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6.1 赋 范 空间 中 的 逼近 


通 近 论 关 心 的 是 一 定 类 型 的 函数 (例如 ， 在 某 区 间 上 的 连续 
函数 ) 用 另 一 类 型 〈 稍 为 简单 的 ) 函数 例如， 多项式) 来 逼近 ， 
这 类 问题 在 微 积 分 学 中 早已 出 现 ， 如 果 函 数 有 Taylor 级 数 ， 我 们 
可 以 用 此 级 数 的 部 分 和 作为 各 近 ， 为 了 得 到 关于 这 种 逼近 的 品质 
的 信息 ， 可 以 估计 相应 的 余 项 。 

更 一 般 地 说 ， 人 们 要 建立 关于 逼近 品质 方面 的 实际 有 用 的 判 
MEN. NTEREBERIHNEREY, AY OTERA H 
的 于 时 ,和 需 可 研究 的 疗 半 是 存在 性 ， 唯 一 性 ， 在 该 准则 下 和 的 “最 

设 针 =( 尘 省 : 上 是 一 赋 范 空间 ， 假 设 对 任意 给 定 的 SEI, H 
vEYX AH, IH, 了 是 “的 转 定 的 子 空间 ， 设 * 表 x 到 了 的 距离 ， 
根据 定义 

A) dadl F) ap laul 


(更 3。 it). 显然 ， RAF x 和 了 两 者 我 们 保持 了 不 蛮 ， 于 是 
简 记 为 6。 

如果 存在 WEY， 使 
(2) lz 一 中 = =ð, 
EE 叫做 yx HEY RRE. * 

AR, REE EB ER x E AEDA. Aue 可 
以 存在 也 可 以 不 存在 ; 这 样 就 产生 了 一 个 存在 性 的 问题 ， 唯 一 性 
问题 也 是 有 实际 意义 的 ， 因为 ， 对 给 定 的 x 和 了 ， 可 以 存在 一 个 
以 上 的 服侍 天 近 ， 这 点 我 们 即将 看 到 。 


* 今后 ， 我 们 总 认为 x 了 ,否则 是 平凡 的 
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在 许多 应 用 中 ， Y RARER. 于 是 有 下 面 的 结论 i 


6.1-1 FARER (REEN) 如 果 了 是 赋 范 空间 Xs 
Kl) 的 有 限 维 子 空间 ， 那 未 ， 对 每 个 xEX， 春 在 了 中 的 次 
FREE. 

WA. EX 是 给 定 的 ， 考 察 闭 球 
B={yer [lyl<2lxl}, 
MoE, FÆ, Ax 到 和 的 距离 ， 有 
36,8) =in latol ll, 


MR, v&Ž, lolz 

(3) lx—yl>lyI— lxl>1xl>6(x*, 及 
此 式 证 明 (2, B) =6(x,Y) 一 5， 而 此 植 不 可 能 Z ye — B hi 
到 ， 因 为 ， 在 (3) 式 中 是 之 号 。 因此， 如 果 关 于 的 最 . 佳 逼近 存 
在 ， 它 必 在 名 中， 这 就 是 我 们 使 用 训 的 原因 。 我 们 可 以 考察 紧 生 
集 各 以 取代 整个 子 空间 Y ,这 里 , 紧 性 从 2,5-8 得 出 ， 机 为 SEM 
的 和 有 界 的 ,站 是 有 限 维 的 ,由 3.23 节 (2?， 范 数 是 连续 的 ， 于 是 ， 
推论 2.5-7 UN. FER vE 使 Ix 一 VI 在 y= 好 计 天极 小 。 和 
据 定义 ， 多 是 了 中 的 关于 x HRE. i 


Bi. 


6.1-2 空间 Cfa,b] 空间 Cfo， 6] 的 一 个 有 限 绊 子 空间 是 
Y =span{xo,." ,Xn}, x (D= HE o 、 
这 是 次 数 不 超过 ? 的 一 切 多 项 趟 及 x 一 0 组 成 之 人 《x 一 0 通常 没有 
次 数 定 义 ) 。 定理 6.1-1 董 含 对 给 定 的 fa,bd 上 的 一 连续 通 狼 和 5. 
在 次 数 不 超 过 ?2 的 多 项 式 名 使 得 对 每 个 yEY ， | 
max|x() - 加 (及 | 去 I<max x(t) —y (t) l, 


SE, /=[0,b]. ECL bhAn ENR, T 
ETTE 


组 地 考察 
6.1-3 SER 在 定理 6.1-1 中 ,上 的 有 限 维 性 是 本 质 的 , 事 
实 土 ， 设 Y 表 [0, 去 | 上 任意 次 多 项 式 全 体 之 集 ，Y 是 C| 0,z | 之 


子 空间 、 那 末 ，dimy 二 co, #x)=1-N)", BR NET 
e>0, E-AN, 4& 
yn (i) 二 1 十 1 十 … 十 4", 
Alx- ysl <e, 对 一 切 n>N。 因此 ，6(x,y) = 二 0。 但是， LFE: 
是 多 项 式 ， 于 是 ，` 不 存在 y,EY 满足 S=5(x, 了 ) 一 1x 一 =0， 
本 节 习 题 包 括 在 下 节 末 的 习题 中 ， l 


6.2 唯一 性 ， 严格 凸 性 


本 节 中 ， 考 察 最 佳 还 近 的 唯一 性 问题 。 为 了 明 自 讲 的 要 点 是 
wu 首先 加 直面 现 个 信和 的 例 了 
MR, XeR, 了 是 8, 一 一 平面 (é&=0), Bk, TAE 
Rem (Ei EE), EY PR REER EN ye= (En. Ea 0), H 
EV WIERE ô= Eol, MEn E- 的 。 这 些 简单 的 事 
实在 初等 几何 中 是 已 关 I 的 了 了 。 

在 另外 一 些 空间 ， 最 佳 逼 近 的 唯一 性 可 以 不 成 立 ， 甚 至 在 相 
当 简单 的 空间 中 也 可 能 如 此 。 

例如, AX =X, 1) 是 有 序 实数 对 x 一 (&， &) 的 向 量 空间 ， 
其 中 范 数 定义 为 
ï TeS fehi = tl +é 
Rikk i= (1, 一 1)， 而 子 空间 了 如 图 57 所 示 ， 即 ，Y = we 
(nm 17 是 实数 }， 那 未 ， 对 一 切 YEY ， 显 然 ~ 

Ix-yh=l1-n +i-1-nl>2. 
从 x 到 了 的 距离 是 6(x, 了 ) 一 2， 且 一 切 y 二 (1) ,1 二 1 都 是 关于 
“ld. 


图 57” 按 (1) 式 定义 范 数 ， 在 了 中 的 x 最 佳 送 过 
st EYRMBEEN. RHN, KEERRHANZEA, N" 
Arm’, BUBAETIREER, KERINSIRE 
ER. RIMZA, EHERT, REBEZRENG, MAR 
们 指出 这 具有 典型 的 意义 。 另 外 我 们 还 将 指出 凸 福 在 处 理 我 们 的 
唯一 性 问题 中 是 很 有 用 的 。 我 们 首先 叙述 定义 ， 然 后 再 考察 和 应 
用 这 一 概念 。 

向 量 空间 下 的 于 集 村 叫做 牟 的 ， 如 果 , y EMAAR 
W ={v=ay + (1—a)z2[0&a <1} 

BMUTR, KWTIMMABL yz WRBWESER, WER 
他 的 点 叫做 于 的 内 点 ， 见 图 58 


6.2-1 3 (AW) MEZEA. pE 关于 给 定 
Kar, EEIRSTSHFHBREHZEMRFR à. 

EM. WANE, FOR WEN, MAMRER, BR 
有 一 个 点 ， 结 论 显然 成 立 。 现 设计 有 一 个 以 上 的 A, Miry,ze 
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a SER 
1x-yl=1x-zl=ö. 
我 们 证 明 ， 这 就 萄 含 了 
(2) w=ayr(i—a)zeM (0Sası). 
EL, Bd, UGY, klsu >d; XA 
o 4x wl = jasy) (1—a) (x—z) | 
<elx—yi+ (1—a)]x— zl 
adt (1a) 
— ws, 
故 1x 一 w1<06; 这 里 ， 应 用 了 c 关 0 及 (1-0)>0. TR, kwj 
=6, Ak, WEM. 因为 ， y,2EM 是 任意 的 ， REAMER. 


BE, UWRETSEYHERTIRERE, EUR, BEE 
义 ， 当 然 它 们 中 的 每 一 个 都 在 了 中 且 到 x 的 距离 都 是 6。 由 引 理 得 
h, YARR 

E eO uhr). 
BEAMER. ER, WERE SCH). P 每 个 
wg 械 弄 x 网 是 寇 为 jw 一 xl==3。 其 次 ， 对 每 个 wEJYV， 堵 应 唯一 的 
eur), KR fob= jw 一 41/6 二 1， 这 意味 着 ， 由 


se: 


O)RAHENSTREEHUVEV, NEAR RTL 
的 唯一 的 一 个 v， 

由 此 看 出 ， 为 了 得 到 最 佳 逗 近 的 唯一 性 ， 必 须 排除 使 单位 于 
面 可 以 包含 直线 段 的 那 种 范 数 . 这 就 提出 了 下 述 定义 。 


6.22 ”定义 (严格 凹 性 ) ”严格 凸 范 数 是 指 这 样 一 种 范 数 ， 
对 一 切 范 数 为 1 的 x,y， 有 
Ix+yl<2 @#y). 
具有 这 种 范 数 的 赋 范 空间 叫做 严格 凸 赋 范 空 间 。 


注意 ， 对 1x1=1y1==1， 由 三 角 不 等 式 
o talsi + lis. 
而 严格 凸 性 排除 了 等 号 ， 除 非 x 一 %。 我们 可 以 总 结 我 们 的 结果 为 
下 面 的 
6.2-3 唯一 性 定理 〈 最 佳 逼近 ) ”在 严格 凸 赋 范 空间 寺中 ， 
关于 xEX 在 给 定 的 子 空间 Y 中 至 多 有 一 个 最 佳 台 近 ， 


在 实际 问题 中 ， 这 个 定理 能 否 有 用 ， 依 赖 于 我 们 : 采 用 的 空 
间 ,我们 列举 两 个 非常 重要 的 情况 ， 


6.2-4 引 理 〈 严 格 凸 性 ) 

(a) Hilbert 空间 是 严格 凸 的 ! 

(b) ZE CCa, b] 非 严 格 凸 。 

证 明 。(a) 对 一 切 范 数 为 1 的 x 和 y#x, 有 lx 一 y=a， x 
里 ，a>0. 平行 行 四 边 形 等 式 (3,1 节 ) 给 出 

+ = 1x~—yl*+2(1x0* + iyl) 
=—a@ +2(1+1) <4, 

因此 ，  lx+yl <2. 


-3R s. 


(b) 考察 x, 和 xX: 
a=, 4, 


这 里 ， tela,b], BA, Ore bi Ex. Xx E ET =1 
及 


{x +x i= max 
te] 


这 里 ，y =-[a,b]。、 这 就 证 明 CCa , 扫 非 严格 凸 。 
引 理 的 第 一 个 结论 是 预期 的 结果 ， 因 为 ， 定 理 3,3-1 及 引 理 
3.3-2 一 起 蕴含 


6.2-5 EM (Hilbert 空间 ) 对 Hilbert 空间 如 中 的 每 一 
定 揭 x 及 每 一 给 定 的 互 的 闭 子 空间 ， 关于 的 在 中 的 六 
唯一 存在 (My=Px, RE, PRHBIY 上 的 射影 )。 


从 引 理 6.2-4 中 的 第 二 个 结论 看 出 ， 在 一 致 再 近 中 ， 为 了 保 
证 唯一 性 成 立 ， 附 加 某 种 条 件 是 必需 的 。 


习 题 


1。 设 6.1 节 中 ，(1) 和 (2) 式 里 的 了 7 是 有 限 维 的 . 在 什么 样 的 条 件 下 ， 
(2) 式 中 有 llx 一 yl 一 09 

2. 我 们 将 限于 考察 赋 范 空间 ， 但 是 要 指出 的 某 些 结 论 可 以 推广 到 一 
RERS Ep A. Hin WEA, WR, d) 是 度量 空间 ， 了 ERTA, 
BK, S-TrelEVHA— BEE. 

3, 如 果 Y 是 赋 范 空间 下 的 有 限 维 子 空间 ， 我 们 要 求 xEX H Y pE, 
近 ， 自 然 地 ， 在 了 中 选择 一 基 {e1,… eh, 并 用 线性 组 合 Zajej 去 超 近 x. 证 
A, AERAR 


f(a)= 11 x- 》 arel, a=(aı,-- ‚a,) 
i= 


. $18 > 


连续 地 依赖 于 诸 Ci. 
4。 (OAR) wA, JR pA 具有 凸 的 这 一 有 趣 的 性 质 。 函 数 户 
展 " 一 民 " 电 做 凸 的 ， 如 果 它 的 定义 域 多 (六 是 凸 集 ， 且 对 每 一 对 忆 ven, 
{Cut aAA U aA), l 
RE, (SÅ<KI ( 当 a=1 时 ， 如 图 别 所 示 . TOTER ENT 
到 ) 


. 图 59 单 变数 的 凸 函数 ， 虚 直线 披 表 示 Alu) +CI-A) flo), 这 
E, A<! 


5。 按 (1) 式 定义 的 范 数 非 严 格 凸 .不 用 6.2-3 而 直接 证 明 这 一 结论 . 

e 考察 (1) 式 .确定 闭 单位 球 上 中 到 点 %=:(2,8) 距 离 极 小 的 一 切 点 y. 
确定 极 小 什 6. 

i. 证明， 实数 有 序 对 向 量 空间 中 定义 范 数 

HE EN = max(lEıl, téa) 

是 非 严格 凸 的 .图 示 单 位 球 商 . 

8. 考察 一 切实 数 有 序 对 x 二 (E, f). 求 出 到 (0,0) 及 (2, 站 的 距离 都 
是 V3 的 一 切 点 ， 如 果 距 离 是 (a) Euclidean EM, HR 中 的 范 数 导出 


的 距离 

9. 考察 一 切实 数 有 序 对 向 量 空间 命 和 一 (一 19)， xi 一 《1; 0). 确定 
x 一 x 让 二 1 及 lx 一 x 刘 ==1 的 二 球面 之 交 ， 如 果 范 数 是 : (0) Euclidean MR 
和 她) 习题 ? 中 定义 的 范 数 ，(c) 直 (1) 式 给 出 的 范 数 . | 

1. 可 以 证 明 jb> 1 是 严格 凸 的 ， 但 上 不 是 严格 号 的 . 证明， T 
H. 

1. ERKSAHR, 如 果 x 在 子 空间 让 FREDETE, EN, x 
有 无 穷 多 个 最 佳 于 过 . 

12. E, RERET KOR, AT E 
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lax+(1-a)yli<ii, 
H-UREI<a<IZcE KL. 
证 明 ， 对 严格 西 性 ， 这 一 条 件 也 是 充分 的 。 
13. 证 明 ， 如 果 赋 范 空间 是 严格 凸 的 ， 则 
lxtyl=lxl+ iyi (x#0, 40) 
蕴含 %=cy， 对 某 个 正 实数 c. 
14. 证 明 ， 习 题 13 中 的 条 件 不 仅 必 要 ， 对 严格 本 性 而 言 也 是 充分 的 
即 是 ， 如 果 该 条 件 对 区 中 一 切 非 零 x 和 成立， 则 下 是 严格 凸 的 
15. 向 最 空间 X 中 的 凸 集 M 的 极 值 点 是 这 样 的 点 xEMM，x 非 线段 
WCM 之 内 点 . 证明， 如 果 元 是 严格 凸 巾 范 空间 ， 则 夺 中 单位 球面 上 的 每 
一 点 都 是 六 中 闭 单位 球 的 极 值 点 ， 


6.3 - EL 


取决 于 范 数 的 选择 ， 我 们 得 到 不 同类 型 的 逼近 ， 而 这 选择 又 
依 束 于 我 们 要 达到 的 自 的 。 现 介绍 两 个 通常 的 炎 型 女 下 。 
(A) #ÆCEe, b], 一 臻 逼近 采用 范 数 ， 
xl= marlx0) |， J=[a,b]l. 


(B) ie, b) 上 ， 平 方 平均 逼近 采用 范 数 s. 19) 
I1=,0°=([ 1x0 jat) j7 . o 
Ati RE ORA Chebyshev Mir). 4% 
实 空间 了 二 CLa,b] 和 sn- 维 子 空间 YCCCe,6]， 那 未 ， 出 现 的 函数 
是 [0,b] 上 实 值 连续 函数 ， 对 每 个 函数 xEX， 定 理 6.1-1 保 证 了 关 
于 % 大 的 最 佳 吾 近 的 存在 。 但 因 CLa,6] 非 严格 中 ( 见 6.2-4)， 叭 
一 性 问题 需要 特别 加 以 研究 为 此 目的 ， 下 述 概念 是 有 趣 而 且 重 


6.3-1 定义 MA) Cre,b] 中 的 元 x 的 极 值 点 是 AGE 
Ca,61, 81x) | 二 ls 
. 820 . 


因此 ,, ERREA hhb, RE x)= til, REx) = 
—Ix]. Ei CLa,d] LERNEXZRH, REDARE A IK 
大 值 的 点 tELa,b]. 
. ”在 此 ， 讨 论 的 中 心 概念 是 下 面 的 A, Haar(1918) 条 件 ， 此 
条 件 将 证 明 是 关于 CLa,6] 中 下 近 唯 一 性 的 必要 充分 条 件 


6.3-2 定义 (Haar 条 件 ) 实 空 间 CLa,4] 的 有 限 维 子 空间 Y 
叫做 满足 Haar 条 件 ， 如 果 每 个 YEY ,y 关 0 在 [a,b] 上 至 多 有 mp 一 上 
个 和 零点， 这里, n=dinY. 


例如 ，CLa,6] 的 #- 维 子 空间 了 由 多 项 式 y=0 通常 没 尖 次 数 
定义 .和 一 切 次 数 不 超 过 # 一 1 的 实 系数 多 项 式 全 体 给 出 ”因为 ， 
任何 这 样 的 多 项 式 y 关 0 最 多 有 * 一 1 个 零点 ， 了 满足 Haat 条 御 。 实 
际 上 ， 这 是 提出 定义 6.3-2 的 一 典型 情况 ， 现 在 我 们 就 转 到 这 一 
情况 上 来 ， 证 明 ，Haar 条 件 是 CLa,b 中 最 佳 通 近 唯一 的 必要 移 
分 条 件 。 

为 了 今后 工作 方 使 起见， 首先 ， 让 我 们 证 明 : 

Haar 条 件 等 价 于 条 件 ， 对 每 一 基 y YCF 和 EKA 
Jee bipi n I RAW At. tn, 
yı (tı) Yı (tz) e Yı (ta) 
Ya (t1) Yalta) e yz (tn) 


(1) #0, 


Yn(t) Ynlt) - Yn(ta) | | 
WB. GAYE HRE R y= Bann. TARY 满足 Haar 条 件 
当 且 仅 当 每 个 y==2aryn€EY 在 / 二 [a,b] 有 ww 个 或 a 个 以 上 的 零点 
在 , 址 ,ta ， 则 ly 必 便 等 于 零 。 这 就 意味 着 n 个 条 件 


(2) yh) = ot) =0, jel,-,n 
. k=l 
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Maa Smal, ECER 2 E X B SRE (2) 的 条 数 
Aa. 


,Haar RUBER TOMERAT E k, HT 
引 理 可 以 得 到 证 明 。 ， | 


6.3-3 引 理 RES) 设 实 空间 Cla, b] 的 子 空间 满足 
Haar 条 件 ， 如 果 对 给 定 的 xECLa,6] 和 VEY ,函数 x 一 y 少 于 
# 十 1 个 极 值 点 ， 邦 末 ，y 不 是 关于 u 这 里 ， 
n=dimY. 

， 证 明 。 按 假定 ， 函 数 v==x 一 y 有 m<<n 个 极 值 点 4 tem, 如果 
0<n， 我 们 在 / 二 [a,6b] 中 任意 选择 一 些 附加 点 ， 使 组 成 # 个 不 
同 的 点 组 1,… ,fs， 利 用 这 些 点 和 Y 中 的 基 {yY WAA 
Br ,为 末 知 数 的 非 齐 次 线性 方程 组 


(3) FBl) =u (t), jel,2,-,n. 
k=l 


B%, Yme Haar 条 件 ， 故 (1) 式 成 立 。 因 此 ，(3) 式 有 唯一 解 。 
应 用 这 一 解 ， 定 义 
yo=Piy, + + Bayn 

及 . 
Y=y+eye (e>0). 
我 们 证 明 ， 对 充分 小 的 se， 函数 5=x 一 # 满 足 
(9 BKI 
于 是 ，y 不 可 能 是 x 的 在 了 中 的 最 佳 苯 近 。 

为 了 得 到 (4) 式 ， 估 计 5， 分 J= SEL 为 两 个 入 N 和 大 ~ - 
WN， 这 里 ， 六 包含 "的 极 值 点 页，… tm 

ERESI lo) | 一 iol， 因 wmmx 一 yz20， 放 loj>0， 
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BE SR cm 


H (3 RARE, XEy (t) =v). Bi, HERE, 
对 每 个 fp BE-ASEN, EREN=N U- UNSER 


(5) a=inilv(t)|>0, inf jy (D |> lol. 因为 ，yo (i) = 
t€N tEN 


v(t) 关 0， 对 一 切 {EN， 由 (5) 式 我 们 有 yo。 (A/V 00. FHER h 
(5) 式 又 有 


HD -| 人 人 | Se 1 
y 


ve) vl] lv] 
PM, ER, NETERKE<u/M MEN EN, 我 


们 得 到 


EYO _ elyo(f) | — M, 
wA WO Sat 


AX, me gy ed 0 eth, 应 用 这 些 不 等 式 我 们 媳 
出 ， 对 一 切 tEN 和 0<e<p/M， 
(8) 12 (8) |= 1v8} — ey (| 


=loG1(1 一 er) 


€ 
<hi- 5) 
<ivl, 
现 我 们 转 到 余 集 KK 二 」 一 NN 上 ， 并 定义 
M,==suplyo (h) |, M=suplo@), 


Br, Nav, i 有 lol on, 
ivl =M: +n, XEO. 
MiEße<n/M,, MAM, <n, FRBH, HH EK 
EIKA) I ely (t) | 
<M, teM, 


» 823»: 


<Iiel. 

RNEH, 20| 不 超过 一 个 与 蕉 及 无 关 的 界 且 严 格 小于: 
ioz1 ;类 似 地 ,在 (6) 式 中 ， 那 里 EN ，s>>0 充 分 小 . Me<min 
{u/M,, n/M}, RLAR, FES 151 之 1v1。 此 即 是 (4) 式 ， 
评 明 结束 。 


应 用 这 一 引 理 ， 我 们 将 得 到 下 面 的 基本 结果 。 


64:3-4 ”Haar (最 佳 通 近 ) 唯 一 性 定理 ” 设 了 是 实 空间 CLa;] 
的 有 限 维 子 空间 ， 那 么 ， 对 每 个 x€ECLa,6bJ 在 Y F ORERE. 
唯一 的 充分 必要 条 件 是 Y 满足 Haar 条 件 。 | 

证 明 。(a) 充 分 性 。 设 了 满足 Haar 条 件 ， y, EY 和 ner 两 
考 帮 号 藻 固定 elle IRRE, IR U 

Ui 二 %— Yi Rd 


则 有 lol= to 一 5， 这 里 ， %* 到 了 的 距离 。 下 理 6. 21a 
® nur sine. 由 引 理 6.3-3， 函 数 


1 1 
(7) v=x—y=x— -y (Y +y) =7 Mto) 


至 少 有 8# 十 1 个 极 值 点 二 ,和 +， 在 这 些 点 处 有 Ivl,)|=lol= 
6。 由 此 和 (7 ) 式 得 
2v (1,)=u(t,) +v: (t) = +28 R 一 26， 
WA, Ivd)i<ivl=d (AM, H u 有 类 似 的 结果 ， 因此 ， 
仅 有 一 种 情况 才 是 可 能 的 ， 换 名 话说 ， 两 头 必 有 相同 的 符号 且 最 
大 值 为 绝对 值 ， 即 是 说 
1 =u (t) =+ R 一 0. 

这 里 ，j 二 1,…,n 十 1。 但 这 蕴含 yuyum Elo, bp A nt 
1 个 零点 ， a, 由 Haar Rif yr u=, PË yy, EEE 
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一 性 。 


(b) 必要 性 。 设 了 不 满足 Haar 条 件 ， 那 末 ， 我 们 证 明 对 
一 切 xEC[a,b] 最 佳 带 近 不 唯一 。 联 系 到 6.3-2 中 已 证 明 的 结果 
在 我 们 现在 的 假定 下 ， 存 在 了 的 一 基 和 [a, 的 中 的 2 个 数 加 使 
(1 ) 式 的 行列 式 为 零 . 因此 ， 齐 次 组 i 

payat) + yaye lt) + + Ya (ie) =0 
(k=1,…,n) 有 非 平 凡 解 mp。 应 用 此 解 和 任意 的 y= Dane. 
EY， 我 们 得 到 


(8) Boray (t) = Lafl Z Ys t) |=0 
j=l hl gel 和 


Bund) +Bs (ty) 十 … +Baya (ty) =0 
(j=1,… n) BRIER h ，… ,Pp，。 应 用 这 一 解 ， 定义 y= 
E fiyr IK y0 且 在 二 ,ln A IF. KARLS X 
设 zeClo, bJH Klzl=1R 

z(t) =sg0y;= 
定义 x€CLa,6] 为 

x(t) =z (t) (1— lây MI). 

MR, AH yot) 50, A x(t) =2(t) =s y Ihelet. R 

HER, HARSEVHARFSTBERN. 

应 用 Id) !<tzl=1R lyi <Pyulsı, Kuna. 
5 一 1,13， 我 们 得 到 
[x(D—eAyo (H IKIRE H ieAy (Dd| 

=le Hau) + heady (DY 
el Hy + leyal) i 
=1— (1— lel) Ay) 


—1, 如 果 y;<0, 
YHL, RD. 


328， . 


<1 
Ai, HE 
(9) ix 一 yl 之 1]， 对 一 切 yEY. 
则 每 个 eiy,, -I<e<I 都 是 x 的 最 佳 通 近 、 
”对 任意 y 一 忆 usyEYy， 我 们 证 明 ( 9) 式 成 立 ， 采用 同 接 法 证 
明 。 设 |x 一 区 <1， 对 某 个 WEY， 那 来， 条 件 
. X(ty) 一 sgnyy 一 土 1 
连同 
EL -34)1s1r-F1<1 
一 起 蔓 含 着 ， 对 一 切 ?天 0， 
sgn$ (f,) =sgnx(t,) =sgnyy. 
AA, ENHT I, ?天 0， 于 是 


oyt) = ysgnys= ly #0. 
j» - jel j=l 
但 这 与 (8 ) 式 中 取 9 一 了 时 所 得 结果 矛盾。 重 


注意 ， 结 果 Y 是 次 数 不 超 过 1% 的 一 切 多 项 式 和 多 项 式 y=0 
《通常 在 讨论 次 数 时 ， 它 是 没有 次 数 定义 的 )》 之 集 ， 那 末 ，dimY 
=n+1 且 了 满足 Haar 条 件 。( 为 什么 ? ) 这 就 得 到 ` 


6,35 定理 (多 项 式 ) 对 实 空间 C[a,b] 中 的 x 在 了 .中 的 
最 佳 逼近 是 唯一 的 , RE, Ya 是 由 y=) 及 一 切 次 数 不 超 过 给 定 
n 的 多 项 式 所 组 成 的 集 . 


在 此 定理 由， 比较 对 不 同 有 的 逼近 ， 并 观察 当 ->oo 时 会 产 
生 什 么 情况 是 值得 注意 移 。 w d= lr pal, 这 里 ， pa€Y 是 给 
Za KREEK. AH, YOS, kE HE 
(10) O O Zr 
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县 Weierstrass 逼近 定理 4.11-5 AS 
{11) ' limô, =0. 


AKRE, EM 6.3-5 刻 划 了 由 Haar 工作 开创 的 那些 问题 
原型 的 人 性质。 事实 上 ， 人 们 可 能 感到 惊异 ， 为 什么 在 一 般 情 况 下 
不 能 得 到 最 佳 注 近 的 唯一 性 ,但 如 提 采 用 多 项 式 却 能 有 唯一 性 .内 
此 ， 对 此 性 质 ， 人 们 可 能 会 问 ， 为 什么 多 项 式 具有 如 此 “优良 的 
特性 ”。 回 管 是 它们 满足 6.3-2 中 定义 的 Haar 条 件 。 


| 习 题 


1， 如 果 YCC[e,5b] 是 4 维 子 空间 且 满 足 Haar 条件， 证 明 , 了 中 之 元 在 
lb) 的 任意 4 个 点 组 成 的 子 集 上 的 粱 制 构成 一 向 量 空 间 ， 该 空间 仍然 是 ， 
维 的 然而， 通常 在 这 种 限制 下 维 数 减少 ) 。 

2. AnaL Malr. Y= = Span, , JE GHME Haar 条 件 ? 
如 果 了 视 为 (a)CL0;1] 的 子 空间 ， (58)CE 一 1,1] 的 子 空间 . 《要 了 解 产 生 什 
LAET ADP 定义 的 % 在 这 两 种 情况 下 的 退 近 ) 。 

3, W, Y=Spanfy,,-- ‚u ee 站 满足 Haar RESENA 由 n 
个 不 同 的 点 组 成 的 每 一 n Alt, ,tj 二 [4,6], r AAR uS), 
ut), ji, ac 

4, (Vandermonde 行列 式 ) 对 

der, gat)=t, Mer, yet 
霄 示 出 (1 式 中 的 行列 式 。 此 行列 式 叫做 Vandermonde 行列 式 (3t Cauchy 
行列 式 ) 。 可 以 证 明 ， 它 等 于 一 切 因子 (4 一! 之 积 ， 这 里 ，j Mk 满足 < 
j<h<n. 证 明 ， 这 一 结论 葡 含 存在 唯一 的 次 数 不 超 过 %n 一 1 的 多 项 式 ， 在 # 
个 不 同 点 处 有 事先 指定 的 值 . 

5. (De la Vatle'e 一 Poussin 定理 ) 设 YCCLo, 5 满足 Haar 条 件 且 
考察 任意 ECLA, b]. MR WEY 是 使 得 在 [a,b] nt 个 相继 点 处 x 一 & 交 
REREAMAH, IE, n=dimY, wA, Y 中 的 最 佳 亲近 到 = Se 
离 64. 无论 如 何 要 等 于 x 一 ! 在 这 "十 1 个 点 处 之 值 的 绝对 值 的 最 小 者 。 

6. 求 由 *( 从 =e! 定义 的 C9,1] 中 之 元 * 在 YSpan{ 志 ,ys} 由 的 
REER, RE nel, (d= RLRE RAHE Taylor 多 项 式 I+ 
à 比较 一 Fe 


a 8 . 


Er a TE a u mn nn © 


T. 3x(h)=sin(ai/a), MEI 6 中 同伴 的 问题 。 
8. 习题 6 和 7 是 关于 [4,6] 上 二 阶 导数 不 变 号 的 函数 x 的 还 近 .证 
明 ， 在 此 情况 下 ， REIRAS y hyl =a tat 给 出 ， 这 里 ， 
a= X(a) 十 x(c) _ ao 士 2， 
2 2 2 
: PIE. mala). a) 
b-a 


ER DIR. WÄERARMAHTEL. | 
3. (KEBEEHR) Mn rc On 个 线性 方程 组 
Piwit ?iawt + Pw = bi G=, er) 
是 不 相 容 的 ， 它 没有 解 册 =(w;,… ,ws)， 但 是 ， 我 们 可 以 考 菩 使 得 
max] Br) Final 
kel 


BERN ER. 怎样 说 明 ， 这 一 问题 送 合 我 们 现在 的 SE IR 
在 此 情况 下 ，Haar 条 件 该 取 什么 样 的 形式 。 

BB. 为 了 更 好 领会 习题 9 的 精神 ， 读 者 可 以 考察 这 样 的 方程 组 ， 它 是 这 
样 的 简单 局 致 可 以 用 图 彩 表 示 Bj 一 Yin 并 求 出 逼近 解 比如 说 下 页 的 就 
RENTE 
5 w=], 

gw 


试图 示 IC) max] A- rel. ÆR FREMOLS. 2 节 习 题 4)， kikik 
习题 9 中 的 条 件 定义 的 逼近 解 &. 


6:4 Chebyshev 多 项 式 


- 葡 节 教 为 于 讨论 一 致 这 近 理 论 性 方面 的 结果 。 删 下 的 实际 问 
HR, AAmTHrnEnaN, RER-AURLARER 
ER -RHK RAHESE, RADA Br xeCLa,bl,. 
RR EN E REN, — AAN LIAETEH MS 


6,4-1 《交错 集 》 定义 命 XEC[a,b]， y€Y, 这 里 ， Y& 
“8 


， 实 空间 Cla,bJH—-TF=HR, La, DIHA Beh, <h<-t 
叫做 是 关于 x 一 y 的 交错 集 ， 如 果 RL) 一 y (ty) 依次 在 诸 点 到 处 
交替 地 取 十 Ix 一 J 和 一 Ix 一 yl。 


”最 然 ， 在 定义 中 的 这 上 十 1 个 点 是 6.3-1 中 定义 的 x 一 y 的 极 
值 点 ， 在 这 些 点 处 x 一 y 的 值 正 负 交替 。 | 

根据 下 面 的 引 理 ， 交 错 集 的 重要 性 在 于 ， 关 于 Y 一 ! 的 充分 

大 的 交错 集 的 存在 性 莹 含 y 是 x 的 最 佳 逼近 , 囊 实 上 ,这 一 条 件 对 

vA x 的 最 佳人 至 近世 是 必要 的 ， 但 因 我 们 不 需要 这 一 密实 ， 故 不 

予以 证 明 。《 该 证 明 较 之 我 们 下 面 的 证 明 更 困难 些 ， 见 E. W. 

Cheney (1966) 。p.75 等 等 ) 


6.4238 REDD EYERE Haar 条件,3-2 的 实 
空间 CLa,4] 的 子 空 间 ， 给 定 xEC[9,b], 命 y 是 使 sy 存在 
# 十 1 个 点 组 成 的 交错 集 ， 这 里 ，# 二 dimY, PR, y 是 在 了 中 的 
ATIRE. 

证 明 。 由 6.1-1 和 6.3-4， 存 在 YY 中 的 关于 的 唯一 的 最 佳 
逼近 。 如 果 这 一 最 佳 逼近 不 是 y， 设 它 是 另外 的 某 一 个 .yokY , 那 

i Ix-yl>1x—yols» 
这 个 不 等 式 蕴含 ， 在 # 十 1 个 极 值 点 处 函数 
Yo y= (x—y) — (X—yo) 
有 与 x 一 y 相同 的 符号 ， 这 是 因为 ， 在 这 种 点 处 ，x 一 上 等 于 
士 上 x 一 让， 而 在 右边 的 另 一 项 * 一 yo 按 绝对 值 不 超过 x-y A 
1x 一 8 严格 小 于 lx 一直 ,这 说 明 加 一 y 在 # 十 1 个 点 处 正 负 交替 ,于 
是 ， 它 在 [0,6] 中 至 少 有 n 个 零点 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 除非 % 一 
y=0, Ki yo 一 yEY 而 了 满足 Haar k. Hi, y BER FA 
的 在 Y 中 的 最 佳 逼近 。 
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一 个 很 重要 的 经 典 问 题 和 这 一 引 理 的 应 用 是 由 下 式 

G) x=" neN 是 固定 的 
定义 的 xECL[ 一 1，1] 在 了 二 Span{yo,… „Yale, x 

(2) y(t) =t j=0,1,.…, n—i. 
显然 ， 这 意味 着 要 求 一 个 [一 1,1] 上 的 次 数 小 于 的 实 多 项 式 y 
去 逼近 x。 这 种 多 项 式 的 形式 为 

yo) an.” taga "+ tage 
因此 ; Kzux-yH 

Zar Gt tarat? 4Ha), 
并 且 要 求 y 使 1z1 尽 可 能 小 。 注意 ，1z1=1x 一 证 是 x 到 y 的 距 
离 。 从 最 后 一 式 知 ，z 是 一 n 次 多 项 式 且 首 项 系数 为 1 。 因 此 ， 
我 们 开 初 的 问题 等 价 于 下 面 的 一 个 问题 ， 

EI 次 多 项 式 中 求 一 个 多 项 式 z， 它 的 4 次 项 系数 为 1， 
且 在 区 间 [ 一 1，i] 上 与 0 的 篇 差 上 共有 最 小 的 极 大 值 。 


如 果 设 

(3) t=cos0 
且 命 g 从 0 变 到 二 ， 那 末 ，# 在 [一 1,1] 上 变动 ， 在 [0，r] 上 , R 
数 cosm9 Ant 个 极 值 点 ， 其 极 值 为 士 1 (图 60) ,由 引 理 6.4-2， 
可 以 期 望 用 cosng 来 回答 我 们 的 问题 ， 倘 车 我 们 可 以 表 cosb 为 


SR MA MA 


R=1 
asz A=3 


O. eo 在 区 同 [0,z] 上 ，eosng py nti MIREA 
t=cQsb 的 多 项 式 的 话 。 事实 上 ,这 是 可 能 的 ， 按 归纳 法 ， 我 们 证 
明 存 在 形 如 
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(4)  cosd=2"!cos"d+) Puscos## (n=1,2,--) 


j=0 
的 表达 式 ， 这 里 by 是 常数 。 
Ei. 5 n=1 H, ERIE CH Pi 二 0)。 Rn HAR, 
我 们 证 明 对 4# 十 1 时 也 真 。 由 cosine 的 加 法 公式 得 
cos(n+1)9=cosndcosd— sinndsind, 
cos (a—1)0=cosndcosd + sinndsind, 
两 端 相 加 ， 得 
(5): .eos(n+1)9+cos(n—1)0=2cosndcosd, 
根据 归纳 假设 ， 因 为 


cos(n+1)0=2cosndcosd— cos (n—1)6 


nl 
一 2cosb( 2 cos” 0 +), Au c0s#0) 
3-9 


n2 


—2*-icos"-10 — $. Pai, C080, 


j=0 


我 们 看 出 ， 此 式 可 以 表 为 要 求 的 形式 ， 


cos(n+1)0 = 2° cos”*!0 + P aric À . l 
3-0 ze 


Ei. 


我 们 的 问题 实际 上 已 获得 解决 ， 但 在 总 结 我 们 的 结果 之 前 ， 
我 们 给 出 一 个 标准 的 符号 和 术语 。 
形 如 
(6) Ta d=cosne, d=arccost (一 0.1…) 的 函数 叫做 
Chebyshev 第 一 型 的 2 次 多 项 式 〇 | 


DT 由 Techebichef 提出 ，Tchebichef 是 Nebwmzen HIRE. Chebyshev 第 二 型 多 
项 式 定 浆 为 吕 N =sinnd(n=1,2,--), 
*“ 33 ， 


EUR, SBRAKTEL, ME. WER—AN, 
即 得 到 了 关于 我 们 的 结果 的 下 面 的 一 个 公式 ， 它 表达 了 著名 的 
Chebyshey 多 项 式 的 极 小 性 质 ， 


6.4-3 定理 (Chebyshev 多 项 式 ) 按 
(7) Tı® = rt. (= Frcos(n arccost) (n>1) 


定义 的 多 项 式 ， 在 [一 1,1] 上 次 数 为 首 项 系数 为 1 的 一 切实 多 
项 式 中 ， 在 区 闻 [一 1,13 上 与 0 的 偏差 具有 最 小 的 极 大 值 。 


回忆 本 节 禄 叙述 的 遗 近 问题 ， 我 们 也 可 以 表述 这 一 结果 如 

下 : 

出 x(t) = 定义 的 函数 XECE —1,1], 在 14 =sBan{y,,", 
un RR BE BR IE 


(ON Ted >), 


( 即 ， 副 近 是 次 数 小 于 的 实 多 项 式 》 这 里 ，y; 是 按 (2) 式 给 出 
的 。 

注意 ，( 8 ) 式 中 最 高 矫 "已 不 存在 了 ， 于 是 ， 作 为 + 的 函数 
y 的 次 数 不 超 过 mn 一 1!， 故 合 于 要 求 。 

定理 8.4-3 在 更 一 般 的 问题 中 也 是 成 立 的 ， 如 果 给 的 n 次 实 
SARX UATE fat, 在 [一 1，11 上 ， 我们 得 到 关 的 最 佳 通 
EI, IE, TREERRSHN-IHSHR. 于 是 ， 我 们 可 以 表 


Z= fax. 
易 知 ，x 的 首 项 为 fm。 Ama NEIERE 
| 4-6-N=T,. 
其 解 是 
(9) IORA- TO m>). 
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这 是 (8 ) 式 的 推广 ， 
chebyshev 多 项 式 的 前 几 项 的 明显 表达 式 可 以 很 客 田 地 得 
到 。 我 们 看 到 ，T,(f) =cos0=1, #Z, T,d) = cosd=t, AR 
(6) 表明 (5) 式 可 以 表 为 
Ta) +T a-a (t) 一 217。 6). 
这 一 递 推 公式 
(10) Tasi (D =217T, (人 一 Ti 人 (人 (n=1,2,**) 
相继 地 导出 《如 图 61) 
TO=1 T(t) =t 
(11*) T, =2#—1 TD =41— 3t 
T(t =8 8+1 T, =166— 20t 45t 
等 等 ， 一 般 的 公式 是 


图 61 Chebyshev SMR T,,T.,T,,Tı 


ınz2} ` 
D Tan 
j=% H 
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aa, [4]=2. saaa Aj. anna. 


= 题 


1. 验证 (11*) 式 ， 利 用 (0) 公 式 (11); (5) 公 式 (10)。 并 得 出 T。。 

2. 试 求 由 x( 人 = 十 #2，1E[ 一 1,1] 定 义 的 x 的 最 佳 二 次 争 ARNE 
yy。 图 示 该 结果 。 极 大 偏差 是 什么 ? 

3. 在 若干 应 用 中 ，Chebyshev 多 项 式 的 零点 是 有 趣 的 。 证 明 ， 了 .的 
全 部 零点 是 实 的 单 重 的 旧 在 区 间 [ 一 1,1] 之 中 。 

4. T, 的 任 二 相 邻 零点 之 间 恰 有 了.-: 之 一 零点 。 证明 这 一 性 质 〈 这 一 
性 质 叫 零点 的 交织 ， 关 于 其 他 -一 些 函数 ， 如 Bessel 西数 也 出 现 这 一 性 质 ) 。 

5 w, T,MT A 没有 公共 零点 。 

6. WEH, BAA pt, Ki nl 的 每 一 个 实 多 项 式 xEC[Loe, 妇 满足 

ET 


gi . 
1. 证 明 ， 了 4 是 微分 方程 
Q-A! 一 人 二 2 一 
的 解 。 
L 超 几 何 微 分 方程 是 


> 
ri) Hlo-(a+b+1)7] 4% -abw=0, 


这 里 ，0,b,c 是 常数 。 应 用 Frobenius 方 法 LRRD) 证 明 其 解 由 
下 式 给 出 
w(r)=F(a,b,or) 


BIER SU Ce2VE atm- Dote btm-]) m, 


ae mie(c+1)-- (c+m—1) 


这 里 ，c 闫 9, 一 1, 一 3,…。 有 端的 级 数 虽 做 超 几 何 级 数 。 在 什么 样 的 条 件 ， 
级 数 化 为 有 穷 和 ? F(a, b,c Tt) 做 超 几何 函数 ， 它 已 被 人 们 详细 地 研究 
3. 许多 肖 数 都 可 以 用 这 种 逊 数 来 表示 ， 包 括 Chebyshev 多 项 式 在 内 。 素 
实 上 ， 可 以 证 明 


ern eh), 
()=F nn, y 373 
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9. (EX) 证 明 ， 在 L-i, 11 (参看 ?2.2-7 和 3.1-5) 中 ， 

OUT (1 定义 的 诺 函数 是 正 交 的 ， 即 是 
| G- UT T Dat (nem). 

证 明 ， 如 果 m==n 二 由， 该 积分 之 值 为 m 如 果 和 一 ?一 1.2,…， BUMEN 
x/2。 . 

10。 我 们 指出 ，(3) 式 暗示 了 用 Chebyshev 多 项 式 和 用 Fourier 级 数 展 
开 之 间 的 一 个 关系 。 作 为 一 个 例子 ， 用 Fourier Cosine 级 数 摘 绘 由 (09) = 
10, =ar, ZXR Z, 并 用 Chebyshev 多 项 式 表示 结果 。 图 示 这 个 
函数 及 前 几 个 部 分 和 。 


6.5 Hilbert FAHNEN 


在 Hilbert 空间 H h, BERN x M—F EA YCH, 
FEIERT xA — REME (6.2-5). 

事实 上 ， 定 理 3.3~4 给 出 了 

(e) H=Y®Z (Z=Y+) 
于 是 ， 对 每 个 xeH, 

(1b) x=y +z, 
RE, zex-yly HIE 《x 一 y, y=0. 1 

如 果 闻 是 有 限 维 的 ， 比 如 说 dimY 一 n， 我 们 可 以 用 了 的 一 
Æ {外 ,… ,yn} 如 下 地 确定 y,，y 有 唯一 的 表达 式 

(2) Y=0 二 二 nyn, 
且 x 一 y4Y 给 出 了 个 条 件 

yi, =P, xX— Layp=0, 

即 是 ， 

(3) LYI XD — GY YY Yn =À, . 
ZH, jel,-,n ZEN 个 未 知 数 an, 的 mn 个 ,线性 方程 
的 非 齐 次 组 ， 系 数 行列 式 是 
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LY YY Ya? LY, Yn? 

(4) Geya) = LY2, YYY" y Ue v> 
Yn, eu *<Yn»Yn? 
A y 存在 且 唯 一 ， 方 程 组 有 唯一 解 。 因 此 ，G (yi,… ,ys) BEER. 
行列 式 Gly u) MER Yu, Ya 的 Gram 行列 式 ， 它 由 J. 了. 
Gram (1883) 引出 的 。 当 其 不 引起 混淆 时 ， 为 了 简单 起 见 ， 将 
G (Y Yn) WIN GC. . 

由 Gram 法 则 得 出 a/==Gy/G， 这 里 ， 一 横 “ 一 ”表示 复 共 
H, G 由 (人 4) 式 给 出 ， G; BGAE, A, ee, Yai) 组 成 的 列 
REG 的 第 j 列 而 得 到 的 。 

注意 一 个 有 用 的 与 有关 的 判别 准则 : 


6.5-1 (线性 无 关 ) 定理 ”Hilbert 空 间 态 中 的 一 组 元 级,*…， 
yr 构成 H 中 的 一 线性 无 关 集 的 充分 必要 条 件 
G (Yis Ys) 0. 
证 明 ， 前 面 的 论述 已 证 明 ， 当 线性 无 闫 时 ，G 关 0;， 另 一方 
面 ， 如 果 {y,,… ,ya} 是 线性 相关 的 ， 向 量 中 的 某 一 个 ， 比 好 说 
ys 是 其 余 各 向 量 的 一 线性 组 合 ， 那 林 ，G 的 第 列 是 其 倪 各 列 的 
线性 组 合 ， 于 是 ，G ==0. 


有 趣 的 是 x 和 它 的 最 佳 退 近 y ZA ER zer gi 也 可 
以 用 Gram 行列 式 表示 出 来 。 


6,5-2 ER (ER „mRdm!Y<ohty, s HEY 
的 任意 一 基 ， 那 末 . 


Dr 
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Rn 


这 里 ， 按 定义 


| CX ,XOX Y LX, Yn? 
an | | 
LYn, XLYn Y1?" Yn, Yn? | 
EN. RNEWY,D»=0,H, z=ex-y. FË, HRS, 
(zp =z, 2) Hy, = x, Xm yY =X, K — LX, Dauyı, 
上 式 可 以 表 为 l 
(6) Al’ +x, XL%, Yan, Yn =0 
HES) Hi n AD E 
YI KI— BY YO— YY =0, 
这 里 ，j=1,… ,rn。 方 程 (6) 和 (3) 一 起 可 视 为 n+1 个 “未 知 数 ” 
1， 一 G4,… ,一 Gn nt 线性 方程 组 成 的 齐 次 组 。 因为 方程 组 
有 非 平凡 解 ， 故 它 的 系数 行列 式 必 是 零 ， 即 
Cx, xo— Lz cx, yA, ga> 
(7) Cy HO KY (Ha, Ya? =0, 
Yn > Syn, YD Ya Ya | 
我 们 可 以 表 此 行列 式 为 两 个 行列 式 之 和 ， 第 一 个 行列 式 是 C(x， 
久 ，"8， 第 二 个 行列 式 在 第 一 列 上 的 元 为 一 |z 脏 ，0，…，,0) 按 
列 展开 它 ， 易 知 ， 可 表 ( 7 ) 式 为 
Cn) 一 | 有 Ge) 一 0， 
由 6.5-1，G(y ，…,g) 天 0， 这 就 得 到 (5) 式 。 


如 果 ( 5 ) 式 中 的 基 是 规格 正 交 K, WE, Gly, Ya) =l 


(为 什么 ? ) ， 且 按 第 一 行 展开 Okay), BER 
Ci 从 一 [< 等 等 ， 由 (5 ) 式 得 
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(3) Tell’ - Slayt. 
kml 


这 同 3.4 节 中 (11) 式 一 致 ， 如 果 这 里 th 用 es 表示 的 话 。 
习 题 


1. 证 明 ， 改 变 凡 ,ga 之 顺序 ，G(y ,V4) 之 值 保持 不 变 。 
2. 证 明 
GÇ ‚ayi,.-)=|a]2G- ‚vi,-) 
ZH AHHARRNEn 是 相同 的 。 
3。 MR), ER Gluey, jeher, nl. 
WF G (Y, Y) = 二 0， 求 一 类 似 的 关系 。 
4. 用 Gram 行列 式 表 达 Schwarz 不 等 式 。 用 定理 6.5-1 得 出 其 等 号 
成 立 的 条 件 〈 参 看 3.2-1)。 
5. 证 明 ，G (yi1,…,y,) 之 0。 由 此 断定 ，Hilbert z 间 中 有 穷 子 集 是 
线性 无 关 的 当 且 仅 当 其 元 的 Gram 行列 式 是 正 数 。 
6. EM, 
G (Yis Ya, Yat ayi) =G (U, = Yn) G Ln), 
并 指出 如 何 用 这 一 关系 以 得 到 定理 6.5-~2。 
T. &M={y,“ ,J 中 是 Hilbert 空间 五 中 的 线性 无 关 集 .证 明 ， 对 任 
ETRU, un} GAE, k<m<n), 
Gun, ys) c C (UY) 
G (Ya, oe Yn) Gr , Ym) * 
为 什么 这 个 在 几何 上 是 可 能 的 ? 证 明 ， 
CE <C). 
8. 设 {ue ,yn} 是 Hilbert 空间 如 中 的 线性 无 关 集 ， 证 明 ， 对 m= 
1 …，Y# 一 1， 有 
Gy, Yn) SCU, Vm)G(Ym+1,… ,Ya) 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 每 
个 Mi= {y Um} 的 元 辐 每 个 于 := (Ymsı, id ,ysj} 中 的 元 正 交 (利用 习题 7)。 
9. (Hadamard 行列 式 定理 ) 证 明 ， 在 习题 8 中 ， 
Gy, Wa) LLU YD Ys Ya, 
县 等 号 成 立 当 且 仅 当 庄 yj 彼此 正 交 ， 利 用 这 一 结果 ， 证 明 ，# 一 一 行 实力 
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阵 4= (9) 的 行列 式 满足 


(det A} Ka, … an, ZE, a =Ñ lanl, 
kei 
10. 证明， 线性 无 关 集 {xi xs 在 Hilbert 空间 H 中 稠密 当 且 仅 当 
对 每 个 x€H ， 
G(X, Xi, e. Xn) 2) 
G (Xi, An) =0 (n= 


6.6 样 条 函数 


样 条 函数 逼近 就 是 逐 段 的 多 项 式 遏 近 ， 这 即 是 说 ， 用 这 样 的 
mA y KEKKEL, b=] 上 的 一 给 定 的 函数 x， 此 种 y 在 [a,b 
的 一 分 割 的 每 一 子 区 间 中 以 多 项 式 的 方式 给 出 ,( 每 个 子 区 间 一 个 
SAR) ,要 求 y 在 这 些 子 区 间 的 公共 端点 处 还 若干 次 可 繁 。 因 此 ， 
在 整个 区 间 La, b] 上 用 一 个 简单 多 项 式 来 作为 * 的 逼近 ， 现 在 改 
用 #4 个 多项式 来 通 近 %， 这 里 ，n 是 分 割 的 子 区 间 的 个 数 。 在 这 
一 方法 中 ， 我 们 失去 了 解析 性 ， 但 仍 可 以 得 逼近 函数 y。 在 将 多 
允 近 和 插值 问题 中 ,这 种 更 为 适用 ,比如 ,它们 可 能 不 象 在 [a,b] 
上 用 一 个 多 项 式 盈 近 时 通常 在 节点 之 间 产 生 的 那 种 振动 。 因 为 样 
条 函数 在 实用 上 愈 来 愈 重要 。 我 们 给 出 -- 个 简单 的 介绍 。 

最 简单 的 连续 逐 段 多 项 式 禹 近 是 逐 段 线性 的 函数 ， 但 这 种 函 
数 在 某 些 点 处 〈 子 区 疗 的 端点 ) 不 可 微 , 因 此 ,最 好 采用 在 [e, 的 
上 各 处 有 某 次 导数 的 函数 ， 

我 们 考察 7 一 [a, 5 上 三 次 样 条 函数 。 根 据 定义 ， 就 是 指 在 
[a,6] 上 两 次 连续 可 微 的 实 值 函 数 y， 这 表 为 

yEC’La,b], 
EE J ARSA Pa: 

(1) a= Ki LLa =b 

站 每 一 个 字 区 间 中 ， 这 一 函数 y 与 次 数 不 超过 3 的 多 项 一 致 。 我 
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PI h 为 已 .的 节点 县 用 
Y (Pa) 

表示 这 种 三 次 样 条 函数 组 成 的 相应 的 向 量 空间 。 

现在 让 我 们 来 阐述 在 [a,6] 上 ， 给 出 的 实 值 函数 % 可 以 怎样 
HERRER. KEARE) RH J =La, 的 的 一 分 割 。 
要 求 的 关于 x 的 殖 近 可 以 用 内 播 法 得 到 ， 这 是 确定 遥 近 函数 的 有 
效 的 重要 方法 之 一 。x 按 y 的 播 值 意味 着 构造 一 个 y， 使 得 在 节 
后 如， 和 的 每 一 点 处 ， 函数 与 有 相同 的 值 。 经 典 播 值 法 
意味 着 用 一 插值 公式 (比如 Lagrange, Newton 或 Everett) 获 
得 一 个 在 [oe,6] 上 的 简单 的 mn 次 多 项 式 ， 在 每 个 节点 处 它 的 值 与 
x% 的 值 相同 .这 种 多 项 式 通 近 %, 在 节点 附近 是 非常 良好 的 ,但 在 远 
离 节点 的 地 方 偏差 可 能 相当 大 。 在 用 三 次 样 条 函数 的 样 条 播 值 法 
中 ， 适 当地 定义 样 条 函数 y， 使 在 每 一 个 节点 处 它 的 值 同 * 的 值 
一 臻 ,我 们 证 明 这 种 y 存在 ， 如 果 我 们 指定 在 区 间 端 点 6 和 & 处 
的 导数 y 的 值 ， 所 给 的 y 还 是 唯一 的 ， 这 就 是 下 述 定理 的 内 容 。 


6.6-1 CRIE) 定理 x 定义 在 V=[c， 的 上 的 实 值 
KE, Pa 是 形 如 (1 ) 式 的 了 的 任 一 分 割 ，&$ 和 名 是 任 二 实数 ， 
那 末 ， 存 在 唯一 的 三 次 样 条 函数 VEY (ba) HE n+ 个 条 件 
(2) (a) y(t) =x(t;) 

(b) y(t) =ki, y (f) =ki 
RE, j=0, 1, e, m 
EN. 在 每 一 个 子 区 间 [二 [tj， tja © (f=0, .1-1) 
圭 的 样 条 函数 y 必须 同一 个 三 次 多 项 式 pj 一 致 且 使 
ps (t) =x (ty), bis) =x (tjs) 
我 们 记 1/ (nt) =r; 和 
Pr! (hy) = ki, Dil) =R, j +l? 
和 向 如 是 给 二 的 党 雪上 1，…，Ax 是 在 以 后 待定 的 。 BUAH 
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的 计算 可 以 验证 ， 满 足 上 述 四 个 条 件 的 唯一 三 次 多 项 式 由 下 式 给 
H: 
pilt) =x (t) ri 人 (一 二 3 下 1 十 2ry it) 
+x (tisa) ri (t— t) El- 2r; (t— tjs) J 
tkivi (tti) (tt)? 
Hki ari Gat) (1—tj,1), 
微分 两 次 ， 得 
(3) Bil) =—6rix (ti) 十 6rix (br) — Ariki rki, 
(4) lim) =6rix(t)— erix (tis) +2rski +Arzkfrıe 
因为 ，yEC*Lo，6]， 二 相应 的 多 项 式 的 二 阶 导数 在 诸 节 点 处 一 
Pisl)ehil) j=1," a T . 
方程 为 
r-iki- Hle Fr) hki trikia =3 ri A Hri Ar], 
ZE, Axy= (i) 一 * (Ha) MA = t) rl), j=l, 
1 一 1。 由 fn 一 1 个 线性 方程 构成 的 这 一 方程 组 有 唯一 解 Rf,…， 
AR _,。 事 实 上 ， 因 为 系数 矩阵 的 一 切 元 都 是 非 负 的 且 在 主 对 角 线 
上 的 每 一 元 比 同一 行 中 另外 的 元 之 和 大 ， 即 由 定理 5.2-1 得 出 这 
一 结论 。 因 此， 我 们 能 唯一 确定 出 在 诸 节 点 处 y 的 一 阶 导 数 的 
kl, ki, We 


我 们 导出 一 个 有 趣 的 极 小 性 性 质 来 结束 样 条 通 数 的 这 一 时 
论 。 在 定理 6.6-1 中 ， 设 xEC?[a，6] 且 (26) 式 取 形 式 

(5)  y’(e)=x’(a) y’ (b) =x" (b), 
BR, V-y 在 a mbH, RBR, RTE 


Py Wes O -yr (D Mi= ED) yD Idte. 
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Ru, y” 在 分 割 的 每 一 子 区 间 上 是 常数 ， 按 (2c)， 右 边 的 积分 
是 0， 这 就 证 明了 


f Lx* (1) — y" (1) ydt=| x" dt- f'y" Hdt. 


左边 被 积 函数 是 非 负 的 ， 因 而 ， 积 分 也 是 非 负 的 。 因 此 ， 如 果 
xXEC[a，b] 和 4 是 相应 于 x，[a， 的 的 分 割 Pa 及 满足 (2 ,(5) 
式 的 三 次 样 条 函数 ， 我 们 有 


(6) f xz (t) dt>| v" (dt. 


等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 * 是 三 次 样 条 函数 y。 这 就 是 笠 条 函数 
的 极 小 性 性 质 . 且说 明了 得 名 的 原由 , 长 期 以 来 ,工程 技术 人 员 用 
称 为 样 条 的 细 杆 来 适合 通过 给 定点 的 曲线 ， 由 这 样 的 样 条 而 极 小 
化 的 应 能 ， 几 乎 与 样 条 的 二 阶 导数 平方 之 积分 成 比例 。 

关于 高 阶 样 条 ， 多 变数 样 条 ， 收 伍 问 题 ， 应 用 及 其 他 论题 参 
ZA, Sard#1S, Weintrand (1971), PP.101~119. 


习 Ri 


1。 证 明 ， 相 应 于 区 间 [6,5] 的 给 定 分 割 PP 的 一 切 三 次 样 条 函数 构成 
一 向量 空间 。 该 空间 的 维 数 是 什么 ? i 
2. 证 明 ， 对 给 定 的 形 如 (1 ) 式 的 分 割 Pn EFE nti NARR 
Vo, Vs 使 
Yr) =ð; 
yila) =y; (b)=0. 
怎样 利用 这 些 结 果 得 出 了 (P,) 的 一 基 ? ~ 
3. 用 相应 于 分 割 二 {一 1,4,1} 刁 满足 (20) 和 (5 ) 式 的 三 次 样 条 函 
数 去 逼近 [一 1,1] 上 由 O= EX. HER y 可 能 是 什么 样子 的 ， 
然后 再 计算 它 。 
4。 设 * 在 [一 1,1] 上 由 x()=tt HE. 求 次 数 不 超 过 3 的 一 切 多 贰 


re 


式 空间 中 的 x 的 Chebyshev BED. 满足 (20) 和 (了 了 ) 式 加 ? WE 
.342 » 


I 


8 和 习题 3 的 解答 给 出 的 样 条 这 下 。 

5. 证 明 , 习 题 4 中 的 Chebyshev mE x RE. I 3 中 的 入 
条 逼近 到 x 的 偏差 较 大 。 并 予以 评述 ， 

5. 如 果 [a, 妇 上 的 三 次 样 条 函数 也 是 三 次 连续 可 微 的 ， 证 明 ! RE 
SIR. 

1. 有 时 可 能 发 生 这 种 情况 ， 在 [ao, 妇 的 相 邻 子 区 间 中 ， 样 条 函数 用 局 
样 的 多 项 式 表示 。 为 了 说 明 这 一 情况 ， 求 一 个 相应 于 x 的 关于 分 割 {一 2/2， 
0, Hirn WEG R, IE x(Mesint, 

8. (8 ) 式 的 几何 解释 是 ， 三 次 样 条 函数 使 曲率 平方 的 积分 极 小 。 并 
予以 说 明 。 

9, x velzla,b), 


cepa xr CDA, p(X) = Xx, Di, 


这 里 ， 下 标 2 表示 我 们 所 用 的 是 二 阶 导数 。 证明， 是 半 范 数 ( 见 2. 3 
题 12) ， 但 不 是 范 数 。 用 <x,y>; 和 书 表 示 正 文中 给 出 能 (6 ) 式 。 

10. 证 明 , 对 任 一 xEC[o,6] 和 它 的 满足 (2o) 和 ( 5 REREN, 
我 们 可 以 用 p (见习 题 9) 来 估计 偏差 

o lehke), 
且 同 分 割 的 特殊 选择 无 关 。 
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赋 范 空间 中 线性 算 子 的 谱 理 论 


谱 论 是 现代 泛 函 分 析 及 其 应 用 的 一 个 主要 分 支 。 粗 略 地 说 ， 
它 涉 及 的 是 某 些 逆 算 子 ， 这 些 ET REAREN 
子 的 关系 。 在 处 理解 方程 的 问题 之 中 ， 这 种 算 子 出 现 得 十 分 自然 
(如 在 线性 代数 方程 组， 微分 方程 ,积分 方程 中 ) 。 例如， 
Sturm, Liouville 的 边 值 问题 和 著名 的 Fredholm 积分 方程 理 
论 的 研究 对 发 展 这 一 领域 起 了 重要 的 作用 ， 

为 了 了 解 算 子 本 身 ， 如 我 们 将 看 到 的 ， ATERN 
要 的 。 

在 第 7 章 到 9 章 中 ， 我 们 给 出 赋 范 空间 和 内 积 空间 上 有 界线 
ERETT: X-X 谱 论 的 一 个 导论 。 包 含 研究 非常 有 趣 的 一 类 算 
子 ， 特 别 是 紧 算 子 《〈 第 8 章 ) ， 自 伴 算 子 (第 9 章 ) . HATH 
谱 论 ， 在 稍 后 一 点 的 10.5 节 给 出 〈 阅 读 该 节 不 用 参考 10 章 中 其 
他 各 他) . 

在 Hilbert 空间 中 的 无 界线 性 算 子 将 放 在 第 10 章 中 ， 它 们 
在 量子 力学 中 的 应 用 放 在 第 11 章 中 (这 两 章 是 选读 材料 ) 。 


第 七 章 的 主要 内 容 之 方向 摘要 
我 们 从 有 限 维 向 量 空间 开始 ， 此 时 的 谱 论 实 质 上 是 矩阵 的 特 
征 值 理论 《〈 见 7.1 节 ) ， 它 比 之 于 无 限 维 空间 中 的 算 子 来 是 非常 
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简单 的 。 但 是 ， 它 却 是 很 重要 的 ， 在 此 领域 中 的 研究 论文 的 数量 
甚 为 虑 大 ， 而 其 中 大 量 的 属于 数值 分 析 。 矩 阵 的 特征 值 问题 也 旱 
示 了 一 般 框 架 的 某 些 部 分 和 在 无 限 维 赋 范 空间 (如 7.2 节 所 定 
WO 中 谱 论 的 落 干 概念 ， 虽 然 无 限 维 的 情况 比 有 限 维 情况 远 为 复 
DH. 

在 赋 范 空间 和 Banach 空间 上 有 界线 性 算 子 谱 的 重要 性 质 ， 
放 在 7,3 节 和 7,4 节 中 讨论 。 

在 谱 论 中 ， 复 分 析 是 一 有 用 的 工具 ， 但 我 们 局 限 在 一 个 初等 
的 程度 ， 在 此 方面 ， 我 们 给 出 某 些 基本 事实 的 一 个 介绍 。 如 果 读 
者 没有 这 方面 的 准备 ， 相 应 章节 《7.5 节 ) 可 以 略 去 。 

在 7.6 节 和 7.7 节 中 证 明 的 某 些 结果 可 以 推广 到 Banach 代 
数 上 去 。 

一 般 假定 

我 们 不 考察 平凡 向 量 空间 {0}， 除 非特 别 申明 之 外 ， 总 是 假 
定 一 切 空间 都 是 复 的 ， 这 是 为 了 获得 一 个 满意 的 理论 。 


7.1 有 限 维 赋 范 空间 中 的 谱 理 论 


EX RHRBRABRKEENM, T:X>X 是 线性 算 子 。 这 种 算 子 
的 谱 论 比 定义 在 无 限 维 空间 上 的 算 子 简单 。 事 实 上 ， 由 2.9 节 已 
a, TURER (RRT X DUERA 表示 了 了。 我 们 将 看 到 
T 的 谱 论 实 质 上 是 和 抢 阵 的 特征 值 理论 。 于 是 ， 我 们 从 和 矩阵 开始 。 

注意 ， 本 节 是 属于 代数 的 内 容 ， 但 从 下 一 节 起 ， 我 们 将 应 用 
范 数 的 概念 ， 
对 给 定 的 〈 实 或 复 ) fn 一行 方 阵 Asa), B 征 值 和 特征 向 
量 的 概念 由 方程 

(1) AX=1% 
定义 如 下 
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T1-1EX (HEE HENE, BEZA, W, Eee 
解 集 ) 方 阵 的 特征 值 是 使 (1 ) 式 有 和解 x0 的 数 4. 这 时 ，x 时 
做 女 的 相应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 。 相 应 于 特征 信 4 的 诸 特 征 
和 商量 及 零 向 量 构 成 关 的 一 向 量子 空间 ， 叫 做 冯 的 相 应 于 特征 信 
4 的 特征 空间 ，4. 的 一 切 特 征 值 之 集 (AU AN. KM 
o(4)=C—o (A) 〈C 一 复 平面 )》 叫做 AKREP. 


例如 直接 计算 可 证 
“=[ “=[_ Aa]. , ram TH 


征 值 和 一 6， 刀 一 1 的 特征 向 量 。 如 何 得 到 这 一 结果 的 呢 。 叉 在 
一 般 情况 下 ， 和 矩阵 特征 值 存 在 性 条 件 是 什么 呢 ? 

为 了 回答 这 些 问 题 ， 首 先 注 意 ，(1 ) 式 可 以 表 为 

(2) (4-AND=0 
RE, Tan -FAnER. ZEITEN 未知数 
NT RETENTAÄTEH, ARIN A Eder A-A. 
getA-AM) 必 须 是 零 时 ，( 2 ) 式 才 有 解 xs0， 这 就 给 出 4 的 
特征 方程 ， 


0 一 4 aiz ass Gin 
0 a 一 œ a 

(3) de(d-ih= |% ® m a. 
On; üns .. ans 一 1 


det(4 一 人 证) 叫做 和 4 的 特征 行列 式 、 展开 此 行列 式 得 4 的 一 2 次 
多 项 式 ， 叫 做 4 的 特征 多 项 式 。 方程 (3) 叫 做 4 的 特征 方程 。 
基本 的 结果 是 
1.12 定理 (矩阵 的 特征 值 ) "一 行 方 阵 A= (cu 的 特征 
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值 由 -4 的 特征 方程 (3) 的 解 得 出 , 因此 ，4 至 少 有 一 个 特征 值 (至 
多 和 个 不 同 的 特征 值 》， 

第 二 个 结论 成 立 , 国 为 ,根据 代数 学 中 的 所 请 基本 定理 和 因子 
分 解 定 理 , 正 ?次 多 项 式 , 且 其 系数 在 C 中 ， 则 在 C 中 必 有 根 (至 
多 有 # 个 不 同 的 根 ) ， 其 根 可 以 是 复 的 ， 也 可 以 是 实 的 ， 基 至 4 
是 实 的 也 如 此 。 

在 上 述 例子 中 ， 

5 一 4 


4 。 
det(A—A)=| |=2—74+6=0, 
1 


2 一 4 
谱 是 16，1}， 相 应 于 6 和 1 的 -4 的 特征 向 量 分 别 从 

— é, +48,=0 和 4 十 4 一 0 

é — 4 =0 E, t= 0 
得 到 。 注 意 ， 在 每 一 种 情况 下 ， 我 们 只 需要 两 个 方程 中 的 一 个 就 
可 以 了 为什么? ) 

怎样 应 用 我 们 的 结果 于 n 维 赋 范 空间 AX LOREH FT:X 

>X 呢 ? 设 {e1,… ,en}=e RA KEBE. EEE (其 中 元 
的 序 取 定 ) F, T 的 和 抢 阵 表示 设 为 Te= (an), WT. 的 特征 值 叫 
做 算 子 了 的 特征 值 ， 类 似 地 可 以 定义 谱 、 和 豫 解 集 等 ， 这 些 之 所 以 
合理 是 由 于 


7.1-3 定理 ( 算 子 特征 值 ) 在 有 限 维 赋 范 空间 关上 ,在 六 的 
各 种 基于 ,表示 线性 算 子 了 :和 ->A 的 一 切 和 矩阵 有 相同 的 特征 值 。 

EM. ROURA A 的 一 个 基 变 到 另 一 个 基 会 发 生 什 ZH 
Mar. Ke=le,,e.}, Ef, EBENEN ME, 
记 作 行 向 量 形式 。 按 基 的 定义 ， 每 个 ej ER gu 的 线性 组 合 ， 反 
之 也 一 样 。 将 此 表 为 

(4) gE=eC w 8T=CTer 
这 里 ，C 是 非 奇 异 的 8 一 行 方 阵 . 每 个 xEX， 关 于 两 个 基 中 的 每 


一 个 都 有 唯一 的 表达 式 ， 比 如 说 
x=ex= Lie,;=0x,= DEE. 
RE, x= (£), x= (E) ERARE. 由 此 MRA exman 
=eCx, KE 
(5) x =C xz. 
Rum, N Tx=y=ey =y 有 
(6) y=Cly. 
因此 ， 如 果 了 !，7, 分 别 是 关于 e 和 8 的 了 的 矩阵 表示 ， 则 
n=T 和 u=T% 
由 此 和 (5 ) 式 ，(6 ) 式 得 | 
CT, =Cy=y=T,x,=T,C%, 
MC 作用 得 一 变换 规律 
(7) T,=CT;C, 
C 是 由 基 按 ( 4) 式 确定 的 (不 依赖 于 TT)。 利用 (7) 式 和 det(C*!) x 
detC=1]， 可 以 证 明了 ;和 了 的 特征 列 行 式 是 相等 的 ， 
det (T,—AlI)=det(C"'T,C-—-AC-'IC) 
=det(C'(T,—AT)C) =dei (C"')det(T,—AI)detC 
=det(T,—Al). 
现 由 定理 7.1-2 得 出 7, MT 的 特征 值 要 同 ， 量 


顺便 说 一 下 ， 也 可 以 用 下 面 的 概念 来 表述 我 们 的 结果 。nxn 
HET, 叫做 与 4xn BET 相似 ， 如 果 存 在 非 奇 异 矩 阵 C 使 
(7) 式 成 立 。 这 时 7 M T: 叫做 相似 的 矩阵 。 按 此 概 念 ， 我 们 
的 证 明 琢 明 ， l 
(i) 在 有 限 维 赋 范 空间 在 上， 同一 线性 算 子 关于 任意 二 
基 的 二 表示 和 矩阵 是 相似 的 ， 
(ii) 相似 矩阵 有 相同 的 特征 值 。 
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因而 ， 定 理 7.1-2 和 定理 ?7.1-~3 蕴含 


7.1-4 存在 定理 特征 值 ) 在 有 限 维 复 赋 范 空 间 X {0} 
上 的 线性 算 子 至 少 有 -一 个 特征 值 。 


一 般 我 们 就 不 再 说 得 更 多 的 了 见习 题 13》。 

而 且 ，( 8) 式 当 4=0 时 得 出 det7,=detT,。 因 此 ， 行 列 式 
之 值 表 示 了 算 子 了 的 一 个 内 蕴 性 质 ， 因 此 我 们 可 以 论 及 Bidet” 
而 不 含混 ， 


习 题 


1， 求 下 面 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 最 ， 


i 6 
a En BER 


AH, ombAazWEbr. 

2. (Hermitiam Ef) 证 明 ，Hermitiam 矩阵 的 特征 值 是 实 的 〈 定 多 
在 3.10 节 中 ) ， 

， 3. 【〔 反 一 Hermitiam 和 矩阵》 证明 ， 反 一 Hermitiam # RE 4A=(a,,) 的 

特征 值 是 纯 虚 数 或 零 (定义 在 3.10 节 中 ) 、 
4. (HER) 证 明 ， 丁 矩阵 的 特征 值 的 绝对 值 是 1 (定义 在 3.10 节 
中 ) 。 = 
5, KARFBRENNRZENTAIX 的 线性 算 子 。 如 果 了 是 自 
伴 的 ， 证 明 ， 了 的 谱 是 实 的 。 如 果 了 是 西 算 子 ， 了 的 特征 值 的 绝对 值 为 1。 

RAN E nT Alan EEE, DE, 
HEEREMA 可 以 相等 。 证 明 ， 特 征 值 之 积 等 于 det4， 它 们 的 和 等 于 4 
的 迹 ， 即 是 ， 主 对 角 线 上 元 素 之 和 ， 

traceA=8u tant ta. 

1. GZ) 证 明 ， 方 阵 4 之 道 AVRE EN AAR E A, 42;…， 
4 非 零 。 如 果 ATHE, UN. A RREA Aate, A 

8， ER: OFRER RERE 
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a, Gir o. | 1 ün 一 Q12 
4-| je Aal a } 
21 ti 


G22 0; 


由 此 公式 ， 如 何 得 出 4-: REE A 14a KE, 4, 和 是 4 的 特征 
IE. 


9。 如 果 方 阵 4=(ao 有 特征 值 久 =， EN, kA ARE 
kå; A” (MENYA EHA. 

10. 如 果 方 阵 A= (aH EE A, A, PEERAA, E 
A, EE p(A4) 有 特征 信 U) j=he,n. 

1. 如 果 x 是 1 一 行 方 阵 4 的 相 应 于 特征 值 4 的 特征 向量，C 是 任 
SERIE SER, A, A =C AC 的 一 特征 值 且 相 应 的 特征 向 
BRyu=C"x,. 

12。 用 一 简单 例子 说 明 ，? 一 行 方 阵 可 以 没有 构成 R" (或 C") 之 基 
的 特征 向 量 ， 比 如 考察 

1 1 

13. 《〈 重 数 ) 矩阵 了 4 的 特征 值 人 的 代数 重 数 是 指 4 作为 特征 多 项 式 
的 根 的 重 数 。 相 应 于 4 的 4 的 特征 空间 的 维 数 叫 做 和 的 几何 重 数 。 求 相应 
于 下 面 变换 的 矩阵 的 特征 值 和 它 的 重 数 ， 并 予以 评述 ， 

n= EHE Gel, n—1), N= Ér. 
4. 证 明 ， 特 征 值 的 几何 重 数 不 超过 代数 重 数 (NIE). 
15. RSE X 由 次 数 不 超 过 # 一 1 的 一 切 多 项 式 及 多 项 式 x=0 (在 
通常 的 次 数 讨论 中 ， 它 的 次 数 是 没有 定义 的 ) 组 成 的 ， 了 是 关上 的 微分 算 
子 .。 求 了 的 一 切 特 征 值 和 特征 向 量 ， 以 及 它们 的 代数 量 数 和 凡 何 重 数 。 


7.2 基本 概念 


在 前 节 中 ， 空 间 是 有 限 维 的 。 在 本 节 中 ， 考 察 任意 维 赋 范 空 
闻 ， 并 将 看 到 ， 在 无 限 维 空间 中 ， 谱 论 变 得 甚 为 复杂 。 

设 六 车 {0} 是 复 赋 范 空间 ， 且 T:g(T)>X 是 具 定义 域 
多 (T) CX 的 线性 算 子 。 与 每 一 了 相 联系 一 算 子 
© (1) T,=T-Al, 
ZH, AR, TEDT)LMESAT. MRTA, MA 
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RT) Ra, HR 

(2) R(T)=T}'=(T—AN ~ 
FHNTWBERRAT, RAHAA T p RO 当 其 不 
产生 混淆 时 ， 也 简 记 为 R 

“ 聊 解 ”这 一 名 称 是 恰当 的 ， 因 为 ，Ra (7) 帮助 我 们 解 方程 

Tax=y 。 于 是 ，X% 二 TY'y 二 R(T 了)y， 人 倘若 Ri 存在 的话 。 

更 为 重要 的 ， 为 了 通晓 算 子 了 自身 的 人 性质 ， 研 究 R 的 性 质 
将 是 一 个 基本 的 问题 。 自然 地 ，7 和 A 的 许多 性 质 都 依赖 于 4。 
谱 论 就 是 研究 同 这 些 性 质 的 。 例如， 我 们 将 关心 复 平 H HE R, 
存在 的 一 切 4 组 成 的 集 。R 的 有 界 性 是 另 一 个 带 根本 性 的 问题 。 
我 们 也 将 考察 ， 对 什么 样 的 4，AR; 的 定义 域 在 HEN. 

进而 注意 ，R4 (了 ) 是 线性 算 子 (由 定理 2.6-10(6)) 。 

为 了 研究 了 ，T; 和 及 ， 我 们 必须 下 面 的 谱 论 中 的 基本 概 
a 


1.2-1 定义 (正则 值 ， 黎 解 集 ， 谱 ) 设 六 二 {0} 是 复 赋 范 
=, TDT) >X ZEXH DTM) CINSEHT. 了 的 正则 
值 4 是 一 复数 ， 且 使 

(R) RANGE, 

(R2) R(T)AR, 

(R3) R(T) REXA X hè- MEPL THREE 
P(T) 是 了 的 一 切 正则 值 4 组 成 之 集 ， ER Bo(T)=C-p(T) 
MAT 的 庶 ，4E€o (了 ) 叫 做 了 的 谱 值 。 谱 o(7) 又 分 为 如 下 三 个 不 
相交 的 集 。 

点 谱 或 者 离散 谱 wy(Z) 是 使 六 (7) 不 存在 的 一 切 4 组 成 之 


O FEREAU -T EBER ERFIR IES ERAU uT) 
定义 耶 解 式 ， 当 然 ， 变 为 ( 2 ) 是 简单 的 事 ， 但 也 是 一 个 讨厌 的 事 ， 建议 读者 ， 对 各 
种 有 关 谱 论 出 版 槐 作 比 较 之 前 ， 先 行 检验 这 一 点 、 
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集 。 AET) UiT 的 特征 值 。 

连续 谱 o0。(T) 是 使 R; (了) 存在 并 满足 (Rs)， 但 不 满足 (Rs) 的 
一 切 4 组 成 之 集 ， 即 Rs(T) 是 无 界 的 。 

HRM oT) EER T) 存在 〈 避 以 有 界 ， 也 本 以 无 界 ) 但 
不 满足 (KR)， 即 ，R4 (了 ) 的 定义 域 不 在 X PAR. 

为 了 避 狗 不 必要 的 误会 ， 我 们 指出 ， 定 义 中 的 某 些 集 可 以 是 
空 的 。 关 于 它们 的 存在 问题 是 我 们 将 定 要 讨论 的 . 例如， 在 有 限 
维 的 情况 下 ，o。(7) =07( 了 ) 二 $4， 这 在 上 一 节 中 已 经 知道 了 、 

定义 7.2-1 中 叙述 的 条 件 可 以 总 结 在 下 表 之 中 。 


满 足 不 满 E À E F 
(R), (Ra), (R) D 
(R) o,(T) 
(Ri) CR,) l (Ra) o.(T) 
(R) (R3) o,(T) 


为 了 更 进一步 明 彤 这 些 概念 ， 我 们 先 做 如 下 的 一 些 注 记 ， 
首先 注意 ， 表 中 列 出 的 四 个 集 是 不 相交 的 ， 其 和 是 整个 复 平 


C=p(T) Yo(T)=p(T) Uor(T) Uce(T) Uo,(T) 

和 而且， 如 前 面 所 述 ， 如 果 R(T) 存在 ， 由 定理 2.6~10 它 是 
线性 的 。 该 定理 也 证 明 Rall): K (T) >D (T) 存在 当 且 仅 当 
Tı=04&x=0, M, Ta 的 零 空 间 是 {0}， 这 里 ， A(T) 表示 
T, 的 值 域 〈( 见 2.6 节 ) 。 

因此 ， 如 果 7T5x= (7 一 41)x==0， 对 某 个 x 三 0， 则 A€03(7T)， 
按 定义 ， 即 是 4 为 了 的 特征 值 。 而 向 量 x 叫 做 荆 的 相应 于 特征 
值 4 的 特征 向 量 (如 果 关 是 函数 空间 ， 又 称 x 为 了 的 特征 画 
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数 ) 。 由 了 的 相应 于 特征 值 4 的 一 切 特征 向 量 和 0 组 成 的 儿 (T) 
的 子 空 间 叫 做 T 的 相应 于 特征 值 4 的 特征 子 空间 。 

易 知 ， 特 征 值 的 这 一 定义 同 前 节 中 的 定义 是 一 致 的 。 也 易 
知 ， 有 限 维 空间 上 线性 算 子 的 谱 是 纯 点 谱 ， 即 是 ， 连 续 谱 和 剩余 
谱 是 空 集 。 如 前 所 述 ， 每 个 谱 值 都 是 特征 值 。 

对 Hilbert 空间 重要 的 自 华 线 性 算 子 类 〈 见 定义 3.10-1) 由 
o (T) =$ 这 一 事实 ,使 我 们 产生 了 将 0(7) 一 o;(f) 分 解 为 
ge(T) 和 or( 了 7) 的 动机 来 ， 这 一 点 将 在 9.2-4 中 得 到 证 明 。 

MEX 是 无 限 维 的 ， 则 了 可 以 有 不 是 特征 值 的 谱 值 ， 


1,2-2 例 ( 具 非 特征 值 的 谱 值 的 算 子 ) 在 Hilbert 序列 空 
间 天 一 请 〈 见 3.1-6 节 ) 上 定义 线性 算 子 T 了 :人 > 

(3) En Es dl Ed RE, x=($£,)EN, 
ATT 叫做 右 移 算 子 。 了 是 有 界 的 且 121 三 1， 因 为 


ITxi’= lé =]x]?. 


算 子 R(T) =T T(X) >X HE, BEL, CRHEREBRT, 
(Éis Ézs +) (z, Éz» Je 

但 已 (7 不 满足 (Rs)， 因 为 ，( SSRARTDEIHINE, 

事实 上 ，T(X) 是 包含 一 切 y=(m;)，71=0 的 子 空间 了 。 因 此 ， 

按 定义 4=0 是 了 的 谱 值 ,而 且 ,4=0 不 是 特征 值 ， 这 点 可 以 直接 

从 (3) 式 看 出 ， 因 为 ，7x==0 蕴含 x 二 0， 而 零 向 量 不 是 特征 向 

=. 


在 此 ， 有 界 逆 定 理 4.12-2 KUMTIER. MRT:X>X 
是 有 界线 性 的 ， 是 完备 的 且 对 某 个 4， 沸 解 式 Ri(T) 存 在 且 定 
义 在 全 空间 大 上 ， 则 对 此 4 的 徐 解 式 是 有 界 的 。 


83534 


而 且 ， 下 述 结果 《后 面 需要 ) 也 可 以 帮助 理解 本 节 的 概念 。 


7.2-3 引 理 (R 的 定义 域 ) X 是 复 Banach 空 间 , 了 :区 ~> 
发 是 线性 的 ，2E p(T) 。 假 设 ，(c) T ERN, RA (站 了 是 有 界 
的 ， 则 R(T) 定义 在 全 空间 六 上 且 有 界 ， 

证 明 。(c) 因 了 人 闭 ， 由 定理 4.13-3，T > 也 闭 ， Akt, R Æ 
闭 的 。 由 (Ra), Ra 是 有 界 的 。 因 此 ， 由 4.13-5(6) WA a Ri 上 
知 , 它 的 定义 域 罗 (R;) 是 闭 的 ,于 是 , (R) AEZ (R) = (R) = 
X. 

6) K J(T)=X EAN, H 4.13-5(a), T 是 闵 的 ， 所 说 
的 结论 由 本 证 明 的 〈o) 部 分 得 出 。 


本 题 


1. BEAT) 对 赋 范 空间 天 的 让 等 算 子 了 ， 求 出 特征 值 和 特征 空 
a, UR oU) RCO). 

2. 证 明 ， 对 于 给 定 的 线性 算 子 了 ， 集 p(T)，o,(T),，oe(T) 和 o,(7) 
彼此 不 相交 且 其 和 是 复 平 面 。 

3. (不 变 子 空间 ) 赋 范 空间 半 的 子 空间 了 叫做 在 线性 算 子 7， 关 一色 
下 不 变 ， 如 果 ，T(Y)CY。 ER, T 的 特征 空间 在 了 FRE. 并 给 出 一 例 。 

4. RY 是 nk M 范 空间 天上 的 线性 算 子 了 :下 一 公 N 不 变 子 空 
a ER {e1,…,es} 下 ， 对 表示 了 的 矩阵 ， 我 们 能 得 出 些 什 么 样 的 结果 
kr 这 里 ，Y 二 span{e1,… ,en}。 

5， 设 (eb 是 可 分 Hilbert 空间 如 中 的 完全 规格 正 交 序列 月 T 在 各 é 处 
定义 为 


To (k=l, 
ERREICHTE. KERZE. MENT 没有 特征 值 ， 

6， (扩张 ) 在 算 子 的 延 拓 下 谱 的 各 个 部 分 的 情况 是 特别 有 趣 的 。 如 果 
T 是 有 界线 性 算 子 ，T, 是 了 的 线性 延 拓 ， 证 明 ，as(T) ax(T) 且 对 任意 
AE0,(T),， 了 了 的 特征 空间 含 于 7 的 特征 空间 中 。 

T. 证 明 ， 在 习题 6 中 ， oT ToT). ' 

8. 证 明 ， 在 习题 6 中 ， oe(TYCoc(TI) Uop(T)) . 
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9. 直接 证 明 (不 利用 习题 6 和 8)， 在 习题 6 中，oTUDCp(T)U 
aT). 
10. 习题 4 中 的 结论 ， 如 何 从 习题 6 和 8 得 出 来 ? 


7.3 PR RTE EF R TER 


给 定 算 子 的 谱 具 有 些 什 么 样 的 -- 般 的 性 质 呢 ? 这 将 依赖 于 算 
子 定义 空间 的 类 型 〈 比 较 7.1 节 和 ?7,2 节 ) 和 所 考察 的 算 予 的 类 
型 。 这 就 提示 我 们 分 别 考察 几 大 类 具有 公共 谱 性 质 的 算 子 。 本 节 
考察 的 是 复 Banach ZAX 上 的 有 界线 性 算 子 了 . FR, TE 
B(X,X), 2E, X EZZ. (202.10 

下 面 的 定理 是 这 一 领域 中 的 一 个 关键 性 定理 ， 


7.3-1 定理 GE) 设 TEB(X, X), X Æ Banach 空间 ， 
如 果 171<1， 则 (一 太一 作为 全 空间 XX 上 的 有 界线 性 算 子 而 存 
E, H 


(1) ([-T)"=),T’=I+T+T:+ 
3-8 


[ 右 端 级 数 按 B(X,X) 中 范 数 收敛 ]。 

证 明 。 由 3.7 节 (7)， 有 1771EITi 我们 再 回忆 一 下 ， 当 
1T1<1 时 ， 几 何 级 数 EITI 收 化 。 因 此 ，(1) 式 中 的 级 数 ， 在 
ITI<ı 时 绝对 收敛 , 因 刁 定 备 ,于 是 ， 由 定理 2.10-2 知 B(X,X) 
完备 。 于 是 ， 由 2.3 节 知 ， 绝 对 收 倒 蕴含 收 伍 。 

用 S$ 表 (1) 式 中 级 数 之 和 ， 下 证 ，S 二 (1 一 7T)"!, 为 此 Ñ 
过 计算 知 

(2) (一 一 7) (T+T+ +T = (T+T+.. +7") (I-T) 

=[— 了 +1， 

Anaco, MA TICL AT >0。 于 是 得 


“6.。 


(3) U-T)S=S(I-T)=1, 
这 就 证 明 S=(/-T)'.J 


作为 这 一 定理 的 第 一 个 应 用 ， 我 们 证 明 有 界线 性 算 子 的 谱 是 
复 平面 中 的 闭 集 这 一 重要 事实 (o(7) 夺 中 将 在 7.5-4 中 证 明 )， 


1.3-2 定理 ( 谱 的 闭 性 ) 在 复 Banach sl X LER 
性 算 子 7 的 瑰 解 集 p(T) EFH, A, WoT) 是 闭 的 。 

证 明 . 如 果 p(T) = 中 ， 则 它 是 开 的 (实际 上 ， 我 们 将 看 到 ， 
由 定理 7.3-4 知 p(T) 关 中 )。 设 p( 站) 关中， 固定 NEp(7)， 任 
意 4EC， 有 

(T-AN =7 一 4 一 (2 一人) 了 
= (T— ADI — (A~) (T41) 

AV RDESCO- IPKT, WERTAX 

(4) Ta=TaV, p V =I — (A—å,) Ru. 
因为 hEp(T) 日 T 有 界 ， 引 理 7.2-3 (6) 4 & Ra=Ta E 
B(X,X). Ri, #7 .3-1 证 明了 ， 对 一 切 使 上 (4 一 4.) Rae l< 
的 4, VEBIX, X) 中 有 逆 算 子 


(5a) 太一 3 E (A) Ra P= Do A) Ray 
. j=0 j=l 


即 是 ， 当 
(5) “14 一 < 一 [站 
M, -+E B(X,X)。 因 Th-! 一 Ri EB(X,X)， 由 此 及 (4) 式 
知 ， 对 每 个 满足 (55) 的 4， 算 子 了 有 道 算 子 
(6) Ri=T;'= (TaY) =V Rh. 
因此 ，(5b 表 示 7 的 正则 值 ART 和 的 一 邻 域 ， 因 为 和 Ep(T) 
e 3856.w- 


ZER, eT) 是 开 的 ， 于是， 余 集 0(7)=C 一 p(T7) 是 图 
的 ,入 


有 趣 的 是 ， 在 此 证 明 中 ， 也 得 到 了 珠 解 式 用 4 的 者 级 数 表 达 
出 来 的 一 个 基本 的 表示 式 。 事 实 上 ， 由 (5) 式 和 (6) 式 直接 得 到 下 
述 结果 ， 


13-3 ”表示 定理 (REA) XX 和 了 同 于 定理 7.3-2， 对 每 
AA EPIT), BER R(T) 有 表示 式 


co 


(7) Rei, (4—4) Ratte 


j= 
FANTATHZTE (N (56) 
1 
A—A |< | Rai 
内 的 每 个 4 绝对 收敛 ， 此 圆 是 p(T) 的 一 子 集 。 


此 定理 也 提供 了 应 用 化 分 析 于 谱 论 的 一 个 方法 ， 见 7 .5 节 。 
定理 ?7,3-1 的 另 一 个 结果 是 可 以 证 明 有 界线 性 算 子 的 谱 是 复 
平面 中 的 有 界 集 这 一 重要 事实 。 确切 地 说 ， 


771.34 定理 ( 谱 ) 复 Banach 空间 XX 上 的 有 界线 性 算 子 7 
X>X MoT) 是 紧 集 且 位 于 加 

(8) JALIT? 
h. At, THREE p(7) 非 空 [rc(T) 夭 中 ， 将 在 7.5-4 中 证 
1. 
证 明 。 设 4 关 0 和 A=1/4。 由 定理 7.3-1 得 表示 式 
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(9) R=(T-A)"=- kT) 


这 里 ， 由 定理 7.3-1， 级 数 对 一 切合 


上 | me pm, 
的 4 收敛 。 同一 定理 也 证 明了 ， 任意 这 样 的 4 必 在 p(T) 中 ， 因 
此 ， 谱 o(7T) =C 一 p(T) 必 在 (8) 式 中 的 贺 内 ,于 是 ，o(T) 有 界 。 
进而 ， 申 定理 7.3-2 知 ，o(7) Em, Alt, oT) ZEN. B 


因为 ， 由 出 证 明 的 定理 知 ， 在 复 Banach 空间 上 的 有 界线 性 
算 子 工 的 谱 是 有 界 的 。 自 然 地 要 问 ， 包 含 整个 谱 的 以 原点 为 中 心 
的 最 小 圆 是 什么 。 这 一 问题 引出 了 下 述 概念 。 


7.3-5 EX ( 谱 半 径 ) 复 Banach 空 间 卫 上 的 算 子 TE 
B(X, OHNE r (T) 是 4- 平面 上 以 原点 为 中 心 ， 包 含 0(7) 
的 最 小 闭 圆 的 半径 

ro (T)= sup|l4|1， 
A€a(T) 

由 (8) 式 易 知 ， 复 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 了 的 谱 半径 
BT 

(10) r,(T)ZIT| 
县 在 7.5 和 节 中 将 证 明 . 

{11) re(T)= lim V IT). 
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> 题 


1. &X=C[{0,1]#H8 Tx=ıx, EXT, X-X, XE, vet Aa 
ze. Roll) ZB NA. 

2. 求 一 线性 算 子 7，CT[0, 1 一 C[0,1]， 其 谱 是 给 定 的 区 冰 [c，2]. 

3. 如 果 了 是 相应 于 算 子 7 的 特征 值 和 的 特征 空间 ， 那 末 ，7Tiy 的 谱 是 
什么 ? 

4, ET, DaB, Hy=TxEX,x=(ö) ve), ma, 这里， 
(DER, IHR. RoT) mol). 

5. 如 果 在 习题 4 中 ， 取 4Eo(T) 一 0,(T)， 证 明 R(T) 是 无 界 的 。 

6， 推广 习 蚌 4， 求 一 线性 算 子 :fl2， 它 的 特征 值 在 给 定 的 紧 集 
KCC 中 稠密 且 o(T)=K. 

T. 设 TEBCX,X)， 证 明 ,， RACT) 一 0， 当 4 一 0% 时. 

8. A X=CE0, r] HEX T:MATN-X, xx", ZH 

MKTY=1xEX|x, EX, x(0)=x(a)=0} 
EM «TIER. 

b] x Tele ELH ali, éte) IH, x fk xak, $s) 
HH. (DRA S VEN, AET). (OR 14| 1， 证 明 ，4 是 特征 
值 ， 且 求 特 征 空间 。 

10. ETP-PEXL WACH, En) RE Brei) 
给 出 和 1p<co. WRIA =. 4 是 了 的 特征 依 吗 ? 


7.4 BRAIN PER 
殉 解 式 的 某 些 殉 为 有 趣 的 和 基本 的 性 质 表述 如 下 。 


141 EB (BREITE, TEE) it X EA Banach 
=, TEB(X,X) HA, ALEp(T)C 见 7.2-1] 0i 

() 本 的 瑰 解 式 R; 满 足 Hilbert X RR PAD TE 
(1) R=Re(p—A)RaRı CÀ, vEep(T)] 

) RSEM-AATHTRMRNSEBA.A 可 交换 ， 


359 % 


(c) 有 
(2) R Re=R,R, CA, vep(T)? 
WEH. (a) H 7.2-3, Ti ARER CX. Alk, I=TiıR, 
这 里 ， JRXLKESAT. X, I=RT. 因而 ， 
R—R=RuTıR)— (RT a) Ra= Ra (TaT a) Ra 
=RALT-AI-(T-uD JR, 
= (u—A)RuR;. 
b) ”由 假设 ST=TS， 因 此 ，ST;=7T,S。 AH I=T,R > 
RT, FER 
RS=RST,R=RT:SR=SR,. 
(c) (b), RAT. Ak, Ra A R.T g (由 
(0). . 


下 一 个 重要 结果 是 谱 映 象 定理 。 一 开始 ， 和 握 阵 的 特征 值 理 论 
就 启示 了 这 一 结果 。 
如 果 1 是 方 阵 4 的 特征 值 ， 则 .4x=4x， 对 某 个 x 关 0。 用 -4 作 
用 于 两 端 得 
Ax= Alx= lx, 
继续 这 一 方法 ， 对 每 个 正 整数 有 
Ari, 
即 是 ， 如 果 ，4 是 4 的 一 特征 值 ， 则 ”是 4A" 的 特征 信 。 更 一 
船 地 ， 
D(A) = +." tt, 
是 矩阵 
PA =a A" +a A'e tal 
的 特征 值 。 
值得 注意 的 ， 这 一 性 质 可 以 推广 到 和 任意 维 复 Banach 空间 上 
去 。 在 证 明 这 一 事实 中 ， 需 要 用 到 有 界线 性 算 子 有 非 空 谱 这 一 结 
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论 。 而 这 一 点 将 放 在 稍 后 [7.5-4] 用 复 分 析 的 方法 加 以 证 明 。 
为 了 和希 述 要 证 明 的 定理 ， 一 个 方便 的 记号 是 
(3) plo(T))=tuEClu=p(l), Aco(T)} 
DE, p(o(T)) 是 有 某 4Ea(T) 使 p= 二 p(4) 的 一 切 复数 上 之 集 。 
PET) 的 意义 是 类 似 的 。 


1714-2 ”关于 多 项 式 的 谱 映 象 定理 KIA Banach 空间 ， 

TEB(X,X) EH 
DCA) =a" tan- A Hee ta (a0) 

则 

(4) o(p(T))=p(0(7)), 
即 是 ， 算 子 

p(T) =a, T" +a T +. +a 

的 谱 a(p(7T)) 刚好 由 多 项 式 绢 在 了 的 谱 (7T) 上 的 一 切 值 组 成 。 

证 明 ,。 设 0(7) 产 中， 这 点 将 在 7.5-4 中 得 到 证 明 。 当 n=0 
时 ， 是 显然 的 ， 这 时 p(o (了))={go} 二 0 (p(7))。 设 n>0, 在 (0) 
部 分 中 ， 我 们 证 明 

(4a) ol(p(T)cEplo(T)). 
而 在 (6) 部 分 中 ， 我 们 证 明 

(4b) plo(T))Zo(p(T)). 
于 是 得 到 (4) 式 。 详 细 证 明 如 下 。 

() 为 了 简便 起 见 ， 记 S=p(7) 及 

Ss=p(T)—nl (LEC) | 

那 末 ， 如 果 S: HE, EI: 的 表示 式 证 明 Sx! 是 p(7) WR 
HF. 圈定 x， 因 广 是 复 的 ， 由 Sn (四 ==p() 一 4 给 出 的 多 项 式 
必 可 以 分 成 线性 因子 ， 比 如 说 

(5) Sa(å)=p(4)—u=an(A—r,) (4 一 rz)…(4 一 ra)， 
这 里 ，r1,… ,rs 是 54 的 零点 (当然 ， 它 依赖 于 4), 相应 于 (5) 
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RE 

Sa=p(T) -ul=a,(T—r I) (T =r) (TT 一 rs 了 ) ,如果 
每 个 ry 都 在 p(T) 中 ， 则 每 个 了 一 ry] 有 有 界 逆 ， 且 由 7.2~3， 其 
MEXTETX F, WFS: 同样 成 立 : 事实 上， 由 2.6 节 中 的 
(6) 式 


S71 = -去 (Tra) (一 ri TL 


Ai, ERAF, nerlp(T). HENKE, 
uEo(p(T))=>r;€o (T), HTJ. 
现 (5) 式 给 出 
Sılr)=p(r,)—u=0, 
于 是 
u=p(r;) € p(o (T)). 
WA nEo(p(T)) 是 任意 的 ， 这 就 证 明了 (4a) 
o(p(T))Cp(o(T)). 
() RANEM (4b). 
p(o(T))Zo(p(T)). 
Alt, WR: - 
(86) «EpdlolT))>rxEo(p(T)). 
设 xEp(o(T))， 按 定义 ， 这 意味 着 
x 二 p(P) 对 某 个 BEo(7)。 
于 是 有 两 种 可 能 性， 
(4) T-PIRAR, 
(B) TPI HW. 
我 们 依次 考察 这 些 情况 。 
(4) 由 x=p(B)， 有 p(P) 一 < 一 0。 因此， 有 是 多 项 式 
Sa (å) =p (å) — K 
的 等 点 。 由 此 ， 可 表 
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Sa (å) =p (4) — r= (4—9), 
这 里 gA 表 另 外 4 一 1 个 线性 因子 和 as 的 乘积 。 与 之 相 应 的 有 
(7) S,=p(T)—rl=(T-bD gT). 
因为 ，g(7) 的 因子 全 部 同一 BI 可 交换 ， 故 也 有 
(8) S=g(T)(T-PN. 
如 果 S, 有 道 ，(7) 式 和 (8) 式 得 出 
l=(T—pI g (TSt =S7'g(T) (T—PI). 
这 就 证 明 T-L AA, ARMHBREFA. Mik, Hite p(T) 
WEER S 不 存在 ， 于 是 xE€o(p(T))。 因 为 x€Ep(o(7T)) 是 
任意 的 ， 这 就 证 明了 在 假设 了 一 BI 没有 道 的 情况 下 (6) 式 成 立 ， 
(B) 设 x=p(B), 对 某 个 BEo(7T), 如 同 前 面 一 样 ,但 现在 
ERX (TEDT 存在 ， 则 对 了 一 87 的 值 域 必 有 
(9) %(T—PI) FAX. 
因为 ， 否 则 ， 由 有 界 逆 定理 4,12-2 应 用 于 7T 一 BI m (了 一 BT)-' 必 
为 有 界 算 子 。 于 是 ，6Ep(T)， 这 与 PEa(T) 矛盾 。 由 (7) RM 
(9) RR 
KIS)#X. 
这 就 证 明了 xEc(p(T))， 因 为 wkEp((T)) BA a FS) =X 
[ 引 理 7.2-3(6) 应 用 于 p(T) Ll. FÆ, £T- AX W Bit 
让 (6) 式 仍 成 立 。 定 理 得 证 。 四 


最 后 考察 特征 值 的 一 个 基本 性 质 ， 


7.4-3 定理 (线性 无 关 ) ”相应 于 疝 量 空间 类 上 线性 算 子 了 
的 不 同 特征 值 和,… ,4 的 特征 向 量 x…,x。 构成 一 线 体 无 关 集 。 

EN. Klar, ,Xa} 是 线性 相关 的 ， 就 会 导致 巴 居 , 命 xm 是 
第 一 个 为 前 面向 量 的 线性 组 合 的 向 量 ， 比 如 说 


(10) xm 一 Qi Tn 


» 363 » 


则 {%1,… ,Xm-1} 是 线性 无 关 的 ， 将 了 一 4 了 作用 于 (10) 式 的 两 
a, 


m-i 
(T-4,D) =) a (T-Anl) x 
Jet 


m-l 
= $ a; (dy An) x; 
J=i 


因 xm 是 相应 于 Ån 的 特征 向 量 ， 左 边 为 零 。 因 右 端 各 向 量 是 线性 
无 关 的 ， 必 有 | | 

al Àn) =0, AR A-AnF0, At, yetlel, 
n—-1). BÆ, HIV 式 知 xn 一 0， 这 就 与 xn 是 特征 向 量 ， 因 
而 xn 近 0 矛 盾 。 证 毕 . 目 


习 题 


1. 直接 证 明 (2) 式 ， 而 不 用 G) 或 者 7.4-1(B)， 

2. AREE ORK. 

$。 MRS, TEBCX, X). E, WEB AECSINeCT), 

RSI-RuT)=R(SI(T-S)R(T). 

4. WA EY Banach Sf, TEBCX, X) 和 Pp 是 一 多 项 式 . 证 明 ， 

方程 
pT)x=y (x, yEX) 

对 每 个 yEX AEREN PA)“, i—i Acal), 

5.。 在 定理 7.4-2 中 ， 久 是 复 的 为 什么 是 必要 的 ，。 

”6。 利用 定理 7.4~-3， 求 4 一行 方 阵 有 生成 全 空间 C" (RR) 的 ?个 

特征 向 量 的 充分 条 件 ， 

T. WA., HA Banach 空间 X 上 的 任意 算 子 TEBCX.X)， 

rolaT)=|alro(T), ro(T)=[r,(T)Y (REN), 

RH, re 表示 谱 半 径 〈 见 7.3-5)。 

8. 确定 下 面 矩 阵 的 特征 信 (i) 用 直接 计算 的 方法 ; 《让 ) 用 证 明 A?= 了 的 
方法 。 
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I, (BEHT) iT Æ Banach 空间 上 有 界线 性 算 子 .了 叫做 等 等 的 。 
如 果 了 := 了 ( 见 3.3 节 )。 试 给 出 一 些 例子 。 EA, mAT) =, WE 
wE oT) ={0,1}; 证 明 这 一 结论 ，(9) 用 7.3(6) 中 的 (9) 式 ; (6) 用 定理 
了 .4-2。 : 
10. EM, KERE 


1/2 1/2 0 
ra=] 1/2 1/2 9 | 
0 1 1 


表 一 规格 正 交 基 妖 下 的 特等 算 子 了 :Ra-*Ra。 确 定 讲 OMIA: (iD) 直接 
计算 ， 求 特征 向 量 和 特征 空间 。 


75 复 分 析 在 谱 理论 中 的 应 用 


谱 论 中 一 个 重要 的 工具 是 复 分 析 。 借 助 于 复 的 线 积 分 或 矫 级 
数 可 以 得 到 两 个 领域 间 的 联系 。 我 们 将 采用 的 仅仅 是 寡 级 数 。 在 
此 情况 下 ， 我 们 尽 可 能 地 将 讨论 限定 在 一 个 较 初 等 的 水 平和 少许 
必须 的 基本 概念 和 基本 事实 之 上 @。 

度量 空间 叫 连 通 的 ， 如 果 它 不 是 两 个 互 不 相交 的 非 空 开 子 集 
之 并 。 度 量 空间 的 子 集 叫 做 连通 的 ， 如 果 它 被 祝 为 子 空间 时 是 过 
En. 

复 平 面 C 中 的 区 域 G， 表 示 G 是 C 的 连通 开 子 集 ， 

可 以 证 明 ，C 中 的 开 子 集 G 是 连通 的 当 且 仅 当 G 中 的 每 一 
对 点 可 以 用 有 限 多 条 全 含 于 G 中 的 直线 段 组 成 的 折线 连接 起 来 
(在 许多 复 分 析 中 ， 用 此 作为 连通 的 定义 ) 。 


O 不 熟悉 复 分 析 的 读者 可 以 只 看 结果 (T.5-3, 1.5-4, T.5-5) MRS EN, 
继 丽 转 入 下 一 节 ， 

Aa (PAT) H KR” BERNIE, MERLE E= 点 之 
集 ; 四 此 ， 这 是 “区 域 ” 的 不 同 的 应 用 ， 
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复 变数 4 的 复 值 函数 疡 叫做 在 复 4 一 平面 的 区 域 G 上 是 全 纯 
的 (或 解析 的 ) 。 如 果 有 在 C 上 有 定义 且 可 微 ， 即 是 , 的 由 下 
式 定义 的 导数 久 
TAN 一 
Br E 


对 每 个 1EG HE. W h ME 加 EC 处 全 纯 ， 如 果 玉 在 为 的 
某 个 s 一 邻 域 上 全 纯 的 。 
4 在 G 上 全 纯 当 且 仅 当 在 每 个 加 EG 处 有 冠 级 数 表示 式 


ID= EGA) 
f=0 


且 其 收敛 半径 非 零 。 
这 一 点 和 定理 7.3-3 是 应 用 复 分 析 于 谱 论 的 关键 ， 
BER R; 是 依赖 于 复 参数 4 的 算 子 。 这 就 提示 我 们 现在 的 
方法 总 的 框架 如 下 。 
风量 值 函数 或 算 子 值 函数 意味 着 是 一 映 象 : 
(1) S:A>B(X,X) 
AS, 
这 里 ，A 是 复 4 一 平面 的 任 一 子 集 (我们 以 5S; 代 S (办 ， 类 似 地 ， 
R 有 相同 的 意义 ， 因 为 ， 后 面 我 们 将 楼 考察 的 ARSI=R, A= 
p(T)) 
SEBERE, EWEX, TERMA 
(2) A>X 
À SX. 
我 们 也 可 以 取 xEXME— EX ( 见 2.10-3)， 得 出 一 4 
到 复 平 面 的 映 象 ， 即 
(3) A->C 
A—f (Sax) . 
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公式 (3) 提示 了 如 下 的 概念 


75-1 EX (局 部 全 纯 ， 全 纯 ) 设 4 是 C 的 一 开 子 集 ， 
X BE Banach 空间 。(1) 式 中 的 9 叫做 在 4 上 局 部 全 纯 的 ， 如 
A, NETxEX MEN, ZA h 
h(A)=f (S1) 

按 通 常 意义 下 如 象 开始 就 指出 的 那样 》 在 每 一 可 E€ A 处 是 全 纯 
的 。S 电 做 在 4 上 是 全 纯 的 ， 如 果 S 是 在 4 上 局 部 全 纯 的 且 A 
是 区 域 ,S 叫做 在 点 EC 处 全 纯 ， 如 果 在 加 的 某 个 一 邻 域 上 
SREM. I 


NFRTEX, HEATEO. AARET TAHA 
集 p(T) 是 开 的 (7,3-2)， 但 可 能 不 是 区 域 , 于 是 ， 在 一 般 情况 
下 ， 它 是 互 不 相交 的 区 域 〈 互 不 相交 的 连通 开 子 集 ) 之 并 。 我们 
KAH, PERE p(T) 的 每 一 点 处 是 全 纯 的 ， 因 此 ， 它 总 是 在 
PT) 上 局 部 全 纯 的 〈 于 是 ， 在 每 个 区 域 上 ,定义 了 一 人 金 纯 算 
FA. CEPT) 上 全 纯 充 分 必要 条 件 是 p(T) ER. W 
p(T) 是 一 个 区 域 。 

在 详细 讨论 这 些 问题 之 前 ， 注 意 下 面 的 一 般 情况 。 

注 ， 定 义 7.5-1 是 适合 的 ， 一 个 决 非 平 凡 的 事实 应 该 说 明和 如 
下 ， 回 人 忆 一 下 ,在 4.9 节 中 ,我 们 定义 了 三 种 与 有 界线 性 算 子 相关 
的 收敛 类 型 ， 据 此 ， 我 们 可 以 相应 地 定义 三 种 类 型 的 9x 关 于 4 的 
导数 Sf 

|- 


| 
| 和 [Sara 一 Sa 一 S1 [>o 


上 S30-Stx|>0 (x€ X) 
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USD ASAI AS >0 
(xEX, EX”). 

在 最 后 的 一 公式 中 ， 对 区 域 4 中 的 一 切 4 导数 存在 意 味 着 
hA = (Sax) 是 4 上 通常 意义 下 的 全 纯 函数 ,这 就 是 我 们 的 导数 的 
定义 ,可 以 证 明 ， 这 种 导数 存在 对 每 个 x*EX 和 每 个 EX 人 
歼 含 另外 两 种 类 型 导数 的 存在 ， 见 已 ，Hille 和 R。S。 Philips 
(1957) p.93 (在 附录 3 中 )。 这 是 值得 十 分 注意 的 且 证 明定 义 
7.5-1 是 完全 合理 的 。 同样 特 别 重要 的 是 象 ?.5-1 中 那样 来 定义 
全 纯 性 ， 常 常 是 非常 容易 得 到 验证 的 ， 

如 前 所 述 ， 上 应 用 复 分 析 于 谱 论 的 关键 是 定理 7.3-3。 该 定理 
断定 ， 对 每 个 和 Ep(T) 在 复 Banach 空 间 XX 上 的 算 于 TE B(X ,入 ) 
BRAR RAT) 具有 宕 级 数 表示 式 


(4) BT)= Ù Ra (T) (A) 
jab 
且 在 四 (E62) 
1 
(5) M-Al<TRT 


Br HET. PUEB-TaEeXMfEX, Xh 
k(A)=f{Rı(T)x), 
由 (4) 式 ， 我 们 得 赛 级 数 表 示 式 
h(å) = } C; (od)!, Ci 一 (Rb (T) I+1x), 


了 mm 


且 在 (5) 式 确定 的 圆 上 绝对 收敛 。 这 就 证 明了 


7.5-2 定理 (R: 的 全 纯 性 ) 在 复 Banach SAX WE 
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Lay Eu y 2 Bd 


FRMEHTT:XI>XK RER 
RBNDETWRERET) 的 每 
一 点 处 是 全 纯 的 .因此 ， 在 p (7) 
上 是 局 部 全 纯 的 。 

Am, oT) 是 了 HORER 
在 其 上 为 局 部 全 纯 的 最 大 集 。 事 
实 上 ， 咎 解 式 不 可 能 解析 延 拓 到 
谱 点 ， 这 点 从 下 面 的 (7) 式 可 以 
看 出 。 


T. rn 


7.5-3 EE GRRR) 如 Mi 在 复 4 一 平面 上 ， 由 (5 
ATEB(X,X), XÆ H Banach 式 表示 出 来 的 半径 为 r= 


网 VIRUS. : 
za, AET), W 


(6) IKT >a 


Km, AA)= inf, Asl RAA 到 谱 c(T) 的 距离。 因此 


(7) 1R:(T)1->co， 当 6(4) 一 0 时 。 

证 明 。 对 每 个 4Ep(T)，(5) 式 中 的 圆 是 P(T) 的 子 集 〈 见 
7.3-3). Alt, Zo(T)#0 (证 明 见 下 面 ), 则 A 到 谱 的 距离 至 少 
等 于 该 圆 的 半径 ， 即 是 6(4,) 之 1/1Riol， 这 就 冀 含 (6) RAZ. 


S Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 的 谱 非 空 这 一 事实 从 理论 
上 上 和 实际 上 讲 都 是 非常 重要 的 。 | 


7.5-4 定理 ( 谱 ) 如果 X10} 是 复 Banach 空 间 ， TEB(X, 
X), NMo(T)#$ 
证 明 。 由 假设 XL). MRT=0, MolT)={0}#0. & 
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T0, WIFIA. 7. 3E HR) AH 


(8) R=-4 Dar) (A>ITD. 


Al >217T I Ex. HR, BIWTRERMAR, 4 


1 5,1 rs 
(9) RSG La = < 


(141>21T}) 
我 们 证 明 ， 假 设 ac( 了 ) 一 中 会 导致 一 矛盾 .ca(IT) 一 中 ， 则 
pf(T) 一 C。 因 此 ， 尽 对 一 切 1, 按 7.5-2 是 全 纯 的 。 因 而 ， 对 彰 定 
的 xEX， MmfeX’, K&ch 
h(A)=f(Rıx) 
ECLRZAMN, WE, hAA— BAR. Am, ZA EEE 
#, KAREZ, TRERNIS2ITILERFEN. Eh (9) 


R, RIRI žl >zTim, 故 /也 是 有 界 的 ， 而 且 


AA) = FRI SINN Rast fl RI el 
<HA ITI 
因此 ， 在 C 上 1 有 界 ， 于 是 1 是 常数 ， 这 是 根据 Liouvile 定 理 ， 在 
整个 复 平 面 上 有 界 的 整 函数 是 常数 。 因 为 ， 在 /中 的 xEX 和 JEX 7 
是 任意 的 ， 故 4 一 常数 蕴含 尽 , 与 4 无关， 于 是 ， Ri = 了 一 休 也 
与 4 无 关 。 但 这 是 不 可 能 的 ， 于 是 定理 得 证 . 目 


利用 (8) 式 ， 最 后 证 明 下 面 的 I. Gelfand 定理 (1941)。 
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7.5-~5 定 理 ( 谱 半 径 ) 如 果 了 是 Banach 空间 上 的 有 界线 性 

算 子 ， 则 了 的 谱 半 径 ro(7)， 

(10) r.(T)= lim VITT. 

证 明 。 由 谱 映 象 定 理 7.4-2， 有 cf(7?) 一 [c(7)]?， 于 是 

(11) r(T’)={[r.(T)T. 
在 7.8 节 的 (10) 式 中 ， 用 六 代替 了 有 

r,(T")<17”] 
综合 得 ， 对 每 一 n 有 
r.(T)=NY rT") <Y IT” > 


因此 ， 

(12) r.(T)<_ lin YITT<, lim VITT. 

我 们 证 明 最 后 一 个 式 子 等 于 ro(7)， AIR, (12) REAC) 
RT. 


ERDE", Ylel<rar, Bit, RAFE r 由 著 
名 的 Hadamard 公 式 


a3) z= Hm Ye] 
给 出 。 这 一 公式 在 许多 复 分 析 书 中 ， 例 如 EE。Hille (1973), P, 


118 中 可 以 找到 其 证 明 。 
命 k=1/1， 可 以 把 (8) 式 写成 为 


Rec), T'e” (lel <r) 


于 是 ， 记 1Cs,{=17"|， 得 


[El Tel" = les Iel", 


EE 


Hadamard 公 式 (13) 证 明 ， 当 |x| < 过 r 时 ， 级 数 绝 对 收敛 。 因 
此 ， 当 
Meg ELVITT 
时 绝对 收敛 。 
由 定理 7.5-2 和 7.5~3 知 ， 如 前 所 述 ， 正 好 在 复 -4 一 平面 中 
BRRR) 上 局 部 全 纯 。 对 于 p(T)， 有 复 # 一 平面 中 的 一 集 
”MM 与 之 对 应 。 由 复 分 析 知 ， 收 伍 半 径 r 是 以 x 二 0 为 中 心 ， 整 个 在 
AM 中 的 最 大 开园 的 半径 (Ain, WE. Hille(1973), P.197; 注 


意 ， 我 们 的 级 数 的 收 化 中 心 为 <=0)。 因 此， 二 是 4 平面 上 ， 
以 4 一 0 为 中 心 ， 外 部 在 p(7) 中 的 最 小 加 的 半径 , 按 定义 ， 这 就 浊 
味 着 二 是 7 的 谱 半径 。 因 此 ， 由 (13) 式 


«(T)-t= Hm y TTT 
由 此 及 (12) 式 得 (10) 式 。 


习 题 


1. BFHTIREATTURFEN, 如 果 存 在 一 正 整数 户 使 其 了” 一 
0. RABanahz X =) ENBFATT:X>XZE. 

2. 习题 1 中 的 结论 如 何 从 (8) 式 得 出 来 ? 

3。 由 (3) 式 确定 (4 人 17)-*， 这 里 ，-4 是 下 面 的 矩阵 (利用 A?=7) 


010 
afia] 
001 
4. 显然 ， 定 理 7.3-4 蕴 含 


r(T)SITI. 
从 定理 7.5 一 5 如 何 得 出 这 一 结果 来 ? 


Apne, 


MAKXEHBanachifHl, S, TEBCX,X)MST=T7S, IE 
re(ST) Sr CS)r(T). 
8。 证 明 ， 在 习 旺 中， 交换 性 ST==75 是 不 可 以 省 路 的 ， 
7。 值得 注意 的 是 (10) 式 中 的 序列 (IT ) 不 必 是 羊 调 的 。 为 了 说 明 
这 一 点 ， 考 察 由 下 式 定义 的 映 象 了 。 HN 
(10) | 
3. “(Schur 不等式 ) 设 4 一 (aj) 是 1 一 行 方 阵 且 命 Ae, hs 是 它 的 特征 
信 。 那 来 ， 可 以 证 明 Schur 不 等 式 


SI aS Fal 
neg i=l hei 


成 立 ， 这 里 ， 等 生成 立 当 有 目 仅 当 4 EERS (23I.10-2). MI-TER 
诱导 出 4 的 谱 半 径 的 一 上 界 。 

I. 设 了 是 Hifbert 空 间 所 上 的 正规 算 子 ， 证 明 ，ro (TelTl. (RE 
%.3.10-1) 

10. H, VRR NAT SIT T ES” 
BSE2TTRIZNR. (A a=1T, b,=ina, a=inf(b,/n), 并 证 明 


ba/n=0) 
7.6 Banach 代数 


注意 到 谱 也 与 Banach 代 数 有 关 是 有 趣 的 。 所 谓 Banach 代数 
就 是 同时 又 是 一 代数 的 Banach 空间 。 在 描述 这 一 事实 前 ， 先 叙 
述 某 些 有 关 的 概念 。 

域 玉 上 的 代数 4 是 KK 上 的 一 向 量 空 间 .4， 使 得 对 每 一 对 有 序 
元 x,yEA， 定 义 了 叭 一 的 一 个 积 xyE€A4， 上 有 具有 性 质 

(1) (xy)z=x(yz), 

(20) x(y+z)=xy+xz, 

(2b) (x+y)z=xz+yz, 

(3) a(xy)=(ax)y=x(ay), 
对 一 切 X,y,2E€.4A 和 数 a 成 立 。 
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"MRK=REC, MADHUKAR HRK. 
A 叫做 可 交换 的 (或 Abelian), WRR EEZ 换 的 ， 即 
是 ， 对 一 切 x,yE-4， 
(4) xy=yx. 
4 叫做 具有 单位 元 的 代数 ， 如 果 4 含 有 一 个 元 e， 使 得 对 一 
MxEA, 
(5) ex=xe=x, 
该 元 e 叫 4 的 单位 元 。 
如 果 4 有 单位 元 ， 则 单位 元 是 唯一 的 。 
事实 上 ， 如 果 e/' 是 4 的 另 -- 单 位 元 ， 则 有 e” =e。 因为 
ee' 二 e( 因 为 e' 是 间 位 元 )， 
ee7 一 6/( 因 为 e 是 单位 元 )。 


7.6-1 定义 ( 赋 范 代数 ，Banach 代 数 ) MRK 4 是 一 赋 
范 空间 ， 且 该 赋 范 空间 是 一 代数 ， 使 得 对 一 切 x,yE€A 
(8) Iwi<siel-Ivl. 
且 如 果 .4 有 单位 元 e 
(7) lei=1， 
Banach 代 数 是 一 赋 范 代数 且 作 为 赋 范 空间 是 完备 。 


ER KARESA (6) 式 表明 ， 其 积 是 两 个 因子 的 过 
BER. Z-ATHTEHR. 
xy 一 xogo =fxly— x) + (x—%)yol 
<lxlly—yl +ix—xflyl 
下 面 的 例子 说 明 ， 许 多 重要 的 空间 都 是 Banach 代 数 


例 . 
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7.6-2 空间 R 和 C 实 直线 R 和 复 平面 C 都 是 具有 单位 元 6= 
1 的 可 交换 的 Banach 代 数 。 


1.6-3 空间 C[a,b] 空间 C[a, 的 是 具有 单位 元 (e 一 1) 的 元 
交换 的 Banach 代 数 ， 其 积 xy 按 通常 的 方式 定义 ， 
(xy)(t)=x(t)y(t), tE€Ca,b], 
易 知 ， 关 系 式 (6) 成 立 。 
由 一 切 多 项 式 组 成 的 CLa,5] 的 一 子 空间 是 具有 单 位 元 (e= 
1) 的 可 交换 的 赋 范 代数 。 


1.6-4 矩阵 ”一切 4xn 和 矩阵 的 向 量 空间 X (之 1 是 固定 的 ) 
是 具有 单位 元 J(e 一 行 单位 阵 ) 的 不 可 交换 的 代数 ， 接 和 洛 上 定义 的 
范 数 得 一 Banach 代 数 〈 这 种 范 数 ， 见 2.7 节 习题 12)， 


7.6-5 空间 B(X,X) #&BanachzAXr{10} L- WAF 
线性 算 子 的 Banach 空 间 B(X, 义 ) 是 具有 单位 元 IT ALWEER 
F) 的 Banach 代 数 ， 其 葬 法 定义 为 算 子 的 复合 ， 关 系 式 (6) 是 

IT T,I<ITI-ITE, 
(R2.752(M)). BIX, XETT Ri, &dinÄ=1z5 


A 是 具有 单位 元 的 代数 ，xE4 ZO, m, TEA 
中 有 一 送 ， 即 是 ， 如 果 4 含 有 一 元 ， 记 为 %:， 使 得 
(8) x-4% 一 XxX-1 一 6。 
MARKANTEN KNEE. MX E, yx=e=xz aa 
y=ye=y (xz) = (yx) z=ez=z 


@@ 有 的 作者 用 术语 “正则 的 ”( 代 答 可 着 的 ) 并 用 “ 麻 异 的 ” (RETTA). 
…375。 


利用 这 些 概 念 ， 可 以 描述 以 下 的 定义 。 


7.6-6 定义 ( 耶 解 集 ， 谱 ) 设 4 是 复 Banach 代数 且 具 有 单 
位 元 e, 则 xE4 的 徐 解 集 p( 史 是 复 平面 中 使 x*-4 可 道 的 一 切 4 组 成 的 
集 。x 的 谱 ca (x) 是 p (x) 关 于 复 平面 的 余 集 ， TA (x) =C p(x). 
任 一 4Ec(x) 叫 做 x 的 谱 值 。 


因此 ，xEA 的 谱 值 是 使 x~he 不 可 逆 的 那些 4。 

- MWERÄRHBanach 空间 ， 则 B(X, X) 是 Banach 代数 ， 于 
是 ， 定 义 7.6-6 是 适用 .但 立刻 发 生 了 一 个 问题 ,此 时 ， 定 义 7.6-6 
园 时 先 的 定义 7.2-1 是 否 是 一 致 的 呢 ? 我 们 证 明 这 两 个 定义 是 一 
致 的 。 

设 TEB(X ,XX)，4 是 按 7,6-6 定 义 的 瑰 解 集 p(T) 中 的 一 值 ， 
则 由 定义 ，Rax (7 一 (7 一 41 PEHE B (X,X) 中 的 元 ， 即 
&, RT) 是 定义 在 关上 的 有 界线 性 算 子 。 因 此 ，4E p(T)， 这 
E, p(T) 是 按 7.2-1 定 义 的 。 

反之 ， 设 AEp(T)， 这 里 ，p (了) 是 按 7.2~1 定 义 的 。 WR, (T) 
存在 且 是 线性 的 〔〈 据 ?2.6-10)， 有 界 的 且 定 义 在 民 的 稠密 子 ML. 
但 因 7 是 有 界 的 ， 引 理 7.2-3(6) 蕴含 R(T) 是 在 整个 六 上 有 定义 
的 。 因 此 ，4€Ep (TT)， 这 里 ，p (7) 是 按 7.6-6 定 义 的 。 这 就 证 明 
了 关于 驳 解 集 定 义 7.2-1 与 7.6-6 的 一 致 性 。 因 此 ， 关 于 殉 解 集 的 
余 集 ， 即 谱 也 是 一 致 的 。 


习 题 


例 7.6-4 中 之 天 为 什么 是 完备 的 ? 

证 明 ， 在 例 7.6-3 中 ，(6) 式 成 立 。 

怎样 使 有 序 的 t~ 元 复数 组 的 向 量 空间 成 为 Banach 代 数 。 

(9) 在 ?7.6-2 中 ; (2) 在 7.6~3 中 ; 《c) 在 7.6~4 中 的 可 道 元 是 什么 ? 
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5, 证明， 对 7.6-4 中 的 瑟 的 元 。 按 7.6-6 定 义 的 谱 同 按 7.1-1 定 义 谱 一 
致 。 
8. 求 xE([0,?z] 的 谱 c(x)， 这 里 ，x()=siaf。 HEREC, b], R 
C(x)。 

1. 证 明 ， 向 量 空 间 到 自身 中 的 一 切线 性 算 子 之 集 构成 一 代数 

8. 设 A 是 具有 单位 元 6 的 复 Banach 代 数 。 如 果 对 xEA， 存 在 y, 2E4 使 
yx 二 e 和 x 二 e， 证 明 ，x 是 可 道 的 是 Y= 二 2 二 x"!。 

9. 如 果 xE4 是 可 逆 的 且 同 VE4 可 交换 ， 证 明 ，x-:! 同 y 也 是 可 交换 的 。 

10， 一 代数 4 的 子 集 41 叫 做 4 的 子 代数 , 如 果 ， 应 用 代数 运算 于 4, 中 的 
元 所 产生 的 元 仍 在 4 中 。4 的 中 心 C 是 由 4 中 那些 同 4 的 一 切 元 可 交换 的 元 
组 成 的 集 。 证 明 ，C 是 4 的 可 交换 的 子 代 数 。 


7.7 Banach 代数 的 进一步 的 性 质 


我 们 指出 一 个 有 趣 的 事实 ， 本 章 前 几 节 中 的 某 些 结果 和 证 明 
可 以 推广 到 Banach 代 数 上 去 。 


1.7-1 ER) ” 设 4 是 具有 单位 元 e 的 复 Banach 代数 ， 
如 果 xE4 满 足 Txj<1， 则 e-x 是 可 首 的 且 


(1) (e-M"=er),x. 
Jet 
wi, BF (6) RA, SI. BR Iel<ı, FR 
Eikka. Kit, (1) 中 级 数 绝对 收 仿 。 因 为 4 完备 ， 故 级 数 收 
伍 ( 见 2.3 节 )。 命 赔 表 示 其 和 ， 我 们 证 明 S=(e-x)". HRH 
A 
(2) (er) (e 十 YX 十 … 十 Xz) 一 (e 十 Y 十 … 十 Xa) (e—x) 
=e— xt, 
现 命 4->co， 因 x 之 1， 故 x”*!->0。 (2) 式 给 出 
(e-x)S=S(e—x)=e, 


ie 377 *- 


因为 ， 在 A 中 乖 法 是 连续 的 。 因 此，S = (e 一 Xx) "! 且 (1) 式 成 立 量 


具 给 定 的 单位 元 e 的 复 Banaach 代数 4， 可 以 考察 4 的 一 切 可 
逆 元 组 成 的 子 集 G。 因 为 G 是 一 个 群 ， 故 以 G 表 示 之 。 
事实 上 ，eEC， 如 果 xEC， 则 x-! 存在 ， 因 (x-0 ~"! 二 x， 故 
2 在 C 中 。 而 且 ， 如 果 x，2EG， 因 为 ix: 是 xby 的 道 ， 
(xy) (ix =x (yy) e = xer me, 
RUM, (yx!) (xy) =e， 故 xyEG， 
我 们 证 明 G 是 开 集 ， 


7.7-2 定理 (可 逆 元 ) 设 A 是 和 揽 Banach 代 数 具 具有 单位 元 ， 
则 -4 的 一 切 可 逆 元 之 集 G 是 4 的 一 开 子 集 ; 因此 ，44 的 一 切 不 可 
六 元 组 成 之 子 集 杂 王 4-C 是 闭 的 。 

证 明 。 命 %EG， 必 须 证 明 每 个 充分 接近 x 的 xE€A， 比 如 说 


lz- < Try 
属于 G。 设 y==x5:x，z 二 e 一 y， 利 用 上 节 中 的 (8) 式 得 


zl=1—zl=ly—el=|x" x—x-lxl 
= [x7 (=) I<1r lx ext <1. 


T&lzl<i, 由 7.7-1 Ale-z A. Kl, e—z=yEeG. 因 
为 ，G 是 群 ， 亦 有 


xy= xx XEG. 


BRnECRERN, AUEMNCRFN, KRAMER A 


参考 定义 7.6-6， 我 们 定义 元 xE.4 的 谱 半 径 ro (%) 为 
(3) ro (x) =supl4), 
A€oCx) 
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并 证 明 


1.1-3 定理 (说 ) ” 设 A 是 具有 单位 元 。 的 复 Banach 代数 ， 
则 对 任 一 xE4， 谱 c (x) 是 紧 集 ， 谱 半径 满足 

(4) re (x) <l]. 

证 明 。 如 果 141 之 4x|， 则 147'x1<1l， 于 是 由 7.7-1,6 一 人-'% 
EUER. Alb, —A (e 一 1!x) = 二 x 一 he 也 是 可 递 的 , 于是， 
hEp (x) 。 这 就 证 明了 (4) 式 成 立 。 

因此 ，c(x) 是 有 界 的 。 我 们 用 证 明 p (%) =C 一 oc (x) 是 开 的 
来 证 明 c (x) 是 闭 的 。 

如 果 heEp (2), 则 按 定 义 x 一 4e 可 逆 。 由 7.7-2， 存在 % 一 
he 的 一 个 邻 域 NCA， 全 由 可 北 元 组 成 。 现 固定 x， 映 象 Ax 
he 是 连续 的 。 因 此 ， 对 充分 接近 Ay 的 4, 比如 说 ， [å4— À | <8 
(6>0) 的 一 切 元 x 一 4e 落 于 六 中 。 于 是 ， 这 些 x 一 4e 是 可 道 的 ， 这 
即 是 说 ， 相 应 的 4 是 属于 p(x) N. 因 hEp(%) 是 任意 的 ， 故 
PERF, Mol) =C-p)RAN. 


定理 证 明了 p(x) 天 W。 我 们 也 有 


?7.7-4 定理 ( 谱 ) 在 前 一 定理 的 假设 下 ，c(x%) rd. 
wi. RA, uep) iA 
v (å) == (x—A0)" ‚w=(u—A)u(A), 
则 x—ue=x=e — (u-A)e= (x—4e) (e =w). 
两 端 取道 
(5) vw) (e—w) ~u (à). 


现 利用 此 公式 。 设 4 充分 接近 4， 以致 joj< 土 ， 则 由 (1) 式 


«379 ， 


CO 


IKe-w) "-e-wi=1)_wl 


Im? 


<lo- E<, 
由 此 及 (5) 式 
to (a) - (4) — (aA v(A)*]=]e-w) toll) — 
(e+w) oA) ILIA (ew -~ (etw) i 
L2 A 
u AF aA, 因此， 用 | 一 放 除 不 等 式 且 命 -ji A 
lei nA, Ai 故 


(e) uw >o) 


这 点 在 下 面 要 用 到 ， 

ESEA’, A'R 是 4 的 共 饥 空间 ， 亦 考 虑 为 Banach 空 间 ，。 定义 h， 
p(x) >C, hA)=f U). AH, f 是 连续 的 ， 于 是 ，h 是 连续 
的 。 应 用 /于 (6) 式 ， 于 是 得 
lim BD 60)), 


-> 
这 证 明 h 在 p (x) 的 每 一 点 处 是 全 纯 的 。 
如 果 o (x) RER, 则 p(x) 二 C。 于 是 ， hh 是 整 函 数 、 因为 
v= 一 41(e 一 全 1%) ~ H le-A'x)"">er'=e (|A| >), RM 
得 


(7) lOW1=1f 0) ISIA I= 
=[f Iyl e- g9 >o 


(Al>o). 这 就 证 明了 /三 C 上 有 界 ， 因 此 ， 根 据 Liouville 定 埋 
. 380° 


( 见 7.5 节 )，h 是 常数 ， 且 由 (7) 式 ， 此 常数 为 0。 因 为 /EA' RE 

BH, h (办 二 / (o(1)) 一 0， 由 43-44& v(A)=0. HABT 

能 的 ， 因 为 ， 这 将 意味 着 : 
lel=1(x—Ae)v(A)i=10l=0 

这 与 je1 =1 发 生 了 矛盾 。 因 此 ，c (x) 一 4 不 可 能 成 立 ， 


单位 元 e 的 存在 性 是 我 们 讨论 中 不 可 缺少 的 。 在 许多 应 用 中 。 
4 可 能 有 单位 元 ， 也 可 能 没有 单位 元 。 在 此 情况 下 ， TARTE 
的 典型 方式 赋予 4 一 个 单位 元 ， 
设 有 是 一 切 有 序 对 (x,a) 之 集 ， 这 里 ，xE.4， Hark. 定义 
(x,a) +(y,9=(x+y,a+ß) 
P(x,a) = (bx, Ba) 
(x,a) (y,P) = (xy +ay t+hx,ap) 
| (x,a) 1=1x1+|lal 
e=(0,1). 
则 有 是 具有 单位 元 SE 的 Banach 代 数 。 事实 上 在 ?7.6 节 中 的 (1) 至 
(3) 式 及 (6)，(7) 式 是 容易 验证 的 ， 而 完备 性 从 4 和 C 得 出 。 


mE, Reo- (x,0) 是 4 到 和 的 一 . ' 个 子 空间 上 的 同 构 《两 者 
都 视 为 赋 范 空间 ) 。 此 子 空间 有 余 维 数 1， 如 果 将 x 与 (>, 0) 等 
. 同 ， 则 六 由 #4 简单 地 加 上 一 个 由 8 产生 的 一 维 向 罩 空 间 而 得 到 。 


习 MR 
1。 如 果 ix 一 el<1， 证 明 ，x 是 可 道 的 且 
xl-6 十 》 ex)’ 


ft 


2。 证 明 ， 在 定理 7.7~1 中 ， 
e Sl oi 


. lxi]? 
Kerzen sis la 
3。 RT Ay Elux ER, x-y ETAR, EINER 
a6.4， 记 a"=e 则 有 


Eee), 


j= 
4. 证 明 ， 形 如 
a P 
[a] 
之 一 切 复 矩阵 之 集 构 成 一 切 复 ?X 2 矩阵 的 代数 之 子 代 数 ， 并 求 c(>)， 
5 应 该 注意 ，Banach 代数 .4 的 元 x 的 谱 ol) 依赖 于 4。 素 实 上 试 证 
明 ， 如 果 甩 是 4 的 一 子 代 数 ， 则 5(x) 一 (xz)， 这 里 ，5(x) 是 将 x 视 为 中 的 元 
iM. 
6. Mrd, neo), ER, REDE 
ul) vlh)=(u-A)vulu)uch), 
ZH, v(ÄA)=(x-Ae)-i, 
?了 。 可 除 代数 是 具有 单位 元 的 代数 并 使 每 一 非 零 元 可 北 。 如 果 ， 复 
„Banach 代数 4 是 可 除 代 数 ， 证 明 ，.4 是 单位 元 的 一 切 数量 倍 组 成 之 集 。 
É, 设 G 与 7,7-2 中 所 定义 的 一 样 。 证 明 ， 由 3x"! 确定 的 映 象 G 一 G 
是 连续 的 。 
9。 一 元 xE4 的 左 递 是 指使 WVx 亚 e 的 元 JE4。 类 似 地 ， 如 果 ，xz 一 e， 
TR 4 做 x 的 右 道 。 如 果 代 数 .4 的 每 一 元 x 二 0 有 左 逆 ， 证 明 ，4 是 可 除 代 
$. 


10. 如 果 (%,) 和 (Us) 是 典范 代数 《4 中 的 Cauchy EA, 证 明 ，(xayn》 是 
Amk Cauchy jE z], HR, RR Y, 证 上 明 ，xnV 一 xy。 
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第 八 章 


赋 范 空间 上 的 紧 线 性 
算 子 及 其 谱 


紧 线 性 算 子 在 应 用 中 是 非常 重要 的 。 比 如 在 积分 方程 理论 和 
各 种 数学 物理 中 ， 它 们 起 着 重要 的 作用 。 

紧 线 性 算 子 理论 可 作为 早期 沁 函 分 析 的 一 种 模式 。 它 们 的 性 
质 非 常 类 似 有 限 维 空间 上 的 算 子 的 那些 性 质 。 对 于 紧 线 性 算 子 ， 
谱 论 可 以 加 满 地 将 线性 积分 方程 的 Fredholm 的 著名 理论 推广 到 
具有 参 变 数 4 的 线性 汉 函 方程 Tx 一 4x=y 上 去 ， 这 个 推广 了 的 再 
BA Riesz-Schauder Mig, W, F.Riesz-1918 和 J, Shander- 
1930。 


主要 内 容 方向 摘要 

线性 算 子 的 紧 性 〈 定 义 8.1-1) 由 积分 方程 已 提示 出 来 ， 
它 具 有 Fredholm 理论 中 的 基本 性 质 , 我 们 将 在 8.1 节 和 8.2 节 于 讨 
论 紧 线性 算 子 的 重要 的 一 般 性 质 ,在 8.3 节 和 8.! 节 中 讨论 谱 人 性 质 。 
Riesz-Shauder 理论 是 以 8.3 节 和 8.4 节 为 基础 的 ， 关 于 算 子 方程 
的 结果 ， 陈 述 在 8.5 节 和 8.7 节 中 ， 这 里 ， 在 8.7 节 中 还 包含 了 对 
积分 方程 的 应 用 。 

. 583 > 


8.1 赋 范 空间 上 的 紧 线 性 算 子 
紧 线 性 算 子 定义 如 下 。 


8.1-1 定义 《 紧 线性 算 子 ) 4X, 了 是 赋 范 空间 ， 算 子 了 : 
六 > 了 叫做 紧 线 性 算 子 〈 或 全 连续 算 子 ) ， 如 果 了 是 线性 的 且 对 


每 一 有 界 集 MCX，T(M) 是 相对 EE, DRETMERM 
〈 见 定义 2.5-1) 。 

分 析 中 的 许多 线性 算 子 都 是 紧 的 。 紧 线性 算 子 的 系统 理论 是 
从 形 各 

(1) (T-ADa() =y, RE, Tx(s) =| K (st)x(0) di 


的 积分 方程 理论 中 提出 来 的 ， 其 中 ，4EC 是 参数 四, y 和 核 K (e,t) 
是 给 定 的 函数 《满足 一 定 的 条 件 》，x 是 未 知 函 数 。 这 种 方程 在 常 
微分 方程 各 偏 微分 方程 理论 中 也 起 着 作用 。D.Hitbert (1912) 发 
狐 了 一 个 意 想 不 到 的 事实 ,关于 (1) 式 的 可 解 性 的 基本 结果 (“Fre- 
dholm 理 论 ”) 不 依 束 于 (1) 式 中 了 的 积分 表达 式 的 存在 ,只 依 闲 于 
人 1) 式 中 的 了 是 紧 线 性 算 子 这 一 事实 .了 .Riesz (1918) 在 他 的 著名 
的 1918 年 的 论文 中 将 Fredholm 理 论 抽 象 地 公理 化 (我 们 将 在 8.7 
节 中 考察 积分 方程 ) 。 

“ 紧 性 ”一 词 以 定义 的 方式 提 了 出 来 、 旧 名 词 “ 全 连续 ” 则 
可 以 由 下 述 引 理 谤 导出 来 ， 并 证 明了 紧 线性 算 子 是 连续 的 ， 但 其 
道 常 通 是 不 真 的 。 


© 我 们 假设 1=0, 则 称 (1) 式 为 第 二 型 的 ，1==0 时 ， 叫 做 第 一 型 的 ， 两 种 方程 相 
应 的 理论 差别 很 大 .少数 几 名 话 不 可 能 说 明 其 原因 ; 见 R.Couraat 和 D.Hilbert (1953— 
62) 1, ，P.159. 引 入 参 变数 /是 芷 ,Poincare 的 思想 人 1896)。 


“384 ， 


8.1-2 引 理 《连续 性 ) ”设计 ,了 是 赋 范 空间 ， 则 
(a) “每 个 紧 线 性 算 子 人 :X-> 了 是 有 界 的 ， 因 此 是 连续 的 。 
(b) 如果 dim X=, BEATIA>X RERI (BR 
连续 的 ) 。 
EH: (a) PARMU 一 {xEX 1 一 二 是 有 界 的 。 因 为 卫 是 
紧 的 ， 故 了 (加 是 紧 的 。 由 2.5-2， 它 是 有 界 的 ， 于 是 
sup17 xi< 十 ce， 


因此 ， 了 是 有 界 的 ， 且 由 2.7-9 证 了 明 nEaN. 

(b) SR, EERNBRM=LKEX IT LEARE dim 
X=o, 12.5583 MEFR, TÆ, I(M)=M= M RR 
对 紧 的 ， 


由 集 的 紧 性 定义 (2.5-]), 易 得 算 子 紧 性 的 一 个 有 用 的 判别 法 。 


8.1-3 ”定理 ( 紧 性 判别 准则 ) 1X, Yami, T: XY 
是 线性 算 子 ， 则 了 是 紧 的 当 且 仅 当 映 中 每 一 有 界 序列 (ta) 为 了 
中 具有 收敛 子 序列 的 序列 。 

证 明 。 如 果 人 是 紧 的 ，(xa) 是 有 界 的 ， 则 (Tx) Æ Y 中 的 闭 
包 是 紧 的 ， 定 义 2.5-t 证 明 (7x) 含 有 收 伍 的 子 序列 。 

反之 ， 设 每 一 有 界 序列 (xs) 含 有 子 序列 (xm) BET En) 在 了 中 
收 化 .考察 任意 有 界 子 集 B 呈 XX， 设 (yw) 是 T(B) 中 的 任 一 序列 , 则 
yn 一 了 xsn 对 某 个 xnEB， 且 因 B 有 界 ， 故 (Xn) 有 界 。 按 假设 ，(Txn) 
含有 收敛 的 子 序 列 。 IH (ya) ETB) 中 任意 的 序 列 ， 由 定义 
2 ,5-1, 因 此 ， 克 (万 是 紧 的 , 按 定义 ， 这 表明 了 是 紧 的 。 


由 此 定理 ， 几 乎 显然 地 ， 二 紧 线性 算 子 了: X>Y 的 和 人 ,十 
TERK (见习 题 2) 9 AU, aT ERK, 4 是 数 。 因此 ,有 
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下 列 结果 。 
从 直到 了 中 的 紧 线性 算 子 构成 一 向 量 室 间 。 
另外 ;定理 8.1-~3 还 蔓 含 了 有 限 维 空间 中 某 些 更 为 简洁 的 结果 。 


8,1-4 定理 (有 限 维 定义 域 或 值 域 ) EX, YERKEM, 
T:X>YZ2SERT, W 

() 如 果 了 是 有 界 的 且 dim7 (4)<ce， 则 算 子 了 ER 

() ME dim X<, WETTERM. 

ER. () 设 (xs) 是 六 中 任意 有 界 序列 ， 则 不 等 式 ] 了 Tx, 上 < 
ITLAR (Tx。) 是 有 界 的 ,因此 ， 由 dim7 (X) 之 oo, 按 2.5-3， 
(Txa) 是 相对 紧 的 . 于 是 (Txs) 有 收敛 子 序列 。 因 为 (xs) EX ME 

意 有 界 序列 ， 按 8.1-3 算 子 7 是 紧 的 。 
注意 ,由 2.7-8,dim 久之 co 蕴含 T 的 有 界 性 ， 并 由 2.6-9 
(b) AdimT (XX) <<dimX， 于 是 从 (0) 得 出 (6)。 


RULE, —ATTEB(X,Y),dimT(X)<ooL 81-4] 
常常 叫做 有 限 秩 的 算 子 ， 

下 面 的 定理 建立 了 紧 线 性 算 子 序列 的 极限 是 紧 线 性 算 子 的 条 
件 。 读 定理 也 是 用 紧 线性 算 子 序列 的 一 致 算 子 极限 去 证 明 给 定 算 
子 的 紧 性 的 重要 工具 。 


8.1-5 定理 ( 紧 线性 算 子 序列 ) R(T.) 是 从 赋 范 空间 到 
Banach 空 间 Y 中 的 紧 线 性 算 子 序列 ， 如 果 (Ta) 是 一 致 算 子 收敛 
的 ， 比 如 说 ，17, 一 了 I>0( 见 4.9 节 ) ， 则 极限 算 子 T 是 紧 的 。 

证 明 。 采 用 “对 角 线 方法 ”，、 我 们 证 明 ， 对 关中 任 童 有 界 序 
I) (Xm) BBTS 有 收敛 子 序 列 ， 然 后 应 用 定理 8,1-3。 
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因为 是 紧 的 ，(X%m) ATEA A,n) 使 (TX,m) 是 Cauchy 
序列 ， 类 似 地 ，(%i,m) ETEF (x, m) 使 人 Taxa,m) 是 Cauchy 序 
列 ， 继 续 这 一 方法 ， 得 “对 角 线 序列 ”(ym) = (xm,n) 是 En) 的 
子 序列 ， 使 得 对 每 个 固定 的 正 整数 4, 序列 (Taym) men 是 Cauchy 
序列 , (xm) PARR, EMN, mt <c, im A, al< 
0, 对 一 切 m。 设 e>0， 因 了 。->7 了 7， 存 在 n==p, 使 IT 一 Ts 过 ef/3c， 
W (Trym) mon 是 Cauchy 序列 ， 存 在 六 使 

Tys— Ty <e/3 (GRN) 

因此 ， 当 j ,>N 时 得 

ITys—Tyl<ITy,— Ty + 1Ty— Ty + 

HTT yT ~ Th yd +e/3 +1T:—T1- lya 


€ € e 
< rtst a ‘ee 


这 就 证 明了 (Tys) 是 Cauchy FALAY ZA, WEAKER (ym) 
是 任意 有 界 序列 (xm) 的 子 序 列 ， 定 理 8.1-3 昔 合算 子 了 的 紧 人 性 .县 


注意 ， 本 定理 如 果 用 强 算 子 收敛 17。x 一 Tx1->0 代 符 一 致 算 
子 收 敛 是 不 正确 的 ,这 可 以 从 TP 了 Pz 1 Tax (E 0 ,62,0,0°) 
EH, QE, x= (5y) ER, 因为 ,7 是 线性 的 且 有 界 ,由 8.1-4(o)， 
7 ,是 紧 的 .显然 ，7。x~x=7x， 但 了 不 是 紧 的 ， 因 为 ，dim =oo 
(N8,1-2(b)) . 

TRRATRANNERRERENNTIER. 


8.1-6 例 《空间 8) 证 明 7 的 紧 性 ， TıP>P, yA Tr, 
这 里 ，7yaeeyA， jmi, 2, 
ffs TÆRER, mExa (E)E, My= MERET P> 


Tax=( £$, Sn, En ‚0,0,), | 


n 


了 ,是 线性 有 界 的 ， 由 8.1-4 (a) D 了 是 紧 的 而 且 有 


A 


jmnt+l 


对 范 数 为 1 的 一 切 x 取 上 确 界 ， p 


IT-T <; 


因此 ，7 ,~ 了 .由 定理 8.1-5 知 7 是 紧 的 。 


紧 线性 算 子 的 另 一 个 有 趣 的 基本 的 性 质 是 它 变 弱 收 剑 序 列 为 
强 收 全 序列 ， 


8.1-7 ERBE) QX YEREZN, T: 下 -> 了 是 紧 
线性 算 子 , 设 (xs) 在 X 中 是 弱 收 敏 的 ， 比 如 说 ，xo 一 -x, 则 (7x》 
在 中 是 强 收敛 且 航 限 y 一 Tx。 | | 

证 明 。 记 yo 一 了 x,，4# 一 7x .首先 证 明 


(2) yay; 
后 证 明 
:{3) Ys >y. . 
设 g9 是 上 任意 有 界线 性 泛 函 ,在 不 上 定义 泛 函 A 
f(z) =g(72) , | (zEX), 


f 是 线性 的 ,因为 7 是 紧 的 ， 因 此 有 界 ， 故 ] 是 有 界 的 ， 且 
IF =la TAIKI ATAK Tiele 
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BEN nal) >10) ,因此 ,由 定义 g(Txas) ->g(To) 
即 是 g(ys) ->9(y) , 因 g 是 任意 的 ， 这 就 证 明了 (2) 式 。 
现在 证 明 (3) 式 , 设 (3) 式 不 成 立 ， 则 (ys) ATEA Un) tE 
(4) lyn—yi >n, 
HRADOK (x) BeA, H 4.8-3(0), (Cn) 是 有 界 的 ， 于 是 
(Sn) 也 有 界 . 现 由 8,1-3，T 的 紧 性 蕴含 (Txn,) 有 收敛 的 子 序 列 ， 


比如 说 ， (gj , 设 和 > 当然 5/ 一 > 由 (2) 式 及 4.8-3(b)， 因 
此 ， 了 =y。 因 而 15 一 i>0， 但 由 (4) 式 ，|9; 一 证 之 1>>0。 这 一 
牙 盾 证 明 (3) 式 必定 成 立 , MI 


习 题 


1， 证 明 ， 任 何 赋 范 空间 上 的 零 算 子 都 是 紧 的 。 
2, 如 果 T 和 7 是 从 赋 范 空间 和 到 赋 范 空间 了 中 的 紧 线性 算 子 , 证 明 ， 
T+ 了 :是 紧 线 性 算 子 ,证 明 ， 从 到 Y 中 的 紧 线 性 算 子 构成 B(X,Y) 的 一 子 
ZEC, Y), 
3. MRYRBanachzja, EA, Jap pC, YRR, YA 
子 集 。 
4, 如 果 了 是 Banach 空 间 ， 证 明 ， 习 题 ? 中 的 C(XX, 了 ) 是 Banach 空间 。 
5. 在 正文 中 已 证 明 ， 如 果 用 强 算 子 收敛 来 代 关 一 致 算 子 收敛， 定理 
8.1-5 是 不 正确 的 。 试 证 ， 用 以 证 明 上 述 结论 的 算 子 7, 是 有 界 的 。 i 
6， 值得 注意 的 ，83.1-~i 中 的 条 件 可 以 减弱 而 不 影响 紧 线 性 算 子 这 一 概 
ARKE A, REATI: XY(X，, 了 是 赋 范 空间 ) 是 紧 的 当 握 仅 当 
单位 球 及 CX 之 像 T(M) 在 由 是 相对 紧 的 ， 
7. WH, REATI: XXE 是 紧 的 当 且 仅 尖 对 范 数 不 超过 1 的 每 一 向 
是 序列 (xn)， 序 列 (Txs) 有 收敛 子 序 列 。 
8， 如 果 z 是 赋 范 空间 关中 之 一 国定 元 且 SEX’, 证明， 由 Ts=f(x)a 
定义 的 算 子 T,X 一 久 是 紧 的 ， 
9。 如 果 六 是 内 积 空间 ， 证 明 ， 对 转 定 的 y 和 #，7%=<w,W# 定义 了 所 
上 的 一 紧 线 竹 血 子 。 
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10. &Y&BanahzaBT.:X-Y, n=1,2,- ZIBRAT. MR 
《TW 是 一 致 算 了 收敛 的 ， 证 明 ， 极 限 算 子 是 紧 的 。 

11. 证 有 明 ，Hilbert 空 间 态 到 恕 的 有 限 维 子 空 间 上 的 投影 是 紧 的 。 

12. WA, HTx=y=(n), m=i EXT, Berk. 

13. ER hys (Ta, m= EXT, Pel, Ko 是 紧 
的 。 

14。 EB, Hy=(m)=Tr,n=E/ERHT, PAPER. 

15。 (HERR) .MET:X-YRKBZWÄRKRENY 中 的 连续 
映 象 ， 证 明 ， 相 对 紧 集 4CXX 的 象 是 相对 紧 的 。 


8.2 紧 线 性 算 子 的 进一步 的 性 质 


在 本 节 中 ， 我 们 证 明 ， 赋 范 空间 上 的 紧 线性 算 子 有 可 分 的 什 
城 及 紧 共 轰 算 子 。 在 下 节 一 开始 的 紧 线性 算 子 的 谱 论 研究 中 ， 需 
要 用 到 这 些 性 质 。 

我 们 的 研究 依据 两 个 与 集 的 紧 性 相关 的 有 趣 的 概念 。 


8.2-1 EX(E-A, 2HR) 设 8 是 度量 空间 X 的 一 子 集 ， 
,之 0 是 给 定 的 正 数 。 集 M, 于 X 叫 做 有 的 e 一 网 ,如 果 , 对 每 一 点 zEB， 
存在 M, 中 的 点 其 到 z 的 距离 小 于 e. 集 已 叫做 全 有 界 的 ,， 如果 对 每 
个 e>0 都 存在 B 的 有 守 e 一 网 M,CXX, 这 里 ，“ 有 穷 ”表示 放 , 是 有 
穷 集 ( 即 售 有 限 多 个 点 ) D i 


区 而 ，B 的 全 有 界 性 意味 着 ， 对 每 个 给 定 的 。>0， 集 日 含 于 
有 穷 多 个 半径 为 的 开 球 之 并 中 ， 

从 下 面 风 在 本 节 的 证 明 中 起 关 刍 作用 的 引 理 ， 可 以 看 出 这 风 
概念 的 意义 和 作用 。 


8.2-2 引 理 (全 有 界 性 ) 设 B 是 度量 空间 下 的 子 集 ， 则 
1390 + 


(a) ”如 果 B 是 相对 紧 的 ， 则 B 是 全 有 界 的 ， 

O ”如果 B 是 全 有 界 的 且 关 是 完备 的 ， 则 B 是 相对 紧 的 ， 

O “如果 互 是 全 有 界 的 , 则 对 每 个 e 之 0, 有 有 穷 e 一 网 M ,CDB。 

(d) ”如 果 B 是 全 有 界 的 ， 则 8 是 可 分 的 。 

证 明 ，(a) 设 8 是 相对 紧 ， 证 明 ， 任 意 固定 eo>>0， 存 在 8 的 有 
穷 ee 一 网 .如果 B= 中 则 中 是 8B 的 se 一 网 , mMEBAO, EREB, 
如 果 d (xi ,z) 之 eo， 对 一 切 z€B， 则 {%4} 是 8 的 eo 一 网 。 否 则 ， 命 
xEP， 且 使 d(x xz) 之 80 ,如果 对 一 切 z€EB 

(1) d(x,,2)<e, (j=1 或 2) 

划 {%,x2} 是 如 的 一 个 8 一 网 .否则 ， 设 2 二 XEB 且 不 满足 (1) 式 ,如 
于 对 一 切 zEB 

d(x,,2)<e, (=1,2,%3), 
Wir, ,xs} 是 五 的 一 个 go 一 网 。 否 则 ， 又 可 以 选择 一 个 xE 召 ， 等 
等 我们 断定 存在 一 个 正 整数 *， 使 其 xs 步 之 后 而 得 到 的 集 {x…， 
Xx} 是 忆 的 一 个 go 一 网 ,事实 上 ， 如 果 这 种 n 不 存在 ， 则 可 以 构造 出 
一 序列 {zi} 满足 

d (x4, %6) >E GÆR) 

BR, C) 没有 Catchy 子 序列 。 因 此 ，(x1) 不 可 能 存在 在 元 中 收 
伍 的 子 序 列 ， 这 就 与 了 的 相对 紧 性 矛盾 ， 因 为 ， 由 构造 法 知 (x) 
为 B 中 的 点 列 , 因 此 ， 必 有 8B 的 有 穷 s 一 网 , 因 eo>>0 是 任意 的 ， 故 B 
是 全 有 界 的 。 

(6) 设 8 是 全 有 界 的 ,性 是 完备 的 。 考察 8 中 的 任意 一 序列 
(xs) ,并 证 明 它 在 X 中 有 收敛 的 子 序 列 ; 于 是 玉 是 相对 紧 的 。 按 假设 
对 ==1,B 有 一 有 限 的 e 一 网 ,因此 ，B 含 于 有 穷 多 个 半径 为 的 开 
球 的 并 中 。 从 这 些 球 中 取 一 个 球 ， 使 妃 含 有 (xs) 的 无 限 多 个 项 。 
设 (x1,s) 是 在 B, 中 的 (x%,) 的 子 序列 ,类 似 地 ， 接 假设 ，B 也 含 六 有 
限 多 个 半径 为 1/2 的 开 球 之 并 中 。 从 这 些 球 中 又 取 一 球 B,， 瑟 :会 
ATEN sm) 的 一 子 序列 (xm)， 继续 这 一 过 程 ， 取 e=1/3， 
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1/4, HEY =n, n MINSE-BENDO, BEIN URIE 
€), ER yno N 时， 一 切 yn 都 在 一 个 半径 为 e 的 球 中 。 因此 ， 
(ya) Æ Cauchy 序列 ,因为 文 是 完备 的 ， 故 (yj) 在 久 中 收 伍 ， 比 如 
说 ，yn>yEX ,又 ，ynEB 葡 含 VEB .其 次 ， 按 闭 包 的 定义 ， 对 正中 
的 每 一 序列 (zs) 存在 B 中 的 一 序列 (x,) 满足 gd (x ,zo) 志 1/n， 对 每 
个 n 成 立 , 因 为 (xs) 在 8B 中， 它 有 一 子 序列 在 了 中 收 化 《如 刚才 所 
证 明 的 ) .因此 ，(zs) 也 有 一 子 序 列 在 互 中 收敛 〈 因 为 d (Xxx, Zn) 
1/n) ,于 是 是 紧 的 ， 故 B 是 相对 紧 的 。 

() B= 中 时 是 显然 的 . 命 B 闫 中. 按 假设 ， 对 给 定 的 a>0， 
存在 B 的 有 限 e 一 网 MeiCX， 这 里 ， a=e/2, Wit, 8 含 于 有 限 
多 个 以 Mei 中 元 为 中 心 ，a 为 半径 的 开 球 的 并 中 。 命 B, B, 是 
那些 同 B 相 交 的 球 ，%1,… ,Xn 是 它们 的 中 心 。 选 择 点 zeBNB, 
E83, WM. ={2,, e ,zn} 叶 B 是 B 的 e 一 网 , 因为 ， 对 每 个 2€B， 
存在 一 个 BJ 含 z， 且 

d(2,2,)<d(z,x,) +d (x;,2)) <e, ta =e. 


图 63 ” 引 理 8.2-2(c) 部 分 证 明 的 示意 图 


. (d)” 设 B 是 全 有 界 的 ， 则 由 (c)， 集 8 含有 自己 的 一 个 有 穷 。 
一 网 MJr， 这 里 ，e 二 en 二 1/n，n 一 1,2,…。 所 有 这 些 网 之 并 导 是 
可 数 的 ，M 在 8 中 秽 密 .事实 上 ， 对 任 给 的 e>>0， 存 在 这 样 的 #8， 
使 11#<<s， 因 此 ， 对 任意 zEB， 存 在 0E€M1/nCM， 使 d(z,0) <e， 
这 就 证 明了 B 是 可 分 的 。 目 
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全 有 界 性 蕴含 有 界 性 ， 其 道 一 船 不 成 立 。 

事实 上 ， 第 一 个 结论 几乎 是 显然 的 。 激 第 二 个 结论 即 得 ， 如 
果 注 意 团 单位 球 U 二 {xijxl<1}CP 是 有 界 的 ， 但 不 是 全 有 界 
的 。 因 为 ， 玉 是 无 限 维 的 且 完 备 的 ， 于 是 U0 不 是 紧 的 《 见 2.5-5)， 
因此 ,由 8.2-2(b) 不 是 全 有 界 的 。 

引 理 8,2~2 所 包含 的 那些 性 质 ， 在 以 后 的 研究 中 是 必须 的 ,其 
他 一 些 性 质 虽 然 有 趣 但 对 我 们 的 目的 来 说 不 是 必须 的 将 陈述 于 习 
题 中 ， 特 别 ， 见 习题 2 到 4， 

应 用 引 理 ， 现 在 易 证 下 面 的 定理 。 


8.2-3 定理 ( 值 域 可 分 性 ) 紧 线 性 算 子 T:X->Y 的 值 城 
迈 (T) 是 可 分 的 ， 这 里 ，X,Y 是 赋 范 空间 ， 

证 明 。 考 察 球 B, 二 B(0,1)CX， 因 为 了 是 紧 的 ， 值 域 Cs 一 
TT(B,) 是 相对 紧 的 ， 按 引 理 8,2-2，C4 是 可 分 的 ,任何 元 xEX 的 范 
数 是 有 限 的 ,于 是 ,对 充分 大 的 xn， 有 上 中 之"。 因 此 ，x€B,， 因 而 


(2) OX=UB, OT) = ÜT (Ba) = Ü Ca 
因 Cs 是 可 分 的 ， 它 有 可 数 移 密 子 集 D,， 其 并 
是 可 数 的， 故 (2b) ERDEMRRT)-T RAE. A 


在 下 一 定理 中 ， 我 们 证 明 在 赋 范 空间 XX 上 的 紧 线 性 算 子 可 以 
延 拓 到 六 的 完备 化 空间 上 ， 延 拓 算 子 是 紧 线性 算 子 ，。 


8.2-4 ”定理 ( 紧 延 拓 ) ”由 赋 范 空间 六 到 Banach 空间 Y 中 的 
紧 线 性 算 子 :大 -> 了 具有 紧 线 性 延 拓 至， 六 -> 了 ， 这 里 ,发 是 天 的 
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完备 化 (M2.3-2) . 

EN. TUUAHXEXRTEH, NEE2 3-2 AÄAHTEE 
界 的 〈 见 8.1-2)， 故 它 上 共有 有 界线 性 延 拓 下 :六 -> 站 ， 见 '2.7-11。 
我 们 证 明了 的 紧 性 蕴含 7 也 是 紧 的 。 为 此 ， 考 察 六 中 任 有 界 序列 
(2a), FEB (TE) 有 收敛 的 子 序列 。 

“ 因 羡 在 叉 中 稠密 ， 故 在 XX 中 存在 序列 (xn) ER > 0. ER, 
(xs) 也 是 有 界 的 . 因 T 是 紧 的 ， 故 (Txs) 有 收敛 子 序列 (Txn,) 。 命 

(3) "Txn,>yEY 。 
现 因 。 一 Xx。>0 蕴 含 Xn, 一 Xn, 下 0. 了 是 线性 和 有 界 的 ， 故 它 也 是 连 
续 的 ,于 是 得 〈 见 1.4 一 8) 

Tn —Txn =T (2n — tn) >T0=0. 

HÖR, ARASI noy ,我 们 证 明了 任何 有 界 序列 (如 ) 有 
子 序列 (2w) 使 (2w) 收 化。 由 8.1-3， 这 就 证 明了 不 的 紧 性 。 量 


本 章 末 我 们 将 看 到 紧 线 性 算 子 出 现在 实际 和 理论 上 都 极 重要 
的 一 些 算 子 方程 中 .这 些 方程 的 可 解 性 的 一 般 理论 ， 实 质 上 又 要 
利用 到 伴随 算 子 。 最 关键 的 联系 是 紧 线性 算 子 的 伴随 算 子 本 身 是 
紧 的 这 一 事实 。 下 面 证 明 紧 线性 算 子 的 这 一 重要 人 性质 ， 然 后 ， 在 . 
下 一 节 中 ， 着 手 讨论 这 些 算 子 的 谱 。 


8.2-5 定理 (伴随 算 子 ) 设 T; 久 -> 了 是 线性 算 子 。 如 果 T 是 
紧 的 ， 则 它 的 伴随 算 子 了";V />X/ 也 是 紧 的 ， 这 里 ， 义 , YER 
范 空间 ， 关 /,Y /分别 是 六 ,了 的 对 偶 空间 ( 见 2,10-3)， 

. 证 明 。 考 察 Y/ 的 任意 有 界 集 82， 比 如 说 ， 
ligll<e, Voge€B, 
并 证 明 值 域 T*(8)CX/ 是 全 有 界 的 ， 因 为 2 是 完备 的 ( 见 2.10- 
4), 由 8.2-2(b)， 于 是 T*(8) 是 相对 紧 的 。 
因此 ， 必 须 证 明 ， 对 任意 固定 的 ,>>0， 值 域 T7*(B8) 有 有 穷 
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a Me KATER, HAR 
i . U={x||xI<1,xEX} 
的 值 域 T(U) 是 相对 紧 的 ,因此 ， 由 8.2-2 (a) , T(U) 是 全 有 界 的 。 
从 8.2-2(c) 得 出 ， 存 在 (DU) 的 有 穷 e. 一 网 MCT(U), 这 里 ,el 二 
eo/4c, 这 意味 着 DU 含有 点 x1,…，xn, 使 得 对 每 个 x<EU， 满 足 

(4) ITx-Tx,l<e/t, SET. 

定义 线性 算 子 A:Y/->R” 

(5) Ag=(9(Tx,) "°, 9(TXn)). 
按 假设 9 是 有 界 的 ,由 8.1-2(o) ,了 是 有 界 的 .因此 ,由 8,1-4,4 是 紧 
的 . 因 B 是 有 界 的 ,A(B) 是 相对 紧 的 ,因此 ,由 8,2-2(a) ,4(B) 是 全 
有 界 的 ,由 8.2-2(c) , 它 自 身 含有 一 个 有 穷 cs 一 网 {Ag9,,… ,Agn}， 
这 里 ,es=eo/4, 这 章 味 着 ,对 每 个 gEB 满 足 zI 


— Y 


(8) 1A-Anlı<gen HEPR ax eya 


这 里 ,| 是 R*" 上 的 范 数 , 我 们 将 证 A 
BUT (B), T On) 是 所 要 求 的 T* {a 
的 a 一 网 。 于 是 证 明 完成 。 图 64 定理 8.?-5 证 明 中 的 符号 


从 (5) 式 和 (6) 式 立即 看 出 。 对 每 个 和 每 个 gEB 存 在 一 个 上 使 
得 


(7) IT) (Te) PLE Te) az" 
jel 


=l A-o) i< Le, 
命 xEU 是 任意 的 , 则 存在 一 个 j 使 (4) 式 成 立 。 gEB 是 任意 的 , 则 
存在 一 个 & 使 (6) 式 成 立 , 因 而 对 此 k 和 每 个 j，(7) 式 成 立 。 于 是 ,得 
Jg(Tx) —g (TX) |<] g (Tx) 一 gw) ~ 
+ig(T%) - HT) 1+ MT) - Te) | 
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<lollTx—Txl +e tial- Te 


Eo y £o oe 
<c io T 4 tejo <a 


因为 此 式 对 每 个 xEU 成 立 , 且 按 7T* 的 定义 有 g(Tx) = (T*g)(%)， 
等 等 ， 于 是 我 们 最 后 得 到 
IT*g-T* gl] =sup| (T’(g- m) (x) | 


sup lg(T%) —g(Tx) | <e. 


这 证 肯 { 了 X9 eT XIa ET xB e — A. Ren SER, 
T*( 且 是 全 有 界 的 。 因此 ,由 8.2-2(b)， 它 是 相对 紧 的 。 因为 昌 是 
Y/! 的 任意 有 界 子 集 ， 由 定义 8,1-1， 这 就 证 明了 7T* 的 紧 人 性 . 目 


习 题 


1.。 设 大 是 全 有 界 度量 空间 ， 证 明 ， 每 一 无 限 子 集 yYCX， 有 二 径 小 于 
给 定 的 s>0 的 无 限 子 集 Z 。 

”2。 如 果 度 量 空间 X 是 紧 的 ， 证 明 ，X 是 完备 的 。 EN, ZERKA 
AEE. 

3. 举例 说 明 ， 对 紧 性 而 言 ， 全 有 界 是 必要 的 ， 但 不 是 充分 的 。 

L 证 明 ， 度 量 室 间 XX 是 紧 的 当 且 仅 当 它 是 完备 的 且 全 有 界 的 ， 

5。 如 果 度量 空间 (XX,d) 是 紧 的 ， 证 明 ， 对 任意 e>0， 空 间 基 有 一 个 
有 限于 集 必 ， 使 其 每 一 点 xEX 到 的 距离 8%,M) =inf d(x,y) <e, 


6。 由 7T%=y=(7))， 这 里 ，x=(E7) 且 


n= Ponte, YS lanlo, 


kmt mi kmi 


XETT: Bn, 证明 ，7T 是 紧 的 《利用 8.1-5)。 
7. 证 明 ， 习 起 6 定 义 的 那 种 类 型 的 算 子 构成 B(f, 了 的 一 子 空间 。 EM 
说 明 ， 习 题 6 中 ， 对 于 紧 性 而 言 ， 条 件 是 充分 的 ， 但 不 必要 。! 
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8. 是 否 存在 满 射 的 紧 线 性 算 子 TI 天? 

9. MRTEBA,NMEIERS, TEX 的 无 限 维 子 空间 上 的 限制 能 否 
ERK? 

10. NERIA, EH Alno), h Tx=y=(n), 这 里 ， x 
=(= Ain, EXT h AUINTRERN. 


8.3 MEZRA KAHH TWE 


在 本 节 和 下 一 节 中 ， 考 察 在 赋 范 空间 上 的 紧 线性 算 子 了 : 
半 > 久 的 谱 性 质 , 为 此 目的 ， 我 们 将 再 次 采用 算 子 

(1) Ts=T—A (AEC) 
以 及 如 7.2 节 中 所 定义 的 谱 论 的 基本 概念 。 

紧 线 性 算 子 的 谱 论 是 有 限 乍 阵 的 特征 值 理论 〈 见 7.1 T) E 
接 的 推广 ， 且 在 许多 方面 与 有 限 维 的 情况 相似 。 这 一 点 可 以 从 下 
面 的 8.3 节 和 8.4 节 的 摘要 可 以 看 到 ， 我 们 把 它 安 排 在 这 里 是 为 了 
给 读者 指出 一 个 方向 ， 通 过 对 这 部 分 的 阅读 找 出 学 习 的 门路 。 
在 摘要 中 ， 也 给 出 了 若干 相应 的 定理 (正文 中 ， 它 们 的 里 序 是 按 
证 明 过 程 中 的 相互 依赖 性 而 安排 的 ) 。 

HE. EREZA 共 上 的 紧 线 性 算 子 了 : XX> 久 有 下 列 性 质 ， 

7 的 特征 值 之 集 是 可 数 的 《也 可 能 有 限 或 者 空 ， 见 8.3-1》。 

. 只 有 4=0 才 有 可 能 是 特征 值 之 集 的 聚 点 〈 见 8.3-1) 

每 一 个 谱 值 4 天 0 都 是 特征 值 〈 见 8.4-4) .如 果冻 是 无 限 维 的 ， 
则 0ec(7) ， | 
对 4 尖 0，7 的 任何 特征 空间 的 维 数 是 有 限 的 〈 见 8.3-3) 。 

z0, Tu, Ta, T, ORARE (8.3-3, 
8.3-4) 且 这 些 算 子 的 值 域 是 闭 的 〈 见 8,3-5,8.3-6) 。 

存在 数 r (依赖 于 4， 这 里 ，4 尖 0》 使 

X=N (T) Tı (X) 

(R8.4-5) ， 而 且 ， 零 空间 满足 
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NTD=ENTI)SNTN) = 
而 信 域 满足 
Ti (X) 一 了 和 1 (X) =T (X) = 
(18.4-3) ; mMRr>O, ABER 
NTIENT)IzH-CEN(TD 
和 
了 (X) ET FE) DIOTI! (X) 
成 立 ( 见 8.4-3) . 

第 一 个 定理 是 关于 特征 值 的 ， 它 指出 紧 线 性 算 子 的 点 庶 并 不 
复杂 。 立 刻 会 看 到 ， 这 一 定理 是 非常 有 用 的 。 事 实 上 ， 下 一 节 将 
看 至 ， 紧 线性 算 子 的 每 一 谱 值 4 壮 0 RED 只 可 能 是 特征 
值 。 这 表明 紧 线 性 算 子 的 谱 在 很 大 程度 上 与 有 限 维 空间 上 的 算 子 
的 谱 是 相 仅 的 ， 


8.3-1 定理 (特征 值 ) MEEAXLHRAHRTT:X> 
天 的 特征 值 之 集 是 可 数 的 〈 也 可 能 有 限 或 空 )》 且 仅 可 能 有 一 个 
Rai=0. | 

证 明 . 显然 ， 只 须 证 明 ， 对 每 个 实数 有 0， 一 切 i€0;(7T)， 
4 大和 的 集 是 有 限 的 即 可 以 了 。 

假设 对 某 个 之 0 不 真 。 那 末 ， 存 在 无 限 多 个 互 不 相同 的 使 
lån ike RI WE E A R BI ER An) KT, HET 
sn 所 0。 则 按 定理 7.4-3， 一 切 xa 组 成 的 集 是 线性 无 关 的 。 命 
M,=span{s,, ‚Ant. MEET EM, 有 唯一 的 表达 式 

YX 一 QIX 十 … 十 CnXne 

应 用 了 一 4 及 利用 了 xi 一 /43X%y 得 

(T—-4,N)x=a (AA) + tany (Ani An) Knie 
RIEBE, a 不 再 出 现在 右 端 。 因 此 

(2) (T-AHI)xEMa., HU) x€EM，。 
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EM. RN (RM 2.4-3) Ei Riesz 引 理 2.5~4， 存 在 一 序列 (yn) 使 
ysEMs，ysj=1，1y, 一 4| 之 志 ， 对 一 切 *EMa-s。 
我 们 证 明 
(3) 1Ty, 一 Tynl 之 地 有 (n>m). 


TE, Ak>0, TW)RRRHTREN, STORES, 
因为 ， (ys) 是 有 界 的 。 

用 加 一 项 和 了 减 一 项 的 方法 ， 可 以 表 

(4) 了 Tga 一 Tyn 一 人 ay 一 区 
这 里 K= AYT ynt Tyn, 
设 m<n， 我 们 证 明 XEM。-,。 AI, maii RN, 
ynEMnCMsi=span{%1" ,Xn-1}。 A A TxA A, 
TynEMs-1。 由 (2) 式 

hya—Tys=— (T— Ân) YEM s-i. 

HERZEN... 因此 也 有 x=41'KEMa- TE 

(5 


) May žl= lal lyn} lAa 
1 
>z fo 
(因为 11.|>>i) 。 由 此 式 及 ( 4 ) 式 得 到 ( 3 ) 式 。 因此， 假设 存在 


无 限 多 个 满足 |4s| 之 ho( 对 某 个 如 之 0) 的 特征 值 是 不 正 确 的 。 定 
air. B 


这 一 定理 表明 ， 如 果 在 赋 范 空间 上 的 紧 线 性 算 子 有 无 限 多 个 
特征 值 ， 则 可 以 将 这 些 特 征 值 排 成 一 个 收敛 于 零 的 序列 。 

紧 线 性 算 子 和 有 界线 性 算 子 的 复合 仍然 是 紧 线性 算 子 。 这 一 
有 趣 的 结果 就 是 下 面 引 理 的 内 容 。 它 有 许多 应 用 ， 本 节 将 用 它 去 
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证 明 紧 线性 算 子 的 基本 性 质 ( 下 面 的 8,3-4)。. 


8.3-2 引 理 ( 积 之 紧 性 ) 设 TTI>XERREHT.S:X> 
XERMES X 上 的 有 界线 性 算 子 。 则 TS 和 ST 都 是 紧 的 。 

证 明 , 设 BC-X 是 任意 的 有 界 集 ， 因 为 S 是 有 界 算 子 ， 则 
3 (DB) 是 有 界 集 。 因 为 了 是 紧 的 ， 则 集 了 (S(B)) =TS(B) 是 相对 
zw, Bit, TSERSHAT. 

我 们 证 明 ST 也 是 紧 的 。 命 (x,) 是 匀 中 任意 一 有 界 序 列 ， 
则 由 8.1-3, (T) ARAFE (Txa), EH 1.4-8, (STxn, ) 
Kat. 因此， 由 8.1-3, ST ERE. 


本 章 一 开始 曾 指出 ， 紧 线性 算 子 的 谱 理论 几乎 同 有 限 维 空间 
〈 即 是 有 上限 和 矩阵 的 特征 值 理论 ， 见 7.1 节 ) 的 线性 算 子 的 谱 理 论 
一 样 简单 。 支 持 我 们 的 结论 的 一 个 重要 的 性 质 如 下 。 紧 线性 算 子 
的 每 一 非 等 特征 值 有 有 有限 维特 征 空 间 。 实 际 上 ， 这 一 结论 蔓 含 在 
下 面 定 理 中 。 


8.3-3 定理 ( 零 空 间 ) KT:X-X 是 赋 范 室 间 七 上 的 紧 线 
性 算 子 ， 则 对 每 个 4s0， 和 一 7 一 47 的 零 空 间 NT) EARME 
的 。 

证 明 . 我 们 证 明 外 (7) 中 的 闭 单位 球 朵 是 紧 的 ， 然 后 应 用 
EM 2,5-5. 

(Xn) Æ M 中 之 点 列 。 则 (x。) A R Kag), HH 
8,1-3, (T)ERRKFRF (Tem). MA LEMENT) A S 
Tixa=T x, — Axs =0. FÆ, Iam Txa (K A0). Ri.) 
一 (4 °T 3n) Eki. AM 是 闭 的 ， 其 极限 仍然 在 M 中 。 因 此 ， 
由 定义 2.5-3 及 (xa) 在 寻 中 的 任意 性 知 ，M 是 紧 的 。 此 即 证 明 
T dim N (7T;)<oo( 由 2.5-5) .里 
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8.3-4 jit (Fau) ”在 定理 8.3-3 中 

(6) dimW(T)<oo nel,2, 
和 

(7) I=NTICNTIEN TE 

EA. AT 是 线性 的 ， 故 它 映 0 为 0[ 见 2.6 节 ( 3) 式 ]。 因 
it, Tix=0 HETI x=0, W7) RRL. 

我 们 证 明 (6 ) 。 由 二 项 式 定理 


7 一 (7 一 47)5 一 L(Y n-h 


= (一 作 "+7 ( Ten 


KAMERA 

Tj=w-ul u=-(-A)*, 
RE, u=TS=ST,S 表 前 一 式 右 端 的 和 。 了 是 紧 的 ,又 由 8.1-2 
(a), T RARD, SAR. Bik, H 5 8.3-2, wE E 
的 ， 将 定理 8.3-3 应 用 于 ww 一 pl 得 出 (6) 式 ,. 钙 


现在 我 们 对 紧 线 性 算 子 了 和 任意 的 40 yE Ta, Ti, e 
信 域 。 就 此 而 论 ， 首 先 注意 ， 对 有 界线 性 算 子 而 言 ， 零 空间 总 是 
BREER HA, [N 2.7-10 (b) 及 2.7 节 的 习题 6]， 然 而 ， 
如 果 T 是 紧 的 ， 则 对 每 个 i0, Ta ERER. HTT, 
结论 同样 成 立 。 我 们 首先 对 予以 证 明 ， 对 任 一 nEN， BER 
推广 到 Ti 上 去 将 是 直接 的 。 


”8.3-5 定理 ( 值 域 ) 设 了 :X~X 是 赋 范 空间 XX 上 的 紧 线 性 
算 子 ， 则 对 每 个 A0, T,=T-Al 的 值 域 是 闭 的 。 
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证 明 . AER. RER TA), W He g 
TA. 证 明 思 路 如 下 。 

(a) ZRET (XHA EHE E ETX) HH y, EA 
(TiD KAF ye RINER, ENT), ENT) 包含 有 使 
1%. — zn]<20n 的 序列 (za)， 这 里 ， Ôn 是 xy EIN TAHES. 

(b) ER „>, ZH, „elm—zul. 

(c) 考察 序列 (ws)，uwn 一 ai (xm 一 2)， 我 们 得 到 预期 的 
TB. 

详细 的 证 明 如 下 。 

(0) 设 T,( 久 ) 非 闲 ， 则 存在 yETA(X), vT X). RX 
中 的 序列 (xn ) 使 

(8) „=Tım>y. 

BAT X)ERBZN, 0ETA). AyETıX) TE, y=0. 
RRAS y0 MaN), HERA n Rki, T 
以 假设 对 一 切 # 成 立 。 AH, NTE AH, El NM(Ta)A E 
离 5 是正 的 ， 即 是 


d,=inf Jal >o. 
zeN (T) 


由 inf Ex, FENT) — EA TERT 

(9) üa =| £n Zn) < Edn. 

ur b) 我 们 证 明 

(10) ”oa 一 |xo 一 an->co  (n>co) 

设 (10) 式 不 成 立 。 则 (xs 一 z) 有 有 界 子 序 A. AAT ER 
的 ， 由 8,1-3 得 知 (T(xa 一 2)) 有 收敛 子 序列 。 现 由 了 :一 了 一 41， 
420, 4 1=AUT-T,). NAT Z=OTER zEN(Tı)], 于 
是 得 


= (T—Ta)(xn— za) 


402 + 


ku I Dee GE ER 2} 


= ET Za)— 一 人 xn]。 


《T(xs 一 24)) 有 收敛 子 序列 且 由 ( 8 )R, (Taxa) A Alk, 

ER 比如 说 ，xm — 2m >v., KIN 了 是 紧 的 ， 

于 是 了 是 连续 的 。 因 而 了 也 是 连续 的 ， 因 此， 定理 1.4-8 给 出 
T(xns — zum J>Tiv. 

xE, Tazn 一 0， 因为 ZzEN(Tı). 于 是 ， 由 ( 8 ) 式 也 有 
Til — zu; )=T ,&n, >y. 

Klik, Tav=y. TR, yETa(X), mR F yeTAX) [ 见 (6 ) 部 

SHEANFAITE. KTEAEBBECRTRAM SH, TE 

《10) 式 成 立 。 

(c) 再 次 利用 (10) 式 中 定义 的 an 且 命 


(11) w= (4—2), 


则 有 |wsl 二 1。 因为 cs~> co， HTız=0 (Tata) CR, 于 是 得 
出 ， 

(12) T,w,= 
ERRAT=AUT-T,), RNE 

(13) 。 mm 一 元 (Ta 一 Tu)， 
因为 是 紧 的 和 (ws) 是 有 界 的 ， 故 (Tws) 有 收敛 子 序列 。 其 次 ， 
由 (12) 式 ，(Taws) 收 化 。 因 此 ，(13) 证 明 (ws) 有 收敛 子 F 列 ， 
比如 说 ， 


(14) Un, >W. 


同 (12) 比 较 得 Taw==0。 因此 ， wEN (Ta). 因 为 ， ZEN (Ta), 


1 TXxn—>0。 
Gn 


AEA 


jn 一 2 十 aawEN (Ta). 
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Akt, NT. 的 距离 必 有 
lan —unl>ön. 
具体 写 出 ws 并 利用 (11) 式 ，( 9 ) 式 ， 于 是 得 
Oo<ix 一 2 一 GO 
= | apn — anw | 
=n lwrw] 


<2,1w.—-w]. 
用 26.>0 去 除 ， RMHZ<I u. SONR TA, EM 
FHE. | 


8.3-6 推论 ( 值 域 ) 在 定理 8.3-5 的 假设 下 ,对 每 个 #=0， 
1,2,… Ti 的 值 域 是 团 的 ， 而 且 
XST X JDT A X )DT4(X)D--. 
证 明 ， 第 一 个 结论 从 定理 8.3-5 得 出 ， 注 意 在 8.3-4 证 明 中 
的 凶 是 紧 的 。 第 二 个 结论 由 归纳 法 得 出 。 实 际 上 ， 了 1( XI) 一 
IXN=XDT X), #BEATMHATTY (X DTX) H 


TCX DTi (X) E 
习 题 


1. 证 明定 理 8.3-1， 假 设 对 其 个 正 整数 p，T? 是 紧 线性 算 子 。 

2， 设 上 兴 , 了 和 是 赋 范 空间 县 命 人 :XY MTY., WERT, 
和 了 ,都 是 紧 线 性 算 子 ， 证 明 ，TsT4:X 一 2 是 紧 线 性 算 子 。 

3， 如 果 了 是 紧 线性 算 子 ， 证 明 ， 对 任意 给 的 数 A>0， 至 多 存在 有 限 
多 个 线性 无 关 的 相应 于 绝对 值 大 于 上 的 特征 信和 的 特征 向 量 。 

4， ETX >X s, j=1,,3 是 赋 范 空间 上 的 有 界线 性 算 子 。 如 果 
TERI. EN, T=-TTTEN-X 是 紧 的 ， 

5， 在 考察 有 界 序列 的 基础 上 ， 给 出 引 理 8.3-2 中 TS 的 紧 性 的 一 个 证 
m. 
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6。 HÆ Hilbert 空间 , 了: 一 也是 有 界线 性 算 子 ，7* 是 了 的 
Hilbert 伴随 算 子 。 证 明 ， 了 了 是 紧 的 当 且 仅 当 7*T 是 紧 的 。 

1. 在 习题 6 中， 如 果 了 是 紧 的 ， 证 明 2?# 是 紧 的 。 

8。 如 有 果 在 无 限 维 赋 范 空间 X 上 的 紧 线 性 算 子 7: 一 和 有 定义 于 全 
3X 上 的 逆 ， 证 明 ， 其 送 不 可 能 为 有 界 的 。 

9. 利用 Riesz 引 理 2.5-4( 代 炮 定 理 2.5~5) 证 明定 幸 38,3-3。 

10。 在 BEN，7? 是 紧 线性 算 子 的 这 一 较 弱 的 假设 下 , 证 明定 理 8.3-3 
《利用 习题 9 中 的 证 明 ) 。 

11。 用 一 个 简单 的 例子 证 明 ， 在 定理 8.3-3 中 了 是 紧 的 和 ,/ 关 0 的 条 
件 是 不 可 以 省 略 的 。 

12. WR X Æ Hilbert 空间 ， 给 定理 8.3-3 一 个 独立 的 证 明 。 

13. 在 PEN, TP? 是 紧 线 性 算 子 的 这 一 较 弱 假设 下 ， 证 明 推 论 8 .3-4。 

14. RT:IX 是 赋 范 空间 上 的 紧 线性 算 子 , 如 果 dimX=o0, 证 
月 ，0€0(7).。 

15. EKTBAREN Ay=l(n)=Tx,x=(£), Nar Eu MN, 


这 里 ，h=1,2,… 求 VW (ID. 了 是 否 紧 ? 


8.4 紧 线 性 算 子 的 进一步 的 谱 性 质 


从 前 节 已 知 ， 对 赋 范 空间 X 上 的 紧 线 性 算 子 了 和 4 起 0， 零 
ZAN (Ti) n=1,2, ZARENBEMENTICENTIG 
ERTA EAR HERE TIX) DTX). 

进一步 说 ， 从 某 个 "一 > 起， 这些 零 空间 全 是 相 等 的 ( 引 理 
8.4-1); 从 某 个 n=9 起 ， 这 些 值 域 也 是 相等 的 ( 引 理 8.4-2) ,并 
且 4 二 r( 定 理 8,4~3; 这 里 ， 9 个“ 是 具 这 些 性 质 的 最 小 整数 ) 让 
我 们 从 下 面 的 引 理 开始 。 


8.4-1 引 理 ( 零 空 间 ) KT:X>XK ERKEAXN LIE 
性 算 子 ，4 志 0， 则 存在 一 个 最 小 的 整数 r〈 依 束 于 力 使 得 从 
n=r 起， 一 切 零 空间 (TI) 全 是 相等 的 ， 如 果 r+ 沁 0， 则 包含 式 
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NTYIENTICHCN (T3) 
ABER. 

EN. 为 了 简便 起 见 ， 命 WW ,二 (TI1), 证 明 的 思路 如 下 

(a) 设 没 有 mm 使 Nm 二 mri， 则 必 导 出 一 予 盾 。 一 个 本 
质 的 工具 是 Riesz 引 理 2.5-4。 

(b) 证 明 Nm=N msi AE Na=Nan, 对 一 切 n>m. 

详细 证 明 如 下 。 

(a ) H 8.34 BERN CN mire 假设 没有 和 使 =N mus 
MHEAN, MEN 的 真子 空间 ， 因 为 这 些 零 空间 是 闭 的 ， 
于 是 Riesz 引 理 2,5-4 昔 含 存在 一 序列 (ye) 使 其 

(1) ya€ Nn, ivl=1, lys 一 Xj 之 去 ， 

对 于 一 切 xENs-! 成 立 。 
我 们 证 明 
(2) Ts—Tynl> 3  (m<n), 


于 是 ， 因 为 1 放 之 0，(Tyo) 没 有 收敛 的 子 序 列 。 因 为 (内 ) RAR 
的 ， 这 就 与 了 的 紧 人 性 矛盾 。 

BT,=T-A#ET=T, +A] H, 

(3) Tya-Tym=iy—%, 这 里 ， %=TiymtAya—Tiyn. 

命 YI<m。， 我 们 证 明 ZEN s-i 因为 m<n—1, ER E AymE 
NaCN a-o 又 YnENn AE 

0=T7 yn=T F Tryn). 

Æ, TaymEN m-CN ni0 类似 H, YnENa A S TaYnEN aio 
AEREE RE, KEN... 
又 x= ENa- FÆHC(L)R 


- My—žl= lAl laz >+ l, 
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册 此 式 及 ( 3 ) 式 ， 我 们 有 ( 2 ) 式 因此， 设 没有 tw 使 m= 人 ni 
是 错误 的 ， 故 对 某 个 wm， 必 有 n= 二 mri， 

(db) 我 们 证 明 Na= Na HENn= Nas, M-Un>m. 
EERTFRL, NNHIRnDm, NE N ATEM. 7 
KEN Na, BEX 

Tıt'x=0, 但 Tax*0。 
Ein>m, 故 1 一 m>0。 设 2=TI*"x， 则 

Tn z= x=0, HATT 2=T*x*0。 
Rt, ZEN m+s 但 2 Hm， 于 是 Nm 是 n+ 的 真子 空间 。 这 
与 Na 一 让 na FR. 第 一 个 结论 得 证 ， 这 里 ， r 是 使 人 ,一 sti 
成 立 的 最 小 nn。 因而 ， 如 时 7r 沁 0， 引 理 中 的 包含 式 是 真 包含 .时 


刚才 证 明 的 引 理 是 与 算 子 了; Tie 的 零 空间 相关 的 ,这 里 ， 
了 是 紧 线 性 算 子 ，4 闪 0。 现 证 明 对 这 些 算 子 的 值 域 的 类 似 结论 也 
是 真 的 。 


8.4-2 引 理 ( 值 域 ) 在 引 理 8.4-1 的 假设 下 ， 存 在 一 个 最 小 
的 整数 9 《依赖 于 D 使 其 从 n=q E, ERTA SRATH, 
WE goo, BER 

TUXNJDT (X). DTX) 
是 真 包含 的 。 

证 明 . 证 明 仍 然 是 间接 的 ， 且 和 前 一 引 理 是 平行 的 。 简 单 地 
表 ASTI), BRR s E RRs U RER. 的 真子 
ZE, AAA n 8.3-6). Ki, h 8.3-6 这 些 值 域 是 闭 的 ， 
FÆ, Riesz 引 理 蔓 含 存在 一 序列 (x*) 使 其 


H 
(4) En Make, jema 
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对 一 切 XE nais 

Em<n A4T=T;+Al, TUR 

(5) Tan Tan mA t—Tixmt TrXa t AXn)e 
EM, AmE ms mem TRTiämE Rn L Anm, k 
TH VER Rn 因此 ，( 5 ) 式 有 如 下 的 形式 

Ten Tl), EPan. 

因而 ， 由 ( 4 ) 式 

(6) 1 en-Tal= lAl enaA, 
(xa EA, TERN, Alt, (Txa) 有 收敛 的 子 序列 。 这 和 
(6)RFE, FREIEN T, Hs, DER = Ra MORE 
RR RLRE, BR, WF, HER 的 包含 式 是 
真 包 含 。 


MH, Hon =R BRET, 映 H 到 自身 上 ， 因 此 ， 反 复 
应 用 7 得 出 Kann, NE nq. | 


综合 引 理 8.4-1 和 8.4-2， 我 们 得 ~ 重要 定理 。 


8.4-3 定理 ( 零 空 间 和 值 域 ) ET:X>XKERGEHAN 上 
的 紧 线 性 算 子 ，4 盖 0， 则 存在 最 小 整数 n=r (依赖 于 办 使 其 
(7) NTD=N (Ti = (Ti) 
和 

(8) T(X)=TiH (X =T] (X)=es 
如 果 "之 0， 下 面包 含 式 是 真 包含 式 

(9) NTIEN(TYC-H-CN(T3), 
和 
(10) TAX)EOTNIX)D e DTUX). 
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证 明 . 由 引 理 8.4-1 得 (7 ) 和 (9) 由 引 理 8.4-2 得 (8) 
和 (10), 在 那里 以 gq 代替 r。 余下 只 需 证 明 的 是 g=r。 在 证 明 
的 ( a ) 部 分 中 ， 我 们 证 >r 在 (2 ) 部 分 中 ,我 们 证 gr。 如 
同 前 面 一 样 ， 简 记 N=N (Ti), Ra=Ti( X). 

(a) H5IEB.4-2, RIAZ Se 这 意味 着 4( 呢 4) 
=% BE, 

(11) yeRey=Tın, HES EHu. 

我 们 证 明 

(12) Tıx=0, E: => x=0. 

设 (12) 式 不 成 立 ， 则 对 某 个 非 零 的 EZ ATax=0. ME) 
AH A y= 即 得 as=Tır., H ETER. KM, NET 
Xs€F1， 有 %= 二 了 x， 等 等 。 对 每 个 %， 用 这 种 取 代 的 方法 ， 于 
是 得 

0t Talm ST An, 4E 0ST t=T i Xne 
Rt, Xa ENa- 1E laENa HF 8.4-1 A Na- CN 我们 的 
这 一 结果 证 明 ， 包 含 式 对 每 个 # (Hn PERD ERBER, 
这 与 8.4-1 FA, (12) RHE. 

HERE, H8. 4-2 A Hona, RANE EHR 
Nan=Ne: 于 是 由 8.4-1， 因 为 了 是 使 等 式 成 立 的 最 小 整数 ， 
这 就 效仿 了 >r. 

由 8.3-4， 我 们 有 /War 二 We。 我 们 只 需 证 明 Ne CN, 
即 是 ，TY+1x 一 0 蕴含 TIx 二 0。 设 此 结论 不 真 。 对 某 个 %。 

y=7Tixx0, 但 Tıy=T3t'2=0 


A, yE, vr 且 了 29 一 0。 但 这 与 (12) 式 矛 导 ,( 在 那里 ， 取 

x 一 外 ) 于 是 证 明了 Nu cNo Alb, Nau=No, AR r. 
(b) 我 们 证 明 g<r。 如 果 g=0， 此 式 当然 真 。 设 4 之 1， 

用 证 明 Nea EN 的 真子 空中 的 方法 证 明 g<r。 因 是 使 


-409+ 


NaNauı 成 立 的 最 小 的 数 n， 见 8.4-1。 这 一 点 蕴含 0<7。 

按 8.4-2 中 和 4 的 定义 BERRCHKR A ERBE. 
YER- Ra, M YEZ TR, NET Ay=Til'x 又 
TiyEe= Ran AS Tıy=Titz, NETZ. 因为 71zE 嘱 :但 
VERa RWE 

Ti (x—Tiz)=y—-T]z=¥0. 

Bit, x-Tiz& Ne...» 但 x 一 TzE€Na， 因 为 
Ti(x-T,2)=Tıy-Tıy=0. 

这 就 证 明了 Ner Ne FÆ, N- 是 Ye 的 真子 空间 。 因 此 ,G 

sr. 因 在 ( a ) 部 分 已 证 明了 a>r, Kger.d 


下 面 的 Banach 空间 上 紧 线 性 算 子 谱 的 重要 特征 几乎 是 本 定 
理 的 直接 结果 〈 在 8.6-4 中 ， 我 们 将 看 到 ， 如 果 空 间 不 是 完备 
的 ， 结 论 仍然 成 立 ) 。 


8.4-4 定理 (特征 值 ) ET:X>X E BanachZAX LKS 
紧 线 性 算 子 ， 则 了 的 每 一 个 谱 值 4 羡 0( 如 果 存 在 的 话 由 ) 都 是 7 的 
特征 值 .( 这 一 结论 甚至 对 一 般 赋 范 空间 也 成 立 , 证 明 在 8.6-4 中 。) 

证 明 ， 如 果 J(T;)<{0}， 则 4 是 了 的 特征 值 . NTa) 
=10}, ZH, Ax0. Mj Tax=0 A&ıx=0, H H2.6-10, T}', 
TiX)>X BE. AA 

{}=ND=NT)=XN(Tı) 
H 8.4-3, A r=0. Ak, X=Ti(X)=T:(X), DRRR S. 4-30 
于 是 得 出 ， 了 ;: 是 双 射 ,因为 是 完备 的 , 故 按 有 界 逆 定 理 4.12-2。 
TYX: 是 有 界 的 ， 于 是 按 定义 AET). 


O 习题 5 证 明 , 可 以 没有 特征 值 . 复 Hilbert 空间 z= {从 上 的 自 伴 紧 线 性 
算 子 了， 通常 至 少 有 一 个 特征 值 ， 我 们 将 在 9.2 节 中 看 至 . 
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值 M=0 在 本 章 中 许多 定理 里 予以 排除 ， 于 是 自然 MEN, 
在 复 赋 范 空间 X 上 的 紧 线性 算 子 了 :天 -> 从 的 情况 下 ， 关 于 4=0 
能 有 些 什 么 样 的 情况 发 生 呢 9 WRX 是 有 限 维 的 ， 则 了 可 以 用 
矩阵 来 表示 出 。 显 然 ，0 可 以 属 也 可 以 不 属于 o(T)=0T) 8 
是 ， 如 果 dimX<ce， 我 们 可 能 有 0Kc(T)， 即 可 能 0Epo( 了 )， 
但 是 ， 如 果 dimX =, MBA 0Ec(T)， 见 前 一 节 的 习题 14。 
并 且 所 有 三 种 情况 

0€g3(T), 0€0o(T), 0€0,(T) 

都 可 能 发 生 ， 这 正如 本 节 习 题 4 和 5 及 9.2 节 习题 7 所 述 .。 目 

作为 定理 8.4-3 的 另外 的 有 趣 而 重要 的 应 用 是 表 区 为 两 个 
闭 子 空间 的 直接 和 (3.3 节 })}， 即 ， 表 为 TI 的 零 空 间 和 值 域 的 直 
接 和 。 


8.45 定理 (直接 和 ) 2X, T, Amr 与 定理 8.4-3 中 的 
AR, NIX 可 以 表示 为 @ 
(13) ` X=N(Ti)O TX) 
证 明 。 考 察 任意 x€ 义 ， 我 们 必须 证 明 FERR 
x=y+z (vyEN,, zEF,), 
这 里 ， 如 同 前 面 一 样 ， jh ,一 让 (TY )， 死 ,一 7 (人 )。 命 z 一 77x， 
NizZER.. HEEB.AS, DARK Bl, ER, TÆ 
z=T}'x, WEA LEX. 9 =Tix. MEZ E 
T3 x =eTfx=z=Tix. 
这 就 证 明了 Tilr—n)=0. Aik, EN: H 
© 如 果 久 是 向 量 空间 ， 则 对 任意 子 空间 YCX 存在 子 空间 ZCX 使 X=Y@ 
Z; 033%. DAX 是 赋 范 空间 (其 军 Banach 空间 ) 及 了 CX 是 闭 子 空间 ， 可 以 不 
存在 亲子 空间 ZCX 使 其 XYZ. 例如 ， 见 附录 3 F. J. Murray (1937) M A. 


Sobczyk(1941))。 MRAÄ Æ Hilbert 空间 ， 则 对 怎 一 个 闭 子 空间 了 和 但 有 =Y@Z， 
这 里 ，Z 一 了 Y， 是 闭 的 〈 见 3,3-3 和 3,3-4) .注意 ，(19) 式 中 的 子 空间 都 是 闭 的 . 
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(14) x=(x%— x) tX (x HEN MER): 
倘若 (14) 式 是 唯一 的 ， 则 (13) 式 得 证 . 

我 们 证 明 唯 一 性 。 如 果 ， 除 了 (14) 式 之 外 ， 又 有 

xl) +o (KEN KERr) 
Amann u, N Ae EREE M, uch. Ak, HEN 
veX, v=T tv. XIN 

Do 一 Xu 一 区 一 (X 一 天 ,一 (8), 
H, vEN:. 且 了 1o 一 0， 连 同 
Tiv =Tiv,=0 

MVEN„=N (8.43), ARMS 


v=-Tiv=0, 


DE, -%=0,0=8: HERRE EHEN +R, 
是 直接 和 ,只 


习 # 


1. EEN, T) 是 紧 的 这 一 较 弱 假设 下 ， 证 明 引 理 4.4~1。 

2. 在 引 理 8,4-1 的 证 明 中 ， 已 证 明 VI ma BE N a= N aan 
对 -一 切 n>m， 其 证 明 是 间接 的 ， 试 给 出 一 个 直接 的 证 明 . 

3. 为 了 得 到 一 损 赋 范 空间 的 定理 8.4-14， 我 们 可 能 试图 用 8 .2-4 中 关 
于 全 所 介绍 的 证 明 ， 然 后 做 出 关于 全 的 结论。 困难 在 什么 地 方 ? 

4. 证明; 用 

E £3 E 
dan {e i ie =) 

EXAT: Poh SENSE, M)=0h RE, =l E-) 

5. BREMIAAH, RIBAM "WEEE E SEN, EI, 8 
线性 算 子 可 以 没有 特征 信 , 证 明 ， 用 
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汗 义 的 了 了 :122 是 这 种 类 型 的 算 子 ， 这 里 ，x 二 (4, 53,…)。 证 明 ,o(T)= 
o, (T)={ (注意 ， 习 题 4 证 明 ，0 可 以 属于 点 谱 ，0 也 可 以 属于 连续 谱 ， 
这 将 在 9.2 节 中 看 到 )。 
6。 求 由 
= & £ Snel \ 
T,x=(0,-24, Pu 
ELW Ta RR” 的 特征 值 ， 这 里 ,%* 二 (5&4, ,5,). 同 习 题 5 比 较 并 说 明 ， 
当 4?4 一 oo 时 ， 会 发 生 什 么 情况 ? 
T. RT:RoREZXHy=Tx, x=(£;), y=(n,), 1=0 5; XH, 
(a)i JELAS. wH, TIER. 
8. BT: Belh 定义 为 
x=( s, n,e )mTx=(&, £s, e), m mm M n= tE yT") 
=p (Tm TX) =T REN RA CT”). ESTEAR 
m È no 
9. 设 T:C[0,1]C[0,1] 定 义 为 Tx=vx， XE, vO=t, 证明 7 非 
x. 
10. 在 由 和 矩阵 


[i] 
—1 1 
表示 出 来 的 线性 算 子 了 :Ri->R? 的 情况 下 ， 导 出 表达 式 (13) 式 。 


8.5 含 紧 线 性 算 子 的 算 子 方程 


I, Fredholm (1903) 研究 了 线性 积分 方程 ， 他 的 著名 的 工 
作 提 出 了 某 种 含 紧 线性 算 子 的 方程 的 可 解 性 理论 。 我 们 将 给 读者 
介绍 的 理论 主要 是 由 了 上 .Riesz (1918) 发 展 起 来 的 FH. 
Schauder (1930) 作出 了 重要 贡献 的 理论 ， 

我 们 将 考察 在 赋 范 空间 X 上 的 紧 线 性 算 子 1 :XXX， 以 及 在 
4.5-1 中 定义 的 伴随 算 子 TX >X 
方程 

(1) Tx 一 ix=y WEX 是 给 定 的 ，4 志 0) 
相应 的 齐 次 方程 
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(2) Tx-Al=0 (A220) 
和 两 个 含 伴随 算 子 的 类 似 的 方程 ， 即 ， 

(3) T’f-Af=g (EX 是 给 定 的 ，4 志 0) 
相应 的 齐 次 方程 

(4) T’f-Af-0 (A#0), 
这 里 ，4EC 是 任意 固定 的 ， 且 非 零 的 ， 我 们 分 别 研究 解 x* 和 了 的 
存在 性 ， > 

为 什么 要 同时 考察 这 四 个 方程 呢 ? 管 案 可 以 从 所 得 的 结论 的 
摘要 中 看 出 。 这 些 结论 证 明了 这 些 方程 可 解 性 的 相互 关系 。 

《括号 中 的 数字 代表 要 考察 的 相应 的 定理 。) 


摘要 ETX>X ERBEN EHRSEAT, TX’ > 
X" 是 7 的 伴随 算 子 ， 设 4 失 0， 则 

(1) 式 是 正规 可 解 的 ， 即 是 (1) RER 的 充分 必要 条 件 是 
对 (4) 式 的 一 切 解 f 有 f(y)=0。 因此， 如 果 f==0 是 (4) 式 的 
仅 有 的 解 ， 则 对 每 一 个 y， 方程 (1) 式 都 可 解 ( 见 8.5-1.) 

ORAM S 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 (2) 式 的 一 切 解 * 有 g(x) 
一 0. 因 此 ， 如 果 x=0 是 (2) 式 的 仅 有 的 解 ， 则 对 每 一 个 9， 方程 
(3) 式 都 是 可 解 的 ( 见 8,5-3.) 

(1) 式 对 每 个 yEXX 有 解 * 充分 必要 条 件 x=0 是 (2) 式 的 仅 
有 的 解 ( 见 8.6-1a.) 

(3) 式 对 每 个 9€ X/ 有 解 f 充分 必要 条 件 是 ==0 是 (4) 式 的 
仅 有 的 解 (M8.6-1b.) 

(2) 式 和 (4) 式 的 线性 无 关 解 的 数目 相同 〈 见 8.1-3。) 

TA W Fredholm 的 择 一 律 (M8,7-2.) 


第 一 个 定理 给 出 关于 (1) 式 可 解 性 的 必要 充分 条 件 ， 
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8.5-1 定理 ((]) 式 的 解 ) RT:X>X EREE AX 上 的 
紧 线性 算 子 ，4 关 0， 则 (1) RAR x 的 充分 必要 条 件 是 y 使 得 对 
一 切 满足 (4) 式 的 1 EX/ 有 

(5) f(y)=0, 

因此 ， 如 果 (4) 式 仅 有 平凡 解 /=0， 则 (1) 式 对 任意 给 定 的 
vEXT IE. 

ER. (0) 设 (1) RAE x=% ME 

y=T x — Axi =T Xo 
命 了 是 (4) 式 的 任意 一 解 ， 则 首先 有 
Fu) =F (Txi Ax) =f (Tx) Al) 。 
按 伴 随 算 子 的 定义 〈 见 4.5-1， 那 里 ，9 起 这 里 了 的 作用) IE 
FTX) = (Tf) (Xo)。 因 此 ， 由 (4) 式 
f(y) =(T*f) (xo) 一 47(xo) 一 0， 

) 反之 ， 设 (1) 式 中 的 y 满足 (5) 式 ， 对 (4) 式 的 每 个 解 成 
立 。 那 末 ， 我 们 证 明 (1) RA. 

设 (1) RE. MAA x Ey=Tıx. Kl, vETulA). H 
8.3-5， 因 了 :(X) 是 闭 的 ，y 到 (不) 的 距离 是 正 的 。 由 引 理 
4.6-7, FE FEX EI)=SHRFle)=0, HET zZETUR). 
RET (着 )， 则 对 某 个 xEX， 有 z= 二 Trx， 于 是 ， 了 (2) =0， 成 
为 

IT) =F (Tx) ~— AF (x) 
=(T*F) (x) —AF (x) =0. 
因为 ET: (X) 是 任意 的 ， 此 式 对 每 个 x*E 站 成 立 , Ai, 是 
U) 式 的 解 。 按 假设 ， 它 满足 (5) 式 ， 即 是 了 (y) =0。 但 这 同 
IW=ö>0 FA. Ki, (D 式 必 有 解 。 这 就 证 明了 定理 的 第 一 
个 结论 ， 而 此 结论 又 直接 莫 含 第 二 个 结论 。 B 


本 定理 刻 划 的 情况 提出 了 下 面 的 概念 ， 命 
“415。 


(6) Ax=y WERBEN), 

RE, AX>X 是 赋 范 空间 XX 上 的 有 界线 性 算 子 。 设 (6) KAM 
[IEX 的 充分 必要 条 件 是 ，y 满足 f(y) =, HIE l 

(7) A*f=0 l 
的 每 一 个 解 了 了 成立， 这 里 ，A4* 是 4A 的 伴随 算 子 。 那 未 ，(6) 式 叫 
做 正规 可 解 的 。 

定理 8.5-1 证 明 ， 具 有 紧 算 子 ，40 的 (1) 式 是 正规 可 解 
的 。 

对 方程 (3)， 有 与 定理 8.5-1 相 类 似 的 定理 ， 这 从 下 面 的 引 理 
即 可 得 到 。 引 理 中 的 正 实 数 e 依赖 于 所 给 定 的 4。 应 注意 ，(8) 式 
对 某 一 解 一 一 叫做 极 小 范 数 解 一 一 成 立 ， 但 不 必 对 一 切 解 成 立 。 
Ait, SETAS R=Ti' 的 存在 性 (2.7 节 习 题 7)。 


8.5-2 引 理 《关于 (1) 式 某 种 解 的 界 ) ” 设 了 :和 X -> 全 是 赋 范 
空前 怀 上 的 紧 线 性 算 子 ，4= 0 是 已 给 的 ， 则 存在 一 个 与 (1) 式 中 
的 y 无 关 的 正 实数 c 之 0， 使 其 对 每 个 使 (1) 式 有 解 的 y， 在 这 些 解 
中 至 少 有 一 个 ， 比 如 x= 二， 满足 

(8) [xl<clyl, 

ZH, y=TıR. 

证 明 。 证 明 分 为 两 步 。 

() 首先 我 们 证 明 ， 如 果 (1) 式 对 给 定 的 y 有 解 ， 则 在 这 些 
解 的 集中 包含 一 极 小 范 数 解 ， 此 解 记 为 x 二 %。 

O) ERREA, FEDERER. AH EM 
于 使 (1) 式 有 解 的 任 一 y=7T;% 的 极 小 范 数 解 。 

详细 证 明 如 下 ， 

(a) i x Æ (1) 式 的 一 解 。 如 果 x 是 (1) 式 的 任 一 另外 的 
解 ， 差 2 二 x 一 x 满足 (2) 式 。 因 此 ，(1) 式 的 每 一 解 可 以 裘 为 
s=xX+2, KH, zEeN(T). 
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Ez, HEDEN), M+: 是 (1) 式 的 一 个 解 。 对 一 
ERY Xa x 的 范 数 依赖 于 >， 让 我 们 表 


p(z)=1x+z] 和 k=inf plz). 
zEN (Ti) 


按 inf EX, N (Ta) 含有 一 序列 (Za) 使 
(9) 力 (zn) =} tza] >k (r-> co) 。 
Br, (Dia) ii, KAR. (zw) 也 是 有 界 的 ， 因 为 
bznf =] (xo en Slk tzal Hil 
=p (Za) 十 | xj 
因为 了 是 紧 的 ， 故 (7 zs) 有 收敛 的 子 序列。 但 zaEW(T:) 意味 
着 7 zw 一 0， 即 是 ，7 2 一 42， 这 里 4s0. Ae, (Za) 有 收敛 的 
子 序列 ， 比 如 说 ， 
Zn, > Zoe 
H 2.7-10, N (Ta) EHEN, AE, nENTı). XE p RER 
的 
p(zn)>p(z). 
于 是 ， 由 (9) 式 得 
p(z) = lx tzl =k. 
这 就 证 明了 ， 如 果 (1) 式 对 给 定 的 ! 有 解 ， 这 些 解 之 集 包含 一 个 
极 小 范 数 解 =x Hza 
() ”我 们 证 明 ， 存 在 -个 c>0 FREUT) 使 (8) RE. 
X, X 是 相应 于 使 (1) RIRE y =T 的 极 小 范 数 解 ， 
假设 我 们 结论 不 成 立 . 则 存在 一 序列 (Y) 使 其 
x 
(10) > (n>o0), 
RE, Ka 是 极 小 范 数 解 ， 且 满足 ys 一 了 a%。。 用 a 乘 之 得 知 ， 与 
ayn 相应 的 a%s 是 极 小 范 数 解 。 因 此 ， 我 们 可 以 设 | 一 1 而 不 
失 一 般 性 。 那 末 ，(10) 式 药 含 ysl->0。 因 为 了 是 紧 的 ，(%s) 是 
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有 界 的 ， 则 (7%。) 有 收敛 的 子 序列 ， 比 如 说 ，7%n,~>0。， 或 者 为 
了 方便 起 见 ， 记 为 二 AX。 

11) TXn,—>AX, >»). 
因为 ， 久 一 7 Ya 一 2% 一 4X%a， 我 们 有 4&%a 一 7 Zayn. PA (11) 
RM yn1->0， 注 意 4 二 0， 于 是 得 


(12) En = (Tn 一 gm) >30. 


由 此 ， 因 了 是 连续 的 ， 我 们 有 
TXn >T% 
因此 ,由 (11) 式 ,T 和 一 人。 因为 Ti8 一 内 ， 我 们 看 出 ，x 一 和。 一 和 
ME Tix=yn DREIRAD, 
Ix1=1%,-8.1>1&.1=1. 
但 这 与 (12) 式 中 的 收敛 矛盾 。 因 此 ，(10) 不 可 能 成 立 ， 而 (10) 式 
中 之 商 必 有 界 ， 即 是 ， 必 有 
x 
-pn Dl < 
这 里 ，y 一 7 和 %。 此 式 昔 含 (8) 式 。 目 


C 


利用 这 一 引 理 ， 可 以 类 似 于 在 定理 8.5-3 中 对 (1) 式 给 出 的 可 
解 性 特征 那样 ， 给 出 (3) 式 的 可 解 性 特征 。 


8.5-3 定理 ((3) 式 的 解 ) ET:X> XERME ZA X 上 的 
RREA T, 40, W (3) 式 有 解 了 的 充分 必要 条 件 是 g 使 得 对 
一 切 满 足 (2) 式 的 YEX 有 

(13) g(x)=0. 

因此 、， 如 果 (2) 式 仅 有 平凡 解 x*=0， 则 (3) 式 对 任意 给 的 
ges TR. 

证 明 。(0) 如 果 (3) 式 有 和解 且 x 满足 (2) 式 ， 则 (13) 式 成 立 ， 

-ál e 


因为 
g(x)=(T*f) (x)—A4f (x)=f(Tx—àx)=f(0)=0. 

(b) 反之 , 设 (2) 式 的 每 一 解 x,g 满足 (13) 式 。 则 我 们 证 明 ， 
GRA fe ZRHERXEX, Hmy=Tır, NyEeTı(X). 在 
TA) 上 定义 泛 函 fo 为 

falu) =f (Tax) = g(x)。 
这 一 定义 是 确定 的 ， 因 为 ， 如 果 T;% 二 7 了 xs， 则 TT (x, —x,)=0. 
于 是 ，% 一 %s 是 (2) 式 的 解 。 因 此 ， 按 假定 ，g(x: 一 2o) 一 0， 即 
g(x) =g(x:). 

因为 了 , 和 9 都 是 线性 的 ， 疏 六 是 线性 的 。 我 们 证 明 fs 是 有 
界 的 。 引 理 8.5-2 蕴含 对 每 个 yET,( 闵 )， 至 少 有 一 个 相应 的 %* 
满足 

lxl<clyl (y=Tıx), 
XE, c PKF y. fo 的 有 办 性 现 可 以 从 
IF) = lg Kialla iyl<e lly. 
8H, XE, T=c]g]. 4 Hahn-Banach 定理 4.3-2, ER. Æ 
天 上 有 一 延 拓 f， 它 是 定义 在 全 空间 工 上 的 有 界线 性 诈 函 。 按 护 的 
定义 
f(Tx—Ax)=f(Tax)= fa (Tax) =g9(%). 
在 左 端 ， 按 伴随 算 子 的 定义 ， 对 一 切 xE 有 有 
f(Tx—Ax)=f(Tx)—Af (x)=(T"*f) (x)—Af (2). 
综合 前 面 的 公式 ， 这 就 证 明了 了 是 (3) 式 的 一 解 ， 定 理 的 第 一 个 
结论 得 证 。 第 二 个 结论 很 容易 从 第 一 个 结论 得 出 .时 
下 面 一 节 是 本 节 的 直接 的 继续 ， 
关于 这 两 节 的 习题 一 并 放 在 下 一 节 的 末尾 。 
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8.6 进一步 的 Frfedholm 型 定理 


本 节 介 绍 算 子 方程 
(1) Tx—/ix=y (y 是 给 定 的 ) 
(2) Tx—Ax=0 
(3) T’f-Af=g 《9 是 给 定 的 ) 
(4) T’f-Af=0 


的 可 解 性 的 进一步 的 结果 。 假 设 条 件 同 前 节 中 的 完全 一 样 ， 换 言 
之 ， 了 :六 一 了 是 赋 范 空间 X 上 的 紧 线性 算 子 ， 算 子 2 是 了 的 伴 
KAT, 4x0 是 固定 的 。 

上 一 节 和 本 节 中 的 理论 推广 了 以 前 曾 提 到 过 的 Fredholm 的 
著名 的 积分 方程 理论 ， 

上 一 节 的 主要 结果 是 用 (4) RAR (1) 式 的 可 解 性 (定理 
8.5-1)， 利 用 (2) 式 刻 划 (3) 式 的 可 解 性 (定理 8.5-3) 。 自 然 期 望 
得 到 (1) 式 和 (2) 式 ，(3) 式 和 (4) 之 间 的 类 似 关 系 。 


8.6-1 定理 ((1) RHR) 设 三 :不 ~ 和 是 赋 范 空间 发 上 的 紧 
RAT, 40, W 

() 方程 (1) 式 对 每 个 VE 天 有 解 充分 必要 条 件 是 齐 次 方程 
(2) 只 有 平凡 解 x=0。 此 时 ， (1) 式 的 解 是 唯一 的 且 T 有 有 界 道 。 

(6) 方程 (3) 对 每 个 g€X 有 人 解 的 充分 必要 的 条 件 是 (4) 式 
只 有 平凡 解 f=0. 此 时 ，(3) 式 的 解 是 唯一 的 。 

证 明 。(o) 我 们 证 明 , 如 果 对 每 个 yE 邱 ， 方 程 (二 是 可 解 的 ， 
则 x==0 是 (2) 式 的 仅 有 的 解 。 

否则 ，(2) 式 有 解 x! 考 0。 因为 ，(1) 式 对 任意 y 是 可 解 的 ， 
Tıx=x, 有 解 x 一 X， 即 是 ，7 ax: 一 % 同样 理由 ， 存 在 一 个 xs 使 


Tx 二 Xo， 等 等 。 按 这 种 取代 的 方法 ， 于 是 ， 对 每 个 和 =2, 3, 
0#%,=T,.=-T:i,=..=Tirin 
H 
0=T x = Tx, 

Alt, ENT, Bag NTE). KERE, H — H k, 
零 空间 NT 入:) 是 和 (TS) 的 真子 空间 ， 但 这 同 定 理 8.4-3 矛 
BE. Alb, ODE) RRAHIM. 

EÈ, k=) 是 (2) 式 仅 有 的 解 ， 则 根据 定理 8.5~3，(3) 式 
对 任何 g ETR. MAT ZEN { 见 8.2-5)， 于 是 ， 本 证 明 
的 第 一 部 分 可 以 应 用 到 了 * 上， 并 断定 f=0 必 是 (4) 式 的 仅 有 的 
解 。 于 是 对 任意 y，(1) 式 的 可 解 注 从 定理 8.5-1 得 出 。 

唯一 性 可 从 (1) 式 的 二 解 之 差 是 (2) 式 的 解 这 一 事实 得 出 来 。 
显然 ， 这 种 唯一 的 解 =T y 号 极 小 范 数 解 ， 因 而 T?! 的 有 界 
性 从 引 理 8.5-2 得 出 ， 即 

lxl=[177!yiZclyl. 

(56) HEUER, Ad, TERN (M8.2-5). U 

FRITEA)MMRBRARRN, KNKEN, CNAE 
同 数目 的 线性 无 关 的 解 。 对 这 一 结果 的 证 明 ， 还 需要 其 和 六 中 
的 ， 由 (5) 式 相 联 系 的 那 种 集 的 存在 性 ， 现 介绍 如 下 ， 常 称 它们 
为 双 正 交 组 。 


8.6-2 引 理 ( 双 正 交 组 ) 在 赋 范 空间 和 SER X h, 
给 定 的 一 线性 无 关 集 {有 1,… ,n+， 则 存在 X 中 的 元 z1,… ,zm 使 
0 (Ii 直角 

(5) Ren Pe 
(i=R) 
证 明 。 因 与 如 何 安排 诸 fj 的 次 序 毫 无 关系 ， 故 我 们 只 需 依 

次 证 明 ， 存 在 zm 使 

(6) In(zm)=1, fi(2m)=0 (j=1,. ,1m—1) 就 可 以 了 。 
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(j ,k=1, m) 


u m=i, HERMES. FE Mt Frl) 
#0, Rtrz=ax, a=1/fı(%) Mflz)=1. ik m=1 R. 
立 。 

现 命 m>>1， 按 归纳 法 假设 ， 引 理 对 tw 一 1 R, MÆ, X8 
有 元 2°" ,zm-i 使 

(7) Ka), falz)=0, nk (k, 7 一 1，…， 纪 一 1) 
考察 集 

M={xEXIf (x)=0, =, fn-1(*)=0}, 

并 证 明 M 含有 zm 使 fa(zm) 一 有 0， 命 Za=p ža, 显然 得 出 
《6) 式 。 

否则 ， 对 一 切 xEJM 有 jn(x)=0， 现 取 任意 xEX， 设 


m-i 


(8) X=x— Dfi(x)2y, 
了 四】 
HH) =) EE Frl) Fir) =0. 
j=l 


ZHUENTFEM, TAERE fm(%)=0， 由 (8) 式 ， 
fn(&)=Ffn(&+2f,(%)2,) 

=fn(&) +f (2) fmz) 

=2a,/,(xX)  [a;=fn(z;)] 
(从 1 到 1 一 1 求 和 )。 因 为 ，xE 和 是 任 伍 的 ,这 表示 是 
Fu fm- 的 线性 组 合 ， 因 而 ， 同 {fu „fmt 线性 无 关 性 矛盾 。 
因此 ，fm(*) 二 0 对 一 切 xE€M 是 不 可 能 的 ， 于 是 ，M 必 含 有 zm 
ERRIZ, SEE. T 


利用 这 一 引 理 ,我 们 现在 可 以 证 明 dimy (Ta) =dim N (TX), 
< 422 。 


这 里 ，75 一 (7 一 411) “= 人 一 入。 用 研究 算 子 方程 的 语言 来 说， 
这 些 维 数 等 式 意味 着 下 面 的 结论 。 


8.6-3 定理 (T 和 Tx 的 零 空间 ) KT:X>XEREENX 
上 的 紧 丝 性 算 子 ，4 关 0， 则 方程 (2) 和 (4) 有 相同 数目 的 线性 无 关 
m. 

证 明 , TMT RR (M 82-5), H 8.3-3 FEN (Tı)M 
NT) 是 有 限 维 的 ， 比 如 说 ， 

dim N (Ta)=n, dimY(Ti)=m, 
RTEA A (a), (b), (0) 三 个 部 分 

(a) m=n=0 的 情况 和 关于 m0, DI -T T A jE 
AR. 

(b) EHn<m 不 可 能 。 

(c) wA n>m RAR. 

详细 证 明 如 下 。 

(a) ”如果 w= 二 0，(2) 式 只 有 一 解 * 二 0， 划 对 任意 BR 
Am, M8.5-3. H8.6-1(b), AS FI 是 (4) 式 的 仅 有 
的 解 。 因 此 ，m 二 0。 类 似 地 ， 从 m=0 出 发 也 能 得 出 n==0。 

m>, n>0. {m ,Xn} Æ NT) UE. BR, nE 
Y =span{Xs, t, Xa}. H 引 理 4.6-7， 存 在 一 个 了 ,EX/， 它 在 
Y, 上 处 处 为 零 ， 且 J (=å, 这 里 ，6>0 是 %% 到 了 的 距离。 
Aik, g9=8ġ, 满足 g.(%1)=1 E g (2) =0, "1,9: (Xn) =0. Æ 
似 地 ， 契 在 一 个 gs 使 g(x,)=1 生 g,(%y) 二 0，j 和 2， 等 等 因 
Es X 含有 91,… ,gn 使 


(9) (x3) | k=1, ,1) 


奖 伺 地， 如果 1fi,…,fm} E NCT) 的 一 基 ,， 则 按 引 理 
8.6-2， 存 在 义 的 元 z,,… ,zm 使 


(10) filz) =ò; QG k=}, m). 
(b) RER, n<m È R H gE R. 如 果 n<m 于 是 定义 
S: X >XH 


(11) Sx=Tx+) g(x)2y. 
j=) 
SERD, AR, (2, È 8.1-4 (0) 表示 紧 线 性 算 子 。 紧 线性 
算 子 之 和 是 紧 的 。 让 我 们 证 明 ， 
(12) (a) Si%0=S%0—Ax=0> (b) =D 
由 (120)， 有 falsat) 二 (0) 二 0 ,=1,…,m。 因 此 ， 由 (11) 式 
和 (10) 式 ， 我 们 得 


0=fr(53%,) 一 AT + S Is(%o)2; ) 


a3) = fs(Tix0) + Y glo) falz) 
dat 


= (TK fe) (&) 十 ge(xo) 。 
Br, RENTY), KRA Ti f=0. Alk, (13) 式 给 出 
(14) glx) 一 0，R=-1 n. 
HODNE, RAS Su=Tx, 目 由 (120) ETın=Sın =. Kir, 
RENT). 因为 I EN TI), 


n 


X= Zax, 
J=t 


RHE, a, BAHRA. A gs 作用 于 上 式 两 端 ， 并 利用 (14) 式 ， 
(DR, RTE 


0= g: (x)= ag (%4) =a (R=1,. N) e 
了 =1 
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为 此 ，xo 一 0。 这 就 证 明了 (12) RREZ. Æ 理 8.6-1(a) HA S 
Sx=y 对 任意 y 是 可 解 的 我们 选择 y= 二 2s41:。 设 x=v 是 相应 
的 解 ， 即 是 S40 二 zn41。 如 同 在 (13) 式 中 那样， 利用 (10) R, 
(11) 式 ， 我 们 计算 ， 

1= far (2041) = fasi (Sav) 


= fa (Ta (0) + IH (u) z;) 
了 ml1 


= (T> fas) @) 十 Xg: (v) farı (23) 
j=l 


= (Ti fasi) 0). 
因为 我 们 假设 np<<zzm， 故 我 们 有 ”二 1<m H fa E NT). AE, 
Tifa =0. 这 同 前 面 的 方程 矛盾 ， 故 证 明了 n<m 是 不 可 能 的 。 
(c) RANER a>m 也 是 不 可 能 的 。 推 证 同 (b) 部 分 类 似 , 设 
nom, EX S:X'>X' 


(15) Sf=T*f + Dil2)9, 
j=l 


8.2-5, T* ERK, ASERM, KAH 8.1-4 (a) 1 (zy)g; 表 
示 紧 线性 算 子 。 代 蔡 (12) 式 ， 现 在 我 们 证 明 ， 

(16) (a) Sf=sfAh=t> (b) fo=0. 
利用 (160), Aa (15) 式 中 取 f ==f。， 然 后 用 伴随 算 子 的 定义 以 及 
最 后 的 (9) 式 ， 对 每 个 k= 二 1,… ,m， 我 们 得 


(17) O= Na) = (Tf) edt $ fo (24) gs (%4) 
j=t 


= fo Tıx) + fo (2i) 
我 们 的 假设 m<n En 成 ENTA), k=1, Me IE 意 {xes 
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SENT) 的 一 基 ] 因此 ， 放 (Tax 一 站 (0) 一 0， 于 是 ，(17) 
式 给 出 

(18) (zi 一 0 2 (kel,-,m). 
因而 。 由 (15) 式 Sf。=7T*f。。 由 此 及 (16a) HTI fo= A, 
FENTI. BR U SH Æ N TI 的 基 ， 故 


f=} Bf 
jet 
XE, F 是 适当 的 数 。 利 用 (18) 式 和 (10) 式 ,于 是 ,对 每 个 h==1， 
m, RNE 
0= fo (z) = J Bifil) =f,» 
jmi 


因此 ， 矿 =0。 KEHTUNR. 定理 8.6-1(b) 现 蕴含 ;f= 二 g 对 

任意 g 是 可 解 的 。 我 们 选取 g=gmnyi。 设 f=h 是 相应 的 解 ， 即 

Æ, Shan 利用 (9) 式 ， (15) 式 和 再 次 利用 (9) R, RNE 
1=gmri (Sm) = (Sıh) (Xm) 


= (TXA) (Xm+,) + Dh (zy) gi(Zm+1) 
Jet! 


= (TXh) (mai) 

=h (Tame). 
我 们 的 假设 m<sn AE mH, FÆ, ma EN (Ta). Rık, 
PTaxn+i) =h (0) =0, ZSENANTEFE, MERTER 
Ten. Ad, HMI, n<m 也 不 可 能 ， 故 断定 必 有 nn 一 x。 目 


定理 8,6-1(9) 也 可 用 以 证 明 我 们 早先 关于 Banach 空间 的 一 
结果 《定理 8.4-4) 甚至 对 一 般 的 赋 范 空间 也 成 立 。 


8.6-4 定理 (特征 信 ) ” 设 全 :大 一 大 是 赋 范 空间 三 上 的 紧 线 
性 算 子 ， 则 如 果 了 有 非 零 谱 值 ， 它 们 中 的 每 一 个 必 是 了 的 特征 值 。 

证 明 。 如 果 瑰 解 式 尺 二 了 Ti! 不 存在 ， 按 定义 4Eos(T)。 设 
40 E R=T!’ FE, NH 2.6-10, Tax=0 &x=0., 这 总 
味 着 (2) 式 仅 有 平凡 解 。 定 理 8.6-1(o) 现在 证 明 (1) 式 对 任意 六 是 
RN, DE, RREXEZEZEMNNX LEARN. Ak, 
AEP(T). E 


习 题 


1. 证 明 ， 在 定理 8 .5-3 的 证 明 中 的 沁 函 fo 是 线性 的 。 

2. 在 ?个 未 知 数 的 "个 线性 方程 组 的 情况 下 ， 定 理 8 .5-1 蔓 含 着 什么 ? 

3。 考察 n 个 未 知 数 的 1 个 线性 方程 组 Ax 一 y。 假 设 方程 组 有 解 x， 证 
H, y 必 满 足 形 如 8.5 节 中 (5) 式 的 条 件 。 

4. 对 给 定 的 Jy， 个 未 知 数 的 4 个 线性 方程 组 有 〔 叭 一 的 ) 解 当 且 仅 
当 A=0 仅 有 平凡 解 x==0。 如 何 从 我 们 现 有 的 一 定理 得 出 这 一 结论 来 。 

5. n 个 未 知 数 的 n 个 线性 方程 组 成 的 方程 组 4x=y 有 解 * 当 且 仅 当 
增 广 和 矩阵 


Ox an œ An M 
da an " Om Mm 
Om An = Am Mm 


的 牧 与 系数 矩阵 A=(ap) RAR; DE, y=). MER. 5-1 得 出 这 
一 著名 的 准则 。 

6. 如 果 (2) 式 有 一 解 x 夺 0 且 (1) 式 是 可 解 的 ， 证 明 ，(1) 式 的 解 不 可 
能 是 唯一 的 ; 类 似 地 ， 如 果 《〈4) 式 有 一 解 天 0 且 (3) 式 是 可 解 的 ， 证 明 ， 
《3) 式 的 解 不 可 能 是 唯一 的 ， 

Ru 证 明 ,定理 8.6~1 中 的 第 一 个 结论 也 可 以 描述 如 下 。 RAT: KL, 

， 存 在 当 且 仅 当 了 x=Ax 4% wl. 

un 二 序列 (2,2, ) (ÆREZAX A) M Aufn -) ENAZ 
XR) 叫做 双 正 交 系 ， 如 果 ， 它 们 满足 有 (2#) 一 Se， 这 里 ， 了 一 1 2 
参看 (DR. SE) ER BEI h-E N E e), ME 
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Pen B a aoo emaa ma mann me ann rn aan ma nen 
a aa nn rn nee nn en nn nn 


PERARSENUN-TImEN, Am IE, 
Anzspan{z|k=1,2,-; km}, 


9. 证 明 ， 在 正文 中 定义 的 有 限 双 正 交 系 ， 习 题 8 中 的 条 件 是 自动 满 
Ki. 


vd 如 果 内 入 空间 中 二 集 {21,… Ay, Yat EER YDS, 
证 明 它 们 中 每 一 个 是 线性 无 关 的 。 
11, 在 Hilbert 空间 中 ， 双 正 交 系 取 什么 样 的 形式 ? 
12, W X Æ Hilbert 空间 互 ， 氢 述 并 证 明 引 理 8 .6-2。 
13. 在 # 个 未 知 数 的 ”个 线性 方程 的 情况 下 , 定理 8,6-3 蕴 含 着 什么 ? 
14, 如 果 赋 范 空 间 上 的 线性 算 子 :XY 具有 有 限 维 值 域 罗 (7 一 
T(X), WH, Tale 
Tx= fileju + fr) 
RAR, RE, eu Mifs fa 分 别 是 了 和 天 (的 对 候 空 
A) 中 的 线性 无 关 集 。 
15. 如 果 4 一 4， 我们 可 能 想 知 道 我 们 现 有 的 定理 将 会 有 什 么 结果 ， 此 
时 ，(1) 式 和 (2) 式 分 别 将 是 
Tx=y m 7x=1。 
对 这 些 方程 ， 定 理 8 .6-1 可 能 不 再 成 立 。 为 了 看 出 这 一 点 ， 试 考察 由 下 式 定 
义 的 算 子 T:CT0，#] 一 CT0，#] 


Tx(Cs) = 人 ks,Dx(Dah 


PRCs，, 门 一 5) Ssin ns sin nf, 


amj 


8.7 Fredholm 择 一 律 (或 择 一 定理 》 


前 两 节 研 究 了 紧 线 性 算 子 方程 可 解 性 问题 ， 所 得 结果 提出 了 
下 面 的 概念 ， 


8.7-1 定义 (Fredholm 择 一 律 (或 择 一 定理 )) BEREZ 
MX 上 的 有 界线 性 算 子 4: 久 >XX 叫做 满足 Fredholm 择 一 律 ， 
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如 果 4 使 得 不 是 ( 工 ) 成 立 就 是 ( 工 ) 成 立 。 
(D) 非 齐 次 方程 
Ax=y, A’*f=g 
CA: X X RARER 分 别 对 每 个 EX 和 9EX ARM 


Ís 且 解 唯一 。 

相应 齐 次 方程 
Ax=0 A*f=0 

分 别 仅 有 平凡 解 。 

(D 齐 次 方程 
_ Ax=0 A*f=0 
分 别 有 相 同 数 目的 线性 无 关 解 
Xis s, Xm 和 fis s, fm (n>1). 

非 齐 次 方程 

Ax=y A*f=g 


并 不 是 对 一 切 y 和 9 是 可 解 的， 它们 有 解 的 充分 必要 条 件 分 别 是 
使 

Fly) =0 g(%) =0 

(k=1, 2, e, n. 3 


我 们 看 出 ， 此 概念 可 以 用 来 综合 前 两 节 的 结果 。 


8.7-2 ”定理 (Fredhoim 择 一 律 ) 设 了 :和 -> 人 是 赋 范 空间 式 
上 的 紧 线 性 算 子 ，4=0， 则 了 := 了 一 人 7 满足 Fredholm 择 一 律 。 


择 一 律 这 一 结果 对 于 应 用 是 特别 重要 的 ， 因 为 ， 证 明 齐 次 方 
程 仪 有 平凡 解 代替 解 的 存在 的 直接 的 证 明 ， 常 常 是 较为 简单 的 。 

我 们 已 经 谈 到 的 《在 8.5 节 中 ) 紧 线 性 算 子 的 Ries: 理论 是 
受到 第 二 型 积分 方程 
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(1) x(s) -u| kls, i)x(t)dt=5(s) 


的 Fredholm 理 论 的 启示 而 提出 的 ， 并 推广 了 Fredholm 的 著名 结 
RR, FBINR-EREFT Hilbert 空间 和 Banach 空间 理论 的 发 
展 。 我 们 将 给 出 应 用 紧 线 性 算 子 理论 到 形 如 (1) 式 的 方程 的 一 个 
简单 的 介绍 。 


Z u=}, J(9=-y()/4, 2E, 440, RME 


(2) Tx—Àx=y (4*0), 
其 中 了 定义 为 


(3) (Tx)(s) =| ke， i)x(t) di, 


一 般 理论 结果 现在 可 以 转移 到 (2) 式 上 去 。 事实 上 ,我们 有 如 下 
的 结果 


8.7-3 ”定理 《关于 积分 方程 的 Fredhoim 择 一 律 ) 如果 (1) 
式 中 的 k 使 得 (2) 式 和 (3) AH TXA ERBEN X LER 
性 算 子 ， 则 对 于 7 ，Fredholm 择 一 律 成 立 ， 于 是 ， 或 者 (1 ) 式 
对 一 切 9EX 有 唯一 解 ， 或 者 相应 于 (1) 的 齐 次 方程 有 有 限 多 个 非 
FR PE, AxA 线性 无 关 解 。 

设 (2) 式 中 了 是 紧 的 (了 为 紧 的 条 件 下 面 给 出 )， 那 未 ， 如 果 4 
ETHRAR p(T) 中 的 数 ， 则 瑰 解 式 R(T) ==(T 一 杀 ) FE, 
定义 在 全 空间 天 上 ， 有 界 [ 见 8.6-1(b) JENSEN YEX, (2) 式 的 
众 一 解 由 

x=R,(T)y 
给 出 。 因 为 RaT) ERER, R (DosR ADETA 
0 仅 有 平凡 解 x=0。 因 此 ，4Ep (1) 给 H Fredholm 择 一 律 的 情 
All). 
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#AI>ITI. XEX=# Banach 空间 ， 由 定理 7.3-4 
知 ，4Ep(7) 。 其 次 ， 由 7.3 节 中 的 (9) 式 得 出 

(4) R(T) =A (I HAT HAT? +), 
因而 ， 对 于 解 x 二 R(T)y， 有 表达 式 


(5) X 一 一 1( y+}Ty+ 4 Tryte. ). 


此 表达 式 叫 做 Neumann 级 数 . 

如 果 取 非 零 4Ec(7) (如 果 这 种 4 存在 的 话 ) ， 这 E, o(T) 
是 工 的 谱 ， 则 得 到 Fredholm 择 一 律 的 情况 (了)。 定 理 8.6-4 欧 
含 4 是 特征 什 ， 由 定理 8.3-3， 相 应 的 特征 空间 的 维 数 是 有 限 
的 ， 且 由 定理 8.6~3 它 等 于 的 相应 的 特征 空间 的 维 数 。 

同 定理 8.7-3 相 联系 的 两 个 特别 有 趣 的 空间 是 

X=LTa, b) 和 X=Cl[a, b]. 

为 了 应 用 这 一 定理 ， (1) 式 中 的 核 R 必 须 具备 一 定 的 条 件 ， 以 
保证 了 是 紧 的 。 

mMRX=DLa, b1. KH ERELLIX II, XH, 
J 了 =[c， 扫 .此 证 明 要 用 到 测度 论 中 的 知识 ,这 超出 了 本 书 的 范围 。 

在 亏 =-CTa， 的 的 情况 下 ， 这 里 , [ac， 的 是 紧 的 ， 天 的 连续 性 
蕴含 T 的 紧 性 。 

利用 下 面 建立 起 来 的 标准 定理 〈 下 面 的 ，8.7-4》 我 们 将 得 
到 这 一 结论 。 

Cla, 5 中 序列 (xs) 叫做 等 度 连续 的 ， 如 果 对 每 个 e 汪 >0， 存 
在 DO ( 仅 依赖 于 e)， 使 得 对 一 切 x。 及 一 切 满足 1s 一 ss | 之 6 的 
Si „Ela, bE 

1%. (81) 一 xn (5) I<e. 
由 此 定义 看 出 ， 短 个 Æla, b] LEREZ RRT. 


8.7-4 Ascoli 定理 《等 度 连续 序列 ) CLa,6J 中 有 界 等 度 连 
.431 。 


续 序列 (xs) 有 上 收敛 的 子 序列 《 依 Cia, DH» 


关于 它 的 证 明 ， 见 以 。 J, Meshane(1944), 9.336. FAX 
一 定理 ， 我 们 得 到 计 二 CLa,61 情 况 下 所 要 求 的 结果 如 下 。 


8.1-5 EE ERRAT) 设 /=[a,b] 是 任 一 紧 区 间 ,，h 
在 yxvy LER, WMRO)REXHÄATT:ıX>X, X=Cla,b], 
是 紧 线 性 算 子 ， 

证 明 . 了 了 是 线性 的 ,了 的 有 界 性 从 


fke, Halde | 


ITz|=max 


<Iel.maz|, Ikls, Hlat 


得 出 ， 即 可 以 表示 为 1Txl<zlxl. 设 (%x,) 是 也 中 任意 有 界 序列 ， 
比如 说 ，xn1<c， 对 一 切 #。 命 yp 二 Txn, Ulni<IT atA 
此 ，(ys) 也 是 有 界 的 。 我 们 证 明 (yw) 是 等 度 连续 的 。 因 为 ， 按 假 
设 ，k 在 x 了 上 连续 且 / XJ 是 紧 的 ， 则 在 XJ 上 一 致 连续 ， 因 
此 ， 任 给 >>0， 存 在 6>0， 使 得 对 一 切 TE) 和 一 切 满足 |s. 一 s,| 
<ô 的 5s1， sEy 有 
8(s ， 四 一 R(s， 四 |<e/( 一 a)c。 
An, Nas, mtr, KNIE 


un) uals) |= || Ekl DA, 91xa(Ddi 


€ 
<td) oe =e 
这 就 证 明了 (ys) 的 等 度 连续 性 。 Ascoli EEAS (w) kA F 
序列 . 因 (xs) 是 任 闪 有 界 序列 且 Yn=T xa, 了 的 紧 性 从 定理 8.1-3 
得 出 来 。 I 
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习 题 


L 叙述 个 未 知 数 的 # 个 线性 方程 组 的 Fredholm 择 一 律 。 

2， 直接 证 明 ，(《1) 式 可 以 不 总 是 有 解 的 。 

3， 在 (3) 式 中 给 定 一 不 连续 核 & 的 例子 ， 使 其 对 一 连续 函数 x， 象 了 x 
混 不 连续 的 。 试 讨论 之 


4. (Neumann 级 数 ) 证 明 ， 在 (1) 式 中 采用 /= 站 和 Ü, Neumann 


BERTHIER 
x= j+ uT H eT jA 
试 在 CLe，b] 中 考察 (1) 式 。 如 果 , k Ela, b]Xxla, bJLeE&MN, TR 
比如 说 ，jR(s， DI<M, Einflal<ı/M(b-a), WEA Neumann 级 数 
收敛。 
5。 试 解 下 面 的 积分 方程 ， 将 结果 同 习题 4 中 的 Neumann 级 数 比较 ， 


x) -u\ x(Ddt=1。 


求 出 相应 的 齐 次 方程 的 一 切 解 。 并 讨论 之 。 
6. 解 下 面 的 方程 并 证 明 ， 如 果 |4| 过 1/ho(6 一 0)， 相 应 Neumann 级 数 
收敛， 


x(a] aspD)dt 一 5(9)， 


ZE, k 是 常数 。 
R 1. GE, MEEO 证 明 ， 在 习题 4 的 Neumann 级 数 中 ， 我 们 可 以 
(及 (人 一人 kwl, DDA, 
RE, n=2, p e, HBko 由 
kinst) E? me (P CstDRG Werk, Dit das 
给 出 ， 于 是 习题 4 的 Neumann 级 数 可 以 表 为 


= +a kt, DEd 
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+ ko, DIO = 
证 明 ， 这 一 表达 式 可 以 表 成 为 一 积分 方程 
«CS) = tH ECE DIDA, 
RE. BRBROH 


Bes, t; =) havts, ty) [ku=k] 


i™=0 


给 出 . u, ARME 
Rem (S, d= kanos, u)klu, Ddu., 


8%. 对 (1) 式 ， 取 a=0, b=x H 
RCs, Da, sin s sin 2t + asia 2s sin 3. 
HERR. 
4.。 利用 习题 4 中 的 Neumann Ag, AOR, IH co=0,b=3rH 


kls, =J jos sin ns cos nf (Hıai<). 
aml n=l 
10. 在 (1) 式 中 ， 设 h(s, H= +O), b=1. WER ERM 
征 函数 。 当 4=1/4 不 是 特征 值 时 ， 解 此 方程 
1. ÆWAP, kls, D= zemle R a=, bei, R 
征 值 和 特征 函数 。 
12. 解 


x(s) N sin s cos tx(t)dt= (5). 


13. Ascoli 定理 8.7-4 涉及 按 Cla,b] 中 范 数 收敛 的 子 序列 .我 们 知 
道 ， 这 就 是 [a, 纪 于 的 一 致 收 化 ， 见 1.5-6。 举 例 说 明 ， 连 续 函 数 序列 可 不 
在 ta,b] 的 每 一 点 处 收敛 ， 但 可 以 不 含有 [ce, gb 上 的 一 致 收敛 的 子 序列 。 

14. 《退化 核 ) 形 如 


@” 绝 不 能 将 算 子 的 水 解 核 同 清 解 式 ( 见 7,2 节 ) 混 清 起 来 ， 
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kls, N= J oCs)biCt) 


= 


AL EENAA 这 里 ， 我 们 可 以 假设 二 集 {au "y Gs} 和 {b1, bu} 的 
每 一 个 在 [ac, 妇 上 线性 无 关 。 因 为 ， 否 则 和 式 的 项 数 可 以 减少 。 如 果 只 这 种 
核 的 方程 (1) 式 有 解 ， 证 明 ， 它 必 取 下 面 的 形式 


IE, ex, 


1=1 


县 未 知 常数 必 满 足 


b 
ci— HY aer = ou bi(t)ar (dt, 


k=l 


3E, u= [aOd jsi, m, n 
15. 考察 
x(s) ph s+)dt= 0), 


《GaG) 假 设 ，l2 十 124 一 1 天， 并 利用 习题 14， 解 方程 ; 《 幻 求 特征 值 和 特征 
通 数 。 
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有 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 理论 


Hilbert 空间 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 在 3.1 节 中 已 作 了 定义 
和 讨论 。 本 章 从 事 其 谱 理论 的 研究 。 因 为 这 些 算 子 在 应 用 中 特别 
重要 ， 故 其 谱 理 论 已 得 到 很 好 的 阐述 和 发 展 。 


”重要 概念 ， 主 要 内 容 方向 提要 

在 9,1 和 9.2 节 中 ， 我 们 将 讨论 有 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 的 性 
质 ， 在 9.3 到 9.8 节 我 们 所 曾 述 的 内 容 不 仅 其 本 身 是 有 兴趣 的 ， 而 
且 在 9.9 和 9.10 节 中 对 于 建立 这 些 算 子 的 “ 谱 表 示 ” 也 是 必需 的 。 

有 界 自 伴 线性 算 子 7 的 谱 是 实 的 《〈 见 9.1-3)， 而 且 位 于 区 间 
[me，M] 中 ， 这 里 mm 和 对 分 别 是 人 (Tx， 池 在 一 切 范 数 为 1 的 Y 上 所 取 
得 的 下 确 界 和 上 确 界 〈 见 9.2-1)， 而 且 对 应 于 不 同 固 有 值 的 固 
有 向 量 是 正 交 的 ( 见 9,1-1)。 

这 样 一 类 算 子 了 可 以 用 一 积分 来 表示 〈“ 谱 定 理 9.9-1 和 
9.10-1)， 这 种 积分 包含 一 与 了 有 关 的 谱 族 8 L 9.8-3), MX 
里 的 谱 族 或 单位 分 解 〈( 见 9.7-1) 是 R 有 某 种 性 质 的 一 投影 算 子 
族 。 我 们 记得 ， 投 影 算 子 在 3.3 节 中 已 被 用 过 ， 可 是 为 了 现在 的 
目的 ， 我 们 不 仅 需 要 这 些 算 子 的 各 种 一 般 的 性 质 〈9.5,9.6 节 )， 
而 且 还 需要 正 算 子 (9.3 节 ) 及 其 平方 根 (9.4 节 ) 的 概念 。， 

在 9.11 节 我 们 将 刻 划 有 界 自 伴 线 广 算 子 的 谱 族 在 移 解 集 的 点 
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处 ,在 园 朋 值 处 以 及 在 连续 谱 的 点 处 的 性 质 。( 该 算 子 的 剩余 谱 是 
空 的 ， 见 9 .2-4.) 


9.1 有 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 性 质 


在 本 章 我 们 将 处 处 考察 定义 在 复 Hilbert ZEIHLF#ERHE] 
其 自身 的 有 界线 性 算 子 ， 而 且 这 些 算 子 是 自 伴 的 ， 我 们 稍 加 追 述 
第 三 章 中 两 个 有 关 的 定义 。 

XT:H>HE8 Hilbert 2A] HA LHA RA A P. M 
Hilbert 伴 随 算 子 了 *, 及 > 也 定 义 为 满足 次 之 条 件 

<Tx, w=<a, T*y>, K—Ux, yeH 

的 算 子 ， 这 就 是 定义 3,9-1 Gih Hi =H, =H). 3 H 3.9-2 
a, TZEMBRHLERTH-ITIM ERBRERT, FR 
唯一 的 。 

Hr, Thh BEI KHermitian®, ME 


T=T*, 
这 就 是 定义 3.10-1. TAT, Dex, TER 
(1) Tx, y =<x, Ty. 


METEK EH, NIN--WxeH, «Te, DAN. RZ, AH 
是 复 的 ， 这 一 条 件 就 推出 7 的 自 伴 性 。〈 见 3.10-3) 。 

这 就 是 我 们 主要 复习 的 内 容 ， 现 在 我 们 着 手 关 于 有 界 自 伴 线 
性 算 子 的 谱 的 研究 。 我 们 将 看 到 这 种 谱 基 有 某 些 在 实用 上 非常 重 
要 的 一 般 性 质 。 

有 界 自 伴 线 性 算 子 了 可 以 没有 固有 色 值 (见习 题 9)， 但 是 ， 
如 果 工 有 图 有 值 ， 则 下 面 的 基本 事实 可 以 很 容易 地 被 建立 。 


O 在 无 界 算 子 理论 中 ， 这 两 个 直 语 有 点 不 同 ， 我 们 说 7 是 有 界 的 ， 这 直接 得 自 
拷 (人 和 和 我 们 的 售 定 ，7 是 定义 在 整个 马上 《见习 Si10) ， 
O RAR: WAG E I ER ERRAR SE ANA E. 
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4.1-1 定理 (固有 值 ， 固 有 向 量 ) ZT:N>HREHilbert 
空间 互 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 。 则 
(a) 了 的 一 切 园 有 值 (如 果 存 在 的 话 ) 是 实 的 。 
(b) 相应 于 了 的 Kan) 不 同 的 加 有 值 的 固有 向 量 是 正 
交 的 。 
W. (a) 设 4 是 了 的 任 一 加 有 值 ，x 是 相应 的 固有 向 量 ， 则 
x=0 H Tx 二 41x。 利 用 人 的 自 伴 性 ， 得 
Kr, Dualdx, =LTX, © 
=cx, Tx =X, NALx, XD 
这 里 <x，xz> 一 xls0( 因 x 近 0)。 用 人 x， 沙 RERA =e 
故 4 是 实 的 。 
(b) 设 4 和 是 全 的 固有 值 ，x 和 y 是 相应 的 回 有 向 量 ， 则 
Tx=ixMTx=uy. HITRA ED, LEX. i 
Mx, pucix, »p=<Tx, y> 
=(x, Typ=ciı,uyp=ul&, W. 
因 434， 故 必 有 <%x， 访 二 0， 这 就 意味 着 x 和 y 的 正 交 性 。 时 
更 有 甚 者 ， 有 界 自 伴 线性 算 子 了 的 整个 谱 都 是 实 的 。 这 一 卓 
越 的 结果 ( 见 下 面 的 定理 9.1-3) 将 由 下 面 的 关于 7 的 珠 解 集 p(7') 
的 特性 而 得 出 。 


4.1-2 定理 (BER) ET:H>H2&Hilbert ZAH E 
的 有 界 自 伴 线性 算 子 。 则 数 4 属 于 了 的 移 解 集 p(7)， 当 而 且 仅 当 
BE-AcD, EBNS—xEH, 

(2) NWd>eial, (T,=T-Al). 

证 . (a ) 如 果 MEp(T)， 则 尼 一 Ti: 万 -> 已 存在 且 是 有 界 的 
(R7.2-3), km, IRl=k, ZER>e, AA Ro. XE 
I=RT,, KN&—aeH# 

xj = RT x RTS k Tax]. 
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这 就 得 出 17xxi>cjx1j， 这 里 c=1/4。 
(b) 反之 ， 设 (2)〈 其 中 c>0) 对 一 切 xEH 成 Z. MER 
ANEH 

(a) T«H>-T (MER; 

(£) T(MEHRRE, 

(y) THH pmt, 

T&T«(M=H, MEBRARXE 理 4.12-2, =T 是 有 界 
的 。 

(a) 我 们 必须 证 明 由 T,x,=Tıx, 可 推出 x xg 但 是 这 

一 事实 可 以 从 (2) 式 得 出 ， 因 为 了 ,是 线性 的 ， 且 

o 0=]Tix Tax] = Tala ela 
E0, Wir xl=0, Dnm A 是 任意 的， 这 就 
WAT Ti HT (五 ) 是 双 射 的 。 

(8) 我 们 证 明 x 上 72:( 互 ) 绽 含 w 一 0， 于 是 由 投影 定理 
3.3487 .(H)=H. RLT), ULTıH) KS—H 
XEH 有 

0=<T;x, xY=Tx, XO— ixX, Xe 
因 7 是 自 伴 的 ， 于 是 我 们 得 出 

<Y，Txo> 一 《7 x, X=, AX, 
故 由 3.8-2 有 7x 一 1xo。 显 然 %‰ 二 0 是 该 方程 的 解 ， 而 % 丰 0 不 可 
能 是 它 的 解 ， 因 为 如 果 ‰s0 是 其 解 ， 这 就 意味 着 1 是 了 之 一 固有 
值 ， 于 是 由 9.1-1 知 和 一 4 是 了 xu 一 4 一 Taxo 一 0， 由 (2) 式 即 得 一 
矛盾 

0= Tix >een >00. 
《因为 c>>0) 。 由 此 矛盾 得 知 =. Ratt- ETTA 
HS, KT(Aj={0}. H 3.3-4 aT =H, M TH) E 
Hz. 
(P) ANRIEIENyET.(A) AS YETH), FER M 
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T(HzmW, B(ß)ETıH)=H. iKyeT.(M).H1.4-6(e) 
ET (H) REEF N ys) HWAT ye H YETH), wH 
SEHE 加 一 了 xn 由 (2) 


1 1 - 
1X ni Ta (Xn — Xm) Į 一 二] 一 go . 


Ally), Bl) &—Cauchy Ie RHEE, Hl), Ib 
如 说 ， Xn >Xa RATES, Ti WES, 由 1.4-8, Yn =T Xn —> 
Tixo HEX, TaxeT (H). K R RE —, KTıa=y, 从 而 
veT,(H). Wye (万 ) 是 任意 的 ， 故 Ta(H) 是 闭 的 。 由 (B) 即 
#T,(H)=H. ZABERA 及 一 Ti 定义 在 整个 囊 上， 而 且 是 
有 界 的 ， 这 与 从 有 界 道 定理 4.12-2 或 直接 由 (2) 得 出 的 一 样 。 因 
此 MEp(T), 量 
由 这 一 定理 现在 我 们 直接 得 出 下 面 的 基本 定理 。 
9.1-3 ”定理 ( 谱 ) A Hilbert SAH FRE RHRRHN 
FT:H>HWEo(T)2IW. 
证 .利用 定理 9.1-2， 我 们 证 明 /=a-+i6(a, P 是 实数 ) ， 
其 中 ps 0， 必 属于 p( 了)， 于 是 ac(T)CR， 
对 互 中 的 每 一 x 所 0， 我 们 有 
Tıx, D=<Tx, DkKx, x 
Rx, DAT, DBEEM(MEI.10-3), 
Tr, DT, mir, © 
这 里 1=-c 一 由 。 上 两 式 相 减 得 
《Tix， 和 一 人 Tix， 从 一 (4 一 和 < 从 一 21201x1?。 
Emei Tan, 2， 其 中 Jo 表 虚 部 ， 而 虚 部 不 可 能 超过 绝对 
值 ， 于 是 除 以 2， 取 绝对 值 并 利用 Schwarz 不 等 式 ， 即 得 
[BllxE= |<Tx, x TIT x, ol IT dx. 
BRUIS, BÆ lixxi Æ B0, M 4Eo(T) (HE 
理 9.1-2)， 因 此 当 4E (T), DAB. PR 
«440 ; 


5 题 


1. 在 课文 中 我 们 已 提 和 到 ， 对 自 伴 线性 算 子 7， 内 积 人 7Tx，2 是 实 的 ， 
对 和 矩阵 来 说 这 蕴含 着 什么 ?和 矩阵 论 中 熟知 的 什么 定理 其 包含 为 定理 9,1-! 的 
特例 ? 

2. 如 果 在 有 限 维 情形 ， 自 伴 线性 算 子 了 由 一 对 角形 矩阵 表示 , 试 证 明 
和 矩阵 必 是 实 的 。7 的 肉 是 什么 ? 

3。 试 证 明 在 定理 9,1-2 中 ，R; 的 有 界 性 也 由 (3) 得 出 ， 

4. 用 一 个 算 子 ， 其 谱 由 一 给 定 的 值 4 所 组 成 ， 来 说 明定 理 9.1-?. 试 
问 此 时 最 大 的 c 是 什么 ? 

5. ZT:H-HRW:H>H2—# Hilbert 空间 H 上 的 二 有 界线 性 
算 子 。 若 了 是 自 伴 的 ， 试 证 明 s= 丈 *7 歼 是 自 伴 的 ， 

6。 BT: B Hlé, Br JA, DE. EX. RITEAR 
的 吗 ? 自 伴 吗 ? 试 求 S, Pe T=S2, 

7. BT:BAlıy y=(n)=Tx, x=(&), 二 本 定义 ， 其 中 (为) 是 
及 上 的 一 有 界 序列 ， 且 a=infA,, b=sup h. 1 证 每 一 四 是 T 之 一 加 有 值 。 
试问 在 什么 条 件 下 将 有 o(T) 必 [a,b12 

8. 利用 定理 9.1-2， 试 证 明 第 7 是 中 算 子 了 的 谱 是 固有 值 集 的 闭 包 。 

9, 92.2-7M3. 1-5 mE. Hilbert 空间 L370,1] 是 [0，1] 上 一 切 
连续 函数 的 内 积 空间 和 (EREHE 


<x, w= (Dudi 


定义 ) 的 完备 化 空间 。 试 证 明 由 下 式 定义 的 算 子 T: [2[0，11- 一 L250 ,11 
y(t)=Tx(t) =ix(t) 
是 没有 固有 信和 的 有 界 自 伴 线性 算 子 ，。 
10。 注意 到 下 面 的 事实 是 有 兴 扑 的 ， 一 线性 算 子 T 了 其 定义 在 整个 复 
Hilbert 空 间 玉 上， 且 对 一 切 x，yE€ 玉 满足 (1)， 则 必 是 有 界 的 《 故 本 节 开 
始 时 有 界 性 的 假定 是 不 必要 的 ), 试 证 明之 。 


9.2 有 界 自 伴 线性 算 子 谱 的 进一步 的 性 质 


有 界 自 伴 线性 算 子 T 的 谱 wiT) 是 实 的 。 这 - .重要 的 事实 已 在 
.44l ， 


前 一 节 中 被 证 明 。 我 们 将 看 到 这 种 算 子 的 谱 可 以 更 为 深刻 地 进行 
刻 划 ， 因 为 它 有 许多 一 般 的 性 质 ， 不 仅 在 数学 上 是 有 趣 的 而 且 在 
实际 的 应 用 上 也 是 重要 的 。 由 7.3-4， 显 然 c(7) 必 然 是 紧 的 ， 但 
在 现在 的 情形 ， 我 们 则 可 得 出 更 为 深刻 的 结果 ， 


9.2~1 定理 ( 谱 ) 复 Hilbert ZA H EKARA ARER 
子 7 :如 -> 五 的 谱 o(T)， 位 于 实 胃 上 的 闭 区 间 [m,，、M1 中 ， 这 里 


(1) m= int <Tx, &, M= sup <Tx, x>. 
lxll==1 Hxll=1 


证 . 0(T) 位 于 实 办 上 《由 9.1-3)。 现 证 任 -- 实 数 1=M +e, 
>, 属于 瑰 解 集 p(T)。 对 每 一 x*0 和 v=1xi"'x, 我 们 有 
x=|x|vo, E. 

<Tx, »=]x]’%Tv, <lill’ sup <TD, 5>=<x, M. 


iT, D>—x,©M, XH Schwarz 不 等 式 得 
IT; 11 1>—<Tır, D=—<Tx, x+ KX > 

>(—M +4)<x, x> 

=c]xļ*, 
. 由 假设 上 式 中 c=i-M>0. RAI, 即 得 不 等 R ITa elsje 
于 是 由 9.1-2 知 4Ep(T)。 当 4< 时 ， 证 明 的 思想 是 一 ER. 

(1 ) 式 中 的 m 和 对 与 了 的 范 数 之 间接 下 面 的 有 趣 的 方式 相 联 

系 。 


9.2-2 定理 ( 范 数 ) WA Hilbert 空间 妃 上 的 任 一 有 界 自 
伴 线 性 算 子 7 有 [ 见 (1) 式 ] 
(2) IT]j=max(|m|, |M|)= sup ‚Ta, “>|. 


证 . 由 Schwarz RER 
sup IKTx, |< sun | 


xl 一 
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MK<ITI, RERREHNRT, MiEITI<K. EN-UW 

数 为 1 的 z> 有 7 z= 一 0， 于 是 了 =0 (为 什么 ? )》 ， 则 结论 已 证 。 否 则 

对 任 一 范 数 为 1 并 使 得 7z 志 0 的 z, 令 v=1Tzb*z,w=072z1-“Tz。 

M lol = jois]. NS =v 二 ww，ys 一 "一 思 ， 直 接 计算 ( 因 

许多 项 被 消去 ， 且 了 是 自 伴 的 ) 得 

(3) Ty, vP—Ty, y>=2(<To, w>+<Tw, v) 
=2(<Tz, Tz>-+<T?z, 2) 
=4|Tz]?. 

于 是 对 每 ~… y0Maelyl y RITE y= [yix， 而 县 

i<Ty, y> =lyl Tx, Dl<lyl sup KTE, X>| 


=Klyl", 
故 由 三 角 不 等 式 和 直接 计算 得 
{Ty Typ. yval<kTy, yl+lKkTy, yl 
<K(Iyıl’ +lysl?) 
=2K (lol? + jwi?) 
=4KITz!. 
由 上 式 及 (3) 式 得 知 AT zP<IKITzI. WITZI<K. H-- UM 
数 为 1 的 z 了 到 上 确 界 ， 即 得 17 入 玉 , 与 玉 二 IT 一 起 即 得 (2)， 
实际 上 ， 定 理 9.2-1 中 c(T) 的 界 不 可 能 再 缩小 。 这 由 下 面 的 
定理 可 看 出 。 


9.2-3 定理 (m 和 前 是 谱 值 ) 设 瑟 和 7 与 定理 9.2-1 中 者 相 
REAH={i 则 (1) 中 定义 的 m 和 MM 是 了 的 谱 值 。 
证 . 现 证 MEc(7)。 由 谱 喘 象 定理 7.4-2， 人 十 Ri (是 一 实 
常数 ) 的 谱 由 了 的 谱 通过 平移 而 得 出 ， 而 且 
MEo(T)<=>M +kEo(T+KkI). 
页 不 失 一 般 人 性 可 以 假定 Km- M. 于 是 由 前 面 的 定理 我 们 有 
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M= sup <Tx, »={T]. 


Hxii=1 
根据 上 确 界 的 定义 ， 存 在 一 序列 (xn) 使 得 
xai =1, <TXn, Xn>=M—6,, ðn >00, >l. 
FEITZ SIT iii =i TIEM. ATRAE, & 
IT» = Mx =T ġa Mx,, Tan Man 
= |T xah 2M <T xn, £ +M’ lkal? 
<M’—2M(M —ôn) +M'=2M &.>0. 
办 此 不 存在 正 数 c 使 得 
TAT Mr ce 一 clx (lx 一 1)。 
而 定理 9.1-2 表 明 4 一 对 不 可 能 属于 T 的 物 解 集 ， 故 MEo(T)。 对 
4=m 的 情形 ， 证 明 是 类 似 的 . 秆 | 


把 线性 算 子 的 谱 分 为 点 谱 和 另外 的 部 分 似乎 是 自然 的 。 因 为 
在 有 限 维 空间 中 ，“ 另 外 的 部 分 ”是 不 存在 的 ， 这 正如 我 们 从 抵 
阵 论 中 所 熟知 的 《 见 7.1 节 )。 把 “另外 的 部 分 ”分 为 连续 诺 和 剩 
余 谱 也 同样 是 合理 的 ， 因 为 对 相当 大 的 重要 的 一 类 自 伴 线性 算 子 
镜 余 谱 是 不 存在 的 . 


9,2-4 EREHSE) 复 Hilbert 宏 间 石上 的 有 界 自 伴 线 
福 算 子 的 剩余 详 oT) EZH. 

证 .我 们 证 明 ， 假 定 or(T) = RARE. KAET). 
HOo(TINEX, Ta 的 逆 存 在 ， 但 其 定义 域 多 (TY!) REH 
翻 密 ， 故 由 投影 定理 3.3-4， 在 互 中 存在 y 反 0， 正 交 于 多 (Ti) 
但 多 (TTY!) 是 T; 的 值 域 ， 故 对 一 切 xEH 

<Tix, =0。 
因 4 是 实 的 ( 见 9.1-3)，T 是 自 伴 的 ， 于 是 对 一 切 * 有 <%,Ts 护 二 
0. Mx=Tıy, RNEHITYP=0. & 
T,y=Ty—iy=0. 
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By, LRAT- AAA. Ans ico,(T) FE. k 
oT) p EKTA, AMEE ov( 了 ) 一 少量 


习 题 


1. 给 出 当 4<<mm 时 定理 9,2~1 的 证 明 。 

2. 试问 由 定理 9. 2~1 我 们 可 以 得 出 关于 Hermitian RE 4= (au) 
加 有 值 的 什么 定理 ? 

3. ATÆ Hilbert 空间 五 到 五 之 一 真子 空间 Y 壮 {10} 上 的 投影 算 子 , 试 
求 出 m 和 及 ( 见 定理 ,2-1)。 

4. 试 证 明 在 定理 3.2-3 中 m€c(T)， 

5. 刹 用 本 节 中 之 一 定理 ， 试 证 明 复 Hilbert 空间 五 持 { 时 .上 的 有 办 
自 伴 线性 算 子 的 谱 是 不 空 的 。 

6. 试 证 明 一 复 Hilbert 空间 恕 所 } 上 的 紧 自 华 线性 算 子 T: 昌 一 H 
zba- Hat. 

1. 考察 由 一 Tx， 这 里 x 一 (后 ) ，9g 一 (7i) Em=ć;/i, ieh, 2, “Pr 
EXWATT:D-R, ZI 1-5 中 我 们 已 证 明 T 是 紧 的 。 试 求 出 7 的 谱 , 并 证 
0er. (T) MEERE. oe(T)=4{0}. (CA 0E (T) 或 0€0,(T) 的 紧 算 
子 ， 见 8 ,4 节 ， 习 题 4,5.)。 

8. (〈Rayieigh 商 )。 试 证 明 (1) 可 以 写成 

TIL inf als), sup 4(x)]， 


Krc)=<Tx, D/x, > 称 为 Rayleigh W. 
9. EA >> >24, 是 Hermitian 矩阵 4 的 固有 值 。 试 证 明 


hi=max q(x), Àa 一 min g(x), 这 里 9g(%) 一 7 一 EAE . 
并 证 明 
= max q(x), j=2, 3, ,n, 
x Y; 
x0 
这 里 了 ,是 C* 的 子 室 间 ， 其 由 一 切 正 交 于 对 应 于 A, =, Aa 的 固有 向 量 的 
HEAR. 


i0. AER ETIKE E Ale, )AERFE. (AEA 
使 不 假定 对 称 性 ， 此 结论 亦 成 立 ; 这 是 著名 的 Perron, Frobenius i9 
一 部 分 。(! 有 F, R, Gaptmacher(1060), Vol. F, P.52,) 
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9.3 EAF 


ET EEE, MARTE an, Tr, DEE 
的 。 于 是 我 们 可 以 考察 复 Hilbert JAH LU -JER EER 
性 算 子 的 集 ， 并 在 这 一 集 上 引入 偏 序 过 ( 见 4.1 节 )， 其 定义 
为 

(1 ) T,<T,, 当 而 且 仅 当 对 一 切 xeH 有 <T ix, D< 
LTx, X>. 有 时 我 们 把 T,<T, 也 写成 T,>T,. 

一 个 重要 的 特别 情形 如 下 。 一 有 和 界 自 伴 线性 算 子 7T:H->H 
称 为 正 的 ， 记 为 

(2) T>0, 

当 而 且 仅 当 《Tx， 心 之 0 对 一 切 xE 晶 成立。 有 时 我 们 把 之 0 HS 
成 0<T. 实际 上 ， 这 种 算 子 应 称 为 “ 非 负 的 ”。 只 不 过 习惯 上 
称 之 为 “ 正 的 ” 吧 了 。 

注意 《1) 和 《2》 之 一 简单 关系 ， 即 

T.<T,S0<T,—T,, 

这 就 是 说 ( 1 ) 成 立 当 而 且 仅 妆 T,-T, 是 正 的 。 

在 这 一 节 和 下 一 节 中 我 们 从 事 正 算 子 及 其 平方 根 的 讨论 ， 这 
一 课题 不 仅 其 本 身 是 有 趣 的 ， 而 且 在 本 章 来 将 作为 导出 有 界 自 伴 
线性 算 子 的 谱 表 示 之 一 强 有 力 的 工具 。 

正 算 子 的 和 是 正 的 。 | 

由 定义 ,这 一 结论 是 显然 的 ,现在 我 们 转向 讨论 积 。 由 3.10-4 
知 ， 有 界 自 伴 线 性 算 子 的 积 〈 复 合 ) 是 自 伴 的 当 而 旦 仅 当 算 子 是 
可 交换 的 。 而 且 我 们 将 看 出 ， 这 时 正 性 也 得 以 保存 ， 这 一 事实 在 
我 们 进一步 的 工作 中 将 常 被 用 到 . 


9.3-1 定理 ( 正 算 子 的 积 ) 如果 Hilbert 空间 及 上 的 两 个 
。4486 。 
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“ 


有 界 的 自 伴 线性 算 子 S 和 7 是 正 的 和 可 交换 的 (ST=ST), m 
其 积 S7 是 正 的 ， 

W, RNIFWAN—UxEN, 4ST, D>.#5=0, ik 
RX., ES. 我们 分 两 步 (a) 和 (56) 进行 证 明 。 

(a) 3& 


(3) S= 


并 用 归纳 法 证 明 

(4) 0<S,<I. 

(b) 证 明 对 一 切 xEH, <STx, D0. 

详细 证 明 如 下 ， 

(a) Un=ıN, KER (4) 成 立 ， 实际 上 ， 由 假定 0<5 
KEHO<S,. BASchwaz FERMERE S< S EM 


TSTS Ser = Sn 5; (n= l, 2, +) 


Six, = <Sx, Dzy Sxj jesaj =x, x>, 


从 而 得 出 9 委 7。 假 设 ( 4 )An=k HERZ, B 
oK, FESI- SI., 
ASEH, W -EHN y= Sh 
SI(T— Si)x, D=UI-S)Sır, Sax> 
=~<(I— Ss)y, MAD 
册 定 义 ， 这 就 证 明了 | 
: Si(1—S:)>0。 
类 似 地 可 证 明 
SMAI—S,)>0。 
相 加 并 化 简 得 
LSS) +S IS) =S SES 
FEKS MS KESS mI-Sı> 相 加 而 得 出 ， 事 实 
E RNA 
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0<I—-Sı+Si=l-5,1. 
这 就 完成 《4 )》 的 归纳 法 证 明 ， 
(b) 现 证 对 一 切 x€ 且 ，《STx，x》 之 0。 由 (3) 我 们 依次 得 出 
Si 一 91 十 9， 
一 0 +S tS; 


=S +S tr + HSn 
因 S,.>0, XMH E 
(5) Si+ + =S, SS 
由 志 的 定义 和 Sy 自 伴 性 ， 这 就 意味 着 


2 ISl =} <Syx, Sx>= > LSIx, DLS, £e 
jmi j=l j=l 


由 于 4 的 任意 性 ,， 故 无 穷 级 数 1SixP 十 1Szz 了 十 … 收 化 ,从 而 
I5.x1>0, HSır>0. 由 (5 )。 有 | 


nn 
(6) (US J= Si-Si ) esSix (n>00). 
j= 


一 切 S, 与 了 是 可 交换 的 。 因 为 它们 是 S,=1SI!S 的 和 与 积 ， 而 
且 S 和 是 可 交换 的 。 利 用 S==1S1S,， 公 式 ( 6 )。7>>0 和 内 积 的 
连续 性 ， 于 是 我 们 得 出 ， 对 每 一 xE€EH 和 yy=Syx 

<STx, D=]1SIKTS,x, x> 


=|S] im <T Six, x 
n> o j=l 


=]S] lim} Tyn yP>0. 
n> j=l 


EIXSTx, D>0. I 
E (2) 式 所 定义 的 偏 序 关系 也 为 我 们 提出 了 下 面 的 概念 。 
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9.3-2 定义 (单调 序列 ) Hilbert 空 间 刀 上 的 自 伴 线性 算 予 
Ta WFF (Ta 是 单调 的 ， 如 果 它 或 是 单调 增 的 ， 即 
T,<T,<T,<-- 
或 是 单调 威 的 ， 即 
T >T, >T; >e. i 
单调 增 的 序列 具有 下 面 的 一 个 值得 注意 的 性 质 (R WER 
对 单调 减 的 序列 亦 成 立 ) 。 


8,3-3 定理 (单调 序列 ) AT) 是 复 Hilbert ZAHL 
之 一 有 界 自 伴 线性 算 子 的 序列 。 使 得 
(7 ) T,<T,< <T,<..<K, 
AhKAHLZ-FRAHFRENT. BIUE-T5K 并 与 每 一 
Tn 都 可 交换 。 则 《Ts〉 是 强 算 子 收 钱 的 ( 即 对 一切 EH, Tax 
>Tx) 而 且 极 限 算 子 7 是 线性 有 界 和 自 伴 的 ， 而 且 满 足 T<K。 
WE. NIRIS,=K-T, 并 证 明 下 面 的 结论 ， 
(a) 序列 (CS3x，x> ) 对 每 一 ach 收敛。 
(b) 7T。x~>7x， 这 里 了 是 线性 和 自 伴 的 ， 而 且 由 一 致 有 界 性 
定理 它 也 是 有 界 的 。 
详细 证 明 如 下 ， 
(a) 显然 ，S* 是 自 伴 的 ， 故 有 
2 一 9s9n=(9n 一 9 )9n 一 (7 一 7 )( 天 一 Th)。 
设 m<n,， 由 (7) Ts 一 了 Tn 和 KK 一 Tm 是正 的 。 因 这 些 算 子 可 交换 ， 
故 由 定理 9.3~1 它 们 的 积 是 正 的 。 于 是 在 左 端 S$ 一 Snw$Sm 宇 0， 即 
当 m<n 时 S28 之 SsaSm。 类 似 可 证 
SnSm— SI=Sn(Sn—Sn)=(K—7T,)(T,—7,)>0, 
获 SnSm 之 Ss。 与 上 面 的 结果 一 起 得 知 
i S2>S,5.>52 (m<n) 
根据 定义 。 并 引用 Ss 的 自 伴 性 ， 于 是 有 


“449 » 


(3) Six, OSS mX, III Dar, SaX> 
=15,x’>0. 
ERRA KSix, DI) 对 固定 的 x% 是 一 非 负数 的 单调 减 的 序 
Fl. BR. 

(b) ME (Ta) 收敛 。 由 假定， 每 一 人 与 每 一 人 和 天 都 可 
交换 。 故 诸 9; 都 可 交换 。 这些 算 子 是 自 伴 的 , 因由 《8) A 
—KSnSah, DIS! DD, Anan, Ki 

Sm Snij =< (Sm Sna), (Sm Sn) 

(Sm Sn)’, © 

gr XY — 2S mda%, AHLSEN 

CIN DIR, Me 
由 上 式 及 在 (9) 部 分 中 所 证 明 的 收敛 性 ， 得 知 (Sax) 是 Cauchy 
a. HR, KEN. WTAT,=K-S,, i (Tax) BER. 
BABERRKMT, 3018 -xeH AM TUSRTıx>Tx. AE, 
SHEXT—TATT:H>H, KIREK. RAT, Æ KH 
而 且 内 积 是 连续 的 。 故 7 是 自 伴 的 。 因 (Ta K, i 其 对 每 
:一 %E€ 昌 是 有 界 的 。 由 一 致 有 界 性 定理 4,7-~3 推出 是 有 界 的 。 最 
fü, T<KHT,<sK#z.1 


5 题 


, 1. 设 S 和 7 是 复 Hilbert 空间 上 的 有 界 自 伴 线 性 算 子 。 ESTASS 
了 ， 试 证 S 一 人。 
2. 试 证 明 (1 ) 式 在 复 Hilbert 空间 右上 的 所 有 有 界 自 伴 线性 算 子 的 
集 上 定义 了 一 偏 序 关系 〈 见 定义 4,1-1)， 而 且 对 任意 这 样 的 算 子 7 ， 

Tı<T,3T,+T<T;+T, 
Tı<T,3aT,<aT; (>). 

3. 设 4，B,7 是 一 复 Hilbert SAH LNERBHRRHRT. AT 

且 与 4 和 8 可 交换 ， 试 证 

A<SBESAT<DT, 
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4. #T:H-H gf Hilbert 空间 瑟 上 的 有 界线 性 算 子 ， 试 证 77* 和 
T# 了 是 自 化 的 和 正 的 。 并 证 明 TT# 和 7T* 了 的 谱 是 实 的 ， 市 且 不 能 包含 负 值 。 
对 方 阵 .4 来 说 ， 试 问 第 二 个 论断 的 推论 是 什么 ? 

5. 斌 证明， 复 Hilbert 空间 互 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 了 是 正 的 ， 当 而 
和 且 仅 当 其 谱 仅 由 非 负 实 伪 组 成 。 对 和 矩阵 这 蕴含 着 什么 ? 

6. KT: H>HmW: H>H 是 复 Hilbert = AH LRA RREA 
子 ， 且 9 一 矿 *7 矿 。 试 证 若 7 是 自 伴 的 和 正 的 ， 则 8 亦 然 。 

7. 设 7 和 7: 是 复 Hilbert 空间 玖 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 ， 再 设 TiT， 
=T,T,HTı>. RUITTTREBEMEN. 

8， 设 8 和 7 是 Hilbert JAH LRBRAHSHERT. S20, WE 
TST=0. 

I, WESTS) NU+TARE, 

10. RT&#&Hibet A LE-FRAHEATSNEIHTTRIRFE. 

1. 定理 9.3-3 之 一 解释 性 的 例子 由 这 样 的 序列 《P,) 给 出 ， 其 中 P, 
是 1 到 这 样 的 子 空间 上 的 投影 ， 该 子 空间 由 所 有 这 样 的 序列 x==(£))E22 所 组 
成 ， 其 中 5 二 0 当 Dnie 试 证 明之 ， 

12. 设 7 是 复 Hilbert 空间 互 上 的 有 界 自 伴 线 性 算 子 。 试 证 了 是正 的 。 
对 矩阵 来 说 这 冀 含 着 什么 ? 

13. #ZT&# Hilbert 空间 五 上 的 有 界 自 伴 线 竹 算 子 。 试 证 7 的 谱 不 能 
包含 负 值 。 这 推广 了 算 阵 论 中 的 什么 定理 ? 

u. #T: H-HmS: 万 一 瑟 是 有 界线 性 算 子 ， 又 了 是 紧 的 且 SS< 
TT. RFSRR H. 

15. ZT:H>H PIREA Hilbert 空间 了 HH 上 的 有 界线 性 算 子 。 若 存 
在 一 常数 c>0， 使 得 对 一 切 xE 互 ATxx RETER. 


9.4 正 算 子 的 平方 根 


车 了 是 自 伴 的 ， 则 7T? 是 正 的 (RKT%x, =T, To>0): 
现 考 虑 闭 问题， 给 定 一 正 算 子 7， 求 一 自 伴 算 子 4 使 得 4 企 = 了 .这 
就 为 我 们 提示 了 下 面 的 概念 ， 这 一 概念 是 谱 表 示 的 基础 。 


9.4-1 定义 (正平 方 根 ) RT: H>HR—4 Hilbert 空间 
五 上 正 的 有 界 身 伴 线性 算 子 。 由 有 界 自 伴 线 性 算 子 4 称 为 了 的 平 
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(1) AeT. 
若 再 加 上 -4>>0， 则 -4 称 为 了 的 正平 方 根 ， 并 用 
A=T\% 
wz.B 


TT'? 存 在 而 且 是 唯一 的 。 


9,4-2 定理 〈 正 平方根 ) 复 Hilbert 空间 态 上 的 每 一 正 的 
有 界 自 伴 线性 算 子 7 : 妃 -> 玉 有 一 正平 方 根 4， 而 且 是 唯一 的 。 这 
一 算 子 4 与 五 上 的 与 7 可 交换 的 每 一 有 界线 性 算 子 可 交换 。 

证 。 我 们 分 三 步 进 行 证 明 ， 

(a) 我 们 证 明 ， 如 果 定 理 在 了 入/ 这 一 附加 的 假定 下 成 立 ， 
则 没有 此 附加 条 件 定理 亦 成 立 。 

(b) 我 们 从 4sx-~>4x， 这 里 如 一 0 和 


(2) Arı= Ast ZT-4), n=(, 1, 


来 得 出 鼻子 4=T! 的 存在 性 ， 同 时 也 证 明定 理 中 所 说 的 可 交换 
性 。 
(e) 证 明正 平方 根 的 唯一 性 。 
详细 证 明 如 下 ， 
(a) 车 =0， 我 们 可 以 取 A=T! ?一 0。 设 T#0 由 Schwarz 
不 等 式 得 
<Tx, x><ITxIxl<ITHz. 
以 1T1*0 除 ， 并 令 Q=(1/1T1)T， 得 
CQx, OLII, x> 
即 Q<<I。 设 Q 有 唯一 的 正平 方 根 B 二 Q'!， 则 有 P=, MAR 
. 们 看 出 T=4 了 1Q 之 一 平方 根 是 112B， 因 为 
(TE?B)=ITIB=ITIQ=7. 
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另外 ， 不 难 夏 出 ，Q!'“ 的 唯一 性 蕴含 全 的 正平 方 根 的 唯一 性 。 
因此 ， 如 果 我 们 能 在 了 入 7 的 附加 条 件 下 证 明定 理 的 结 论 。 
则 定理 即 被 证 明 。 


(b) FEE. 现 考察 (2 )、 因 如 一 0， 故 有 上册 一 卫 T， 忆 一 


7 一 二 7*， 等 等 。 每 一 4 是 7 的 一 多 项 式 。 故 诸 A 是 自 伴 的， 


彼此 是 可 交换 的 。 而 且 它 们 与 了 可 交换 的 每 一 算 子 可 交换 。 现 证 
(3) AI, n=0, 1, 3 
(4) An<Anrıs n=0, 1, 3 
(5) Ax>Ax, A=T'*, 


- (6) ST=-TS>AS=SA, 


AHSAHLNERRMEAT. 
(3) 的 证 明 ， 
ANAA<ILUn>0.A—- A EBEN, RU Aa 


2 0 另 由 7<I 推 出 J 一 了 之 0。 由 此 及 (2 ) 即 得 ( ): 


ee ng nen ne en er en aa erma ` ee mme 


o< (IA) + 01-7) 


=I- Arig Ab.) 
=] — Án. 
(4) 的 证 明 ， 
我 们 用 归纳 法 。( 2 IRRE 0=A<A<IT. DE: NE 


一 阅 定 的 n HA2-ı KAn 就 可 推出 An<Anrıe 由 ( 2 ) 我 们 直接 计 
算得 


An Ass An+ (T-A) An TA.) 
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=(A An) 1-5 (An tAn |. 


Hp AAS (由 假设 )》 ，[…] 之 0《〈 由 (3 )) ， 故 由 9.3- 
RA An>0 

(5) 的 证 明 

由 ( 4 ) 知 ， (4) 是 单调 的 ， 由 ( 3 ) 知 4,<J。 故 定理 9.3-3 
曹 含 存在 有 界 自 伴 线性 算 子 4 使 得 4。x~> Ax, N —UxEH BR. A 
(Axir, iel 2 ) 给 出 


Ant Anı= (TX Aix) >0 (n>). 


因此 对 一 切 x，7x 一 4x 一 0， 即 了 = 于。 另 由 (4) 0 一 4 过 4。， 
RASO, AKA, DI 对 每 一 xE 刀 成立， 由 内 积 的 连续 性 ( 见 
3.2-2) ARHEHNSE—XEH HA, D>0. 

(6) 的 证 明 , 

由 课文 中 ( 3 ) 式 的 前 一 行 得 知 S37=7TS5 HS ASSA, E 
H—WMxEeH# ASES Arx E nco, MEGY 

(c) E—E. KAMBRATNEETR. WL=BR=17, 5 
ABT=BB’=B’B=TB, Kills )MAB=BA. üxeH 是 任意 
的 ， 且 y=(A4 一 28)x， 因 A 之 0 和 B 之 0 于 是 有 <Ay,， 凡 之 0f1《By， 
坊 之 0, MMAB=BA, A=B, & 

Ay +<By, D =<(4+B) y, y =<(4— B’) x,y =0. 
BxAy y =<By yy =0. 因 4>>0 且 4 是 外 伴 的 ， 故 其 本 身 有 一 正 
平方 根 C， 即 C* 二 4， 而 且 C 是 自 伴 的 。 于 是 我 们 得 出 

0 一 《4 ,=Cy, y> =<Cy, Cy = Cv, 
即 Cy==0， 故 也 有 Ay==C*y==C (Cy) =0， 类 似 可 证 By=0。 因 而 
(4 一 B)y=0。 利 用 y= (4 一 B)x， 于 是 对 一 切 xE 玉 我 们 有 
lAx— Bxl? =<(4—B)’x, $ =< (4—B)y, O =0. 
上 式 表明 对 一 切 XEH 有 Ax 一 Bx 二 0， 因 而 得 证 4=B.。 f 
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平方 根 的 应 用 我 们 将 在 9.8 节 中 考虑 ， 事 实 上 ， 平 方 根 在 关 
于 有 界 自 伴 线 性 算 子 的 谱 表 示 中 起 着 基本 的 作用 。 


习 题 


. 1。 BRAF TRR T ESAT), HR ERAY 
BEIREFTFR? 
2. RT:Lf, NL, NETHDOHSSHEX (3.1-5). È 
证 明 7 是 自 伴 的 和 正 的 ， 并 找 出 其 正平 方 根 。 
2， RTEBARH(E, ér Seo, 0, & Eo ") 定义 ,试问 
TER RANG 是 正 的 蚂 ? 并 求 了 之 一 平方 根 。 
4. 试 证 明 ， 对 定理 9.4-2 中 的 平方 根 有 
IT =r, 
5, ZT:H>H 是 复 Hilbert 室 间 上 之 一 有 界 正 自 伴 线性 算 子 . 利用 
了 的 正平 方 根 ， 试 证 明 对 一 切 xy,VE 玉 有 
[Txt 和 CTX，XDL2KT 2 y, 
6 注意 到 下 面 的 事实 是 有 趣 的 。 第 5 题 中 的 论断 不 用 72/ 也 可 以 被 证 
有 明 ， 试 给 出 其 证 明 (其 类 似 于 Schwarz 不 等 式 ) 。 
7T. WERE 5 题 中 对 一 切 xE 达 有 
(7T xfs IaCT E, x, 
故人 Tx，x>=10 当 而 且 仅 当 Tx=1. 
3. 设 甩 是非 奇异 的 入 - 行 实 方 阵 ， 且 C = 一 BB7。 试 证 C 有 一 非 奇 异 的 正 


PHRA. 
I. 试 证 明 D=.A-18， 其 中 A 和 8B 在 第 8 MRAM, EEEN, 
(R 3.10-2). 


10. BS, 了 是 复 Hitbert ZAHN LSEFRFRARFAEAT, 有 
Ti, RES=T, 


9.5 HER FE 


REATO, RKERREPNIMSBEISTHR EN. E 
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WE Hilbert ZU TRRK—-HTERYMENER PUTIN GE 
AM. TE 

(1) H=Y QY" 

x=y +z (yEY, zEY+). 

因为 是 直接 和 ， 故 对 任 一 给 定 的 xEH, y 是 唯一 的 。 于 是 (1) 定 
义 了 一 线性 算 子 

(2) P:H>H 

x—y=Px. 7 

PRAEHLNEXBRERKE. TERAH, PRAHY E 
RE. AE-RHEATP, H>HRHLNSRE, WRrEEHN 
一 闭 子 空间 ， 使 得 是 了 的 什 域 ，Y!+ 是 P 的 零 空间 , 而 且 忆 ijr 是 
Y 上 的 但 等 算 子 ， 

顺便 我 们 注意 到 ，(1 ) 中 的 式 子 现在 可 以 写成 

x=y+z=Px+(I-P)x. 

上 式 表 明 厅 到 Y+ 上 的 投影 为 一， 

还 有 其 他 刻 划 及 上 的 投影 的 方法 ， 有 时 它 也 可 用 作为 定义 。 


9,5-1 定理 (投影 ) Hilbert 空间 如 上 的 有 界线 性 算 子 已: 
五 > 卫 是 投影 。 当 而 且 仅 当 了 PP 是 自 伴 的 和 竹 等 的 《 即 P= 了 )， 

证 。 (Q RPEH EARE, #AY&P(A). UP=P, Q 
ANE—REH MPx=yEY 我 们 有 

Px=Py=y= Px. 

AR, Kü=ytz, =y tz, Hy, VEY, 2, zer. 
因 Y LY+， 于 是 《yy，z1> 一 《ys，z1》 二 0。 又 局 的 自 伴 性 由 下 式 得 
m. 


LPZ X=Y Y2 +2 =Y Y2 
=Y, +2, via, Pi). 
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xeH# 
x=Px+(I— P) x. 
Y=P(H) 上 (1 一 站 (及) 的 正 交 性 由 下 式 得 知 ， 
<Px, I-P)»=<x, P(I-P)vv=ck, Pu—P!vy 
=(x, =Q. 
Yg (1 一 P) SZ&HNd-P. xk, YoNÜU-PH 
. (I-P) Px=Px— Px=)0 
rm MIYONU-PRRZEREU-Px=0i&x=Pı T 
得 出 。 于 是 由 2.7-10 (6) 了 是 闭 的 。 最 后 我 们 指出 Plz 是 上 的 但 
等 算 子 ， 这 是 因为 当 记 y=DPx 时 ,我们 有 Py=Px=Px=yz 
政 , 由 


投影 具有 相当 简单 而 明晰 的 性 质 〈 这 正如 我 们 即将 看 到 的 ) 。 
这 就 提示 我 们 用 这 种 简单 的 算 子 去 表示 Hilbert 空间 上 较为 复杂 
的 线性 算 子 。 所 得 的 表示 称 为 算 子 的 谱 表 示 ， 因 为 我 们 将 看 到 采 
用 投影 的 目的 在 于 与 算 子 的 谱 发 生 联 系 。 谱 表示 说 明了 投影 的 极 
大 的 重要 性 ， 

对 有 界 自 伴 线 性 算 子 的 谱 表示 将 在 9.9 节 得 出 。 为 了 达到 这 
一 目的 ， 第 一 步 是 要 充分 研究 投影 的 一 般 性 质 ， 这 就 是 本 节 和 下 
一 节 的 任务 。 第 二 步 是 要 定义 投影 以 适合 我 们 的 目的 。 所 定义 的 
投影 是 一 单 参 数 的 投影 族 ， 称 作为 谱 族 (9.7 节 ) ， 在 第 三 步 中 
对 给 定 的 有 界 自 伴 线性 算 子 T 有 唯一 的 谱 族 与 之 相对 应 (9.8 节 ) 。 
该 谱 族 称 为 与 7 相关 的 谱 族 。 为 了 得 出 T 的 所 要 求 的 谱 表示 ， 我 
们 在 9.9 节 将 用 到 它 。 谱 表示 的 推广 在 9.10 节 中 讨论 。 在 谱 的 不 
同 点 处 谱 族 的 性 状 在 9,11 节 中 考虑 。 这 就 是 我 们 对 本 章 其 余 各 节 
所 作 的 安排 次 序 ， 

如 上 所 述 ， 我 们 现在 开始 讨论 投影 的 基本 性 质 ， 首 先 我 们 证 
明 投 影 总 是 正 算 子 ， 
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9.5-2 ”定理 《 正 性 ， 范 数 ) ”对 Hilbert 空间 及 上 的 任 -~ 投 
EP, € 

(3) <Px, D=[Pxl’, 

(4) P>0 

(5) IPI<L iPl=1, MP {0}. 

证 。(3) 和 (4) 由 下 式 得 知 

Px,w=<P’x, )=<Px, Po=|Px]’>0. 
由 Schwarz 不 等 式 
IPxl’=<Px, x>< Pxl ix], 

故 对 每 一 x 夺 0，1PxI/1xl<i1 且 Pll。 如 果 xEP(H) 且 x0， 
则 1Pxl/ixi 二 1。 AZREHTO). B. 

投影 的 积 不 必 为 投影 ， 不 过 我 们 有 下 面 的 一 个 基本 的 结果 。 


9.5-3 定理 (投影 的 积 ) 关于 Hilbert 空间 凡 上 投影 的 积 
(复合 ) ， 下 面 的 两 个 论断 成 立 ， 

(a) =PP, 是 是 上 的 投影 当 而 且 仅 当 投 影 P 和 Ps 是 可 交换 
的 , 即 P,Ps=PsPi, 若 P 为 H 上 的 投影 则 了 把 及 投影 到 Y =Y, NY, 
tk, XEY,=P,(H). 

(b) ARRFHTFEHYMWV REIN, AMERA 对 应 的 
投影 满足 PrPr=0。 

WE. ()&PP,=P,P. MPRE E (HE3, 10-4). PÆ 
等 等 的 ， 因 为 有 

P’=(P,P)(PP)=FP:!P!=P,P,=P. 
ZitH9.5-1, PÆRE, MENGER 

Px=P, (Px) =P, (Pix). 

AP EHREANY E, BAP (PX) EY ,, 同 理 ，P, (Pix) EY 
两 者 一 起 得 PxEY MY:。 因 xE 刀 是 任意 的 ， ZARPEAREE 
Y=Y ,人们 Y 了 ,内 。 不 过 实际 上 PP 是 把 HH 投影 到 上. EL # 
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yEY ， 则 yEY ,，yEY ,而且 
Py=P,Py=P,y=y. 

RZ, MARP=PPREXEH ER, miEs.5-1, PR 
自 伴 的 ， 另 由 定理 3.10-4 得 出 P,P,==P,P,， 

(6) MRYLP, WY NAK ={0} Eh (0) 3 -WMxEHHPıPrr 
=0, HPıP,=0. 

. RZ, MRPıP»=0, MKR — yY mE, E 
Cy, o>=lPry, Pro=<y, PrPrv>=cy, 0>=0。 

KYır. 

类 似 地 ， 投 影 的 和 不 必 是 一 投影 ， 不 过 我 们 有 


9.5-4 ”定理 (投影 的 和 ) 2P, WMP% Hilbert 空间 及 上 的 
RE. mM. 

() 和 P=Pi 十 中 是 于 上 的 投影 ， 当 而 且 仅 当 六 | =P, (Mm 
Y,=P(H) 是 正 交 的 。 

(6) 车 忆 = 已 十 天 是 一 投影 ， 则 己 把 妃 机 影 到 了 一 了 四 了 上。 

证 。(9) &P=P+R2—-R#%, 895-1, P=P. 详细 
写 出 来 ， 即 得 

P,+P,=(P,+P,)’=Pi+P,P,+P,P,+Pi. 

E9.5-1, mmPi=P, Pi=P, WA 

(6) P,P,+P,P,=0. 
ERUP,R 

. P,PP,+PP,=0. 

UPAR ERP P P=0, XH (7), PRP,=0. HH 9,5-3 
(6)， 即 得 Y LY.. 

有 反之 ， 若 YL 了,， 则 P,P,==P,P,=0 (由 9.5~3(b)) ,这 就 
7 (6), AMEH =P. AP APERA, PEP tP 
是 自 伴 的 ， 由 9.5-1， 故 了 是 投影 。 


(0) 我 们 确定 PP 投影 于 其 上 的 河 子 空间 了 CH, BP=P,+ 
P,， 故 对 每 一 xEH 有 | 
y=Px=P,x+P,x. 
这 里 Px€Y,。Pox€Y,。 政 yEY ,BY,， 从 而 YCY@Y,。 
HYY, 候 了 :， Wei, OY EEE 的 。 则 v=y Hyn & 
Hy EY, y€. 用 PP 作用 于 前 式 的 两 端 并 引用 Y,LY,, 得 
Pr=P(y +y) Pily ty) SP +P = Hh . 
于 是 v€Y 有 YY OY. 5m5- SAE, REY =Y, 
了 :。 国 


习 题 


1. WEH Hilbert 空间 五 上 的 投影 尸 满足 
(PI. 
试问 让 什么 条 件 下 有 (i)P=0，(ii)P=1? 
2. 设 Q=S-1P5: 一 及 ， 这 里 S 和 了 是 有 界 的 和 线性 的 。 若 PP 是 一 
投影 ，5 是 西 算 子 。 试 证 Q 是 一 投影 ， . 
3. 试 求 一 线性 算 子 7，R: 一 Ra TEHRESETEBEN Gk © IRE 
投影 。 见 9.5-1). 
4 以 Ra 中 这 样 的 投影 Pi, Po 为 例 ， 使 得 PiPs ERREP, 也 不 是 己 ， 
来 说 明定 理 9.5-3。 
5。 斌 把 定理 9.5-4 推 广 到 和 P= PP 十 … 十 了 ,的 情形 。 
6. 在 第 5 题 中 ， 设 了 j=Pj( 日 )，j=1，…,，m, Y=P(H). RE 
每 一 xEY 有 一 表示 
XN 二 Xi= PxEY j. 
Re, A HHWMRERLZER, MY, MALRETRFME-M. 
T. 试 给 出 一 简单 例子 ， 说 明 两 个 投影 的 和 不 必 是 一 投影 。 
8. EBEP H-H CH%— Hilbert 空间 ) RAP +e +P, 是 一 
投影 。 试 证 
[Parl -t e HIPSI, 
I. 由 本 节 的 诸 定理 ， 如 何 才能 得 出 Bessel TER (3.05), 
1%. 设 P 和 Ps 分 别 是 Hilbert SAHAY MY ERBE, mAP Pe 
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P:P, 试 证 
P,+P.-P;Pı 
ÆRE, PHAY +Y: RE. 


9.6 投影 的 进一步 性 质 


让 我 们 考虑 投影 的 某 些 进 一 步 的 性 质 ， 这 些 性 质 在 以 后 将 顽 
用 ， 其 理由 已 在 前 节 开 始 时 申述 过 了 。 

第 一 个 定理 涉及 偏 序 关系 。 这 一 偏 序 关系 由 P,P 给 出 ， 它 
定义 在 一 给 定 的 Hilbert 空间 上 的 一 切 投影 的 集合 上 ( 见 9.3 节 ) 。 
这 一 定理 是 以 下 三 节 之 一 基本 工具 。 


9.6-1 定理 ( 偏 序 ) RP, ARIEXE Hilbert 空间 及 上 
ORE. AY =P, (五 ) 和 了 :一 P: (H) aak 已 和 已 把 日 投影 于 
其 上 的 子 空间 ， 设 W (P) 和 (P) 是 这 些 投影 的 零 空 间 , 则 下 面 
的 条 件 等 价 

(1) P,P,=P,P,=P, 

(2) YıcY, 

(3) N(P)>2N(P,), 

(4) 对 一 切 xEH，[Pxj <P, 

(5) PP. 

it. (1)>(4), 

由 9.5-2 我 们 有 Pi 和 1， 于 是 对 一 切 xE 末 有 

IP ixj =P, Pixi] P LP < I Pxl. 

(4)>(5) 

由 9.5 节 中 的 ( 3 ) 式 及 本 定理 的 ( 4 ) 式 ， 对 一 切 xEHRNE 

Po Oo Px <E = Px, .%>, 
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HEX, AWET P, SP. 

(5)>(3): 

REN (PJ)。、 则 Pix 一 0， 由 9.5 节 中 的 ( 3 ) 式 和 本 定理 中 的 
《 5 ) 式 知 

[Pix =P, OLP =0. 
于 是 有 Px=0，xENW(P,)， 且 CPD) 二 NW(P,)， 因 为 eN (Pa) 
是 任意 的 。 

(3)=>(2), 

这 是 显然 的 ， 因 为 由 引 理 3.3-5 (Py) 是 了 ,在 态 中 的 正 交 
补 。 

(2)=>(1), 

对 每 一 XEH， 我 们 有 PxEY,。 由 (2) 于 RPE, 故 
P«(Px)=Pıx, WPP =P, A%H95-10P RUHR, DE 
#3.104&&P,=P,P,=PP.H 

投影 的 和 我 们 已 在 前 节 中 考虑 过 ， 现 在 我 们 转 而 讨论 投影 的 
差 . 这 是 刚 证 明 的 定理 的 第 一 个 应 用 。 


9.6-2 定理 (投影 的 差 ) 设 已 和 已 是 Hilbert SAH 


投影 。 则 

(a) 差 P=P, 一 PP, 是 及 上 的 投影 当 而 且 仅 当 YCY,, 这 里 
Y,=P(H). 

(b) 如 果 P=P, 一 P, 是 一 投影 ，P 把 五 投影 到 了 上 ,这 里 了 
EY EY HEZI. 

it. (a) #P=P,-P&—RE%, 595-1, P=P, 54% 
就 是 

P,—-P,=(P,-P)'=Pıi-P,P —-P,P.+Pi. 

#9.5-1, LAEmPi=P, Pi=P. FER 

(6) PP, +P,P,=2P,.. 
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对 上 式 先 左 乘 以 P.， 然 后 右 乘 以 已 :得 
P,PiP, + P,P, =2PP， 
P,P.+P,P,P.=2PıP:. 
WPP PEPP, P,P,P,=P, P}. 由 (6) 得 
(7) P,P,=P,P,=P,. 
于 是 了 CY, 现 由 定理 9.6~1 得 之 。 
反之 ， 若 yY,CY,， 则 由 定理 8.6-1 得 出 (7)， 这 就 蕴含 (6) ， 
且 得 证 P 是 告 等 的 。 因 P, 和 Ps 是 自 伴 的 ， 故 P= 二 Ps 一 中 是 自 伴 的 ， 
由 9.5-1 ， 已 是 投影 。 
(b) 了 一 忆 ( 互 ) 由 一 切 下 之 形式 的 向 量 所 组 成 : 
(8) y=Pı=P,x-P,x, xEH. 
因由 (0) 部 分 ，Y,CY,。 故 由 ( APP SP, M8) PERR 
Py=Pix— P,Px=Px— Px—y, 
这 表明 yEY，。 另 由 ( 8 ) 和 (1 ) 有 
Piy= PPx— Pix=P,x— Px=0. 
-上 式 表明 yENW(P)== 了 ,+( 见 3.3-5)。 与 上 面 一 起 得 yEV， 其 中 
V=Y,nY:. 因 yEY 是 任意 的 ， 故 YCV， 
现 证 Y 汪 VF。 因 及 到 Yt 上 的 投影 是 1 一 P，( 见 9.5 节 ) ， 故 对 
每 一 zxE7 有 下 之 形式 
(9) v=(I—-P,)y., y€Y,. 
E35]HP,P,=P, 因 P,y,=ys， 故 由 (9 ) 得 
Pvo=(P,—P)(I—P,)y: 
=(P,—P,P,— P+P:’)y, 
=y, — P y=. 
ZM TveY. KoV BERN, KYD. 5 Lmt EY 
=P(H)=V ry, (|Y1. 
由 此 定理 及 前 面 的 定理 我 们 可 以 导出 关于 单调 增 的 投影 序 
列 收敛 性 之 一 基本 的 结果 。 《类 似 的 定理 对 单调 减 的 投影 序列 亦 
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9.6-3 定理 (单调 增 序列 ) 设 (P,) 是 定义 在 一 Hilbert & 
间 二 上 的 投影 P, 的 单调 增 的 序列 。 则 

(a) (P.) 是 强 算 子 收敛 的 ， 比 如 说 ， 对 每 一 %*€f，PaX 玉 
了 Px， 而 且 极 限 算 子 忆 是 定义 在 日 上 的 投影 。 

(b) 了 把 日 投影 到 


. P(H)= UP.(H) 


E 
(ce) PAZZE 


N P= ÑN Pa). 


证 。(a) 设 m<n。 由 假定 Pn<Ps， 于 是 由 9.6-1 有 Pn(H) 
CP.( 玉 )， 又 由 9.6-2 知 Ps 一 Pm 是 投影 。 故 对 每 一 固定 的 x 代 ， 
由 9.5-2 得 

(10) 1Prx— Pax’ = | (Pam Pa)xl? 

=<(Pa— Pn) x, %> 

=<PsX, D—<Pa%, XD 

=| Pax’ — Pm]. 
TaH2 5-2, IP.I<ı, KNS-n, Parisii. Ae Pat) 
是 一 有 界 的 数值 序列 。 因 (Pa) 是 单调 的 ， 故 由 9.6-1 知 (Psxi) 
也 是 一 单调 数列 。 因 而 (1Psx 有 上 收敛 由 此 及 (10) 得 知 (Pax) 
是 一 Cauchy Al. AHAREN, u (Pax) 收敛 、 极 限 依赖 于 
x， 比 如 说 ，Pnx->Px。 这 就 定义 了 及 上 之 一 算 子 P。 PP 显 然 是 线 
性 的 ， 因 Px->Px， 且 Ps 是 有 界 的 ， 自 伴 的 和 办 等 的 ， 故 PP 有 同 
样 的 性 质 。 于 是 由 9.5-1，P 是 一 投影 。 

(b》 我 们 确定 了 (及)。 设 m<n。 FRPa<Pu, H Pa 一 Pm 之 


«461 


ee i n earma sa 


-2 


We 


Y 


De a een ren nn e ee een 


0, 由 定义 于 是 有 <(P, 一 Pn)%, O0. Ç n>, HAREZ 
tE (3.2-2) DA<(P—Pn)“, %>0, B Pa<P, HH 9.6-1 
BRPAMCPHNSE-mkı. AA 
U Pa(HJEP(H)}). 
AR, NSE-MNNB—xEeH RIM 
PnXx&Pa(H)cUPa(FH). 
因 Pnx->Px， 故 由 1.4~6(a) 得 知 PxEUPn(H). 于 是 P(H)CC 
UPn( 且 )， 与 上 面 一 起 得 
U Pal H)CP(H yc U Pnl H). 
H3.3-56P(H)=NU—P), F#E2.7-100b), P(H)ÆR. 
这 就 证 明了 (b) 。 

(e) 我 们 决定 /(P)。 引 用 引 理 3.3-5， 对 每 一 * 有 (PP)= 
P(HYCPRH). AA hb WDE). (H), i 
有 

NIPS APH = NNP). 
另 一 方面 ， MERKEN NP), 则 对 每 一 n x€N(P,), 从 而 Pıx 
0， 而 且 P,x->Px 蕴 含 Px=0， 即 XEN(P)。 因 xE€ 门 (PP,) 是 任 
意 的 ， 故 介 (Ps)CNH(P), 与 前 面 得 出 的 一 起 ， 于 是 得 出 NW(P) 
=NN (Pa). E 


习 a 


1. 用 Euclidean 空间 Rs 中 简单 的 投影 的 例子 说 明定 理 9.6-1 中 各 种 等 
价 性 的 论断 ， 

2. 试 证 明 Hilbert 空间 及 上 两 个 投影 的 差 P=P1 一 中 是 及 上 的 投 
#, 当 而 县 仪 当 Pr<<P;. 

3. 为 了 更 好 地 理解 定理 9.6-~?， 我 们 考察 态 亚 R?， 并 让 尸 是 到 fiir 
平面 上 的 投影 ，P E fir PARARE mi, 上 的 投影 。 试 描述 ， 
Ya Yi Yim Y EY, 中 的 正 交 补 。 试 决定 ( 己 一 PJx 的 坐标 ， 其 中 xm 
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Ci, £r, &). 试问 Pi 十 是 一 投影 码 ? 

4。 《投影 的 极限 ) . 设 (了,)》 是 定义 在 Hilbert 空间 及 上 的 投影 的 序 
a, EP, >P. EHPREXEH NEE. 

5. 设 定理 9.6-3 中 的 P.( 旦 ) 对 每 一 mn 是 有 限 维 的 试 证 明 P( 肪 ) 却 可 
能 是 无 限 维 的 。 ` 

6. 设 (P。) 是 只 极 限 P 的 强 算 子 收敛 序列 ， 其 中 Ps 是 Hilbert 空间 
五 上 的 投影 。 设 PEERK., RAPE, POA 可 能 是 有 
限 维 的 《我 们 应 指出 ， 这 种 非 正 则 性 以 及 第 5 题 中 的 非 正则 性 ， 在 一 致 算 
子 收敛 的 情形 不 可 能 发 生 )， 

T. ERREA (Pa) 的 情形 ， 定 理 $.6~3 中 的 了 (如 ) 是 什么 ? 

8. Qi, Qo, „A Hilbert 空间 及 上 这 样 的 投影 , 使 得 Qix(H)L 
QG ER). REN — EH 级 数 


Qx=) Qix 
Jei o 
收敛 《 按 玉 上 的 范 数 )， 而 且 Q 是 一 投影 试问 QQ 把 HREBAHSHAFE 
E? 

9，《 不 变 子 空间 )。 设 了 1 一 有 是 一 有 界线 性 算 子 。 则 子 空间 YCH 
称 为 对 T 是 不 变 的 ， 如 时 T(Y)CY 。 试 证 及 之 一 闭 子 空间 了 对 T 是 不 变 的 ， 
当 而 且 仅 当 了 + 对 T* 是 不 变 的 。 

10. (HFHH). Hilbert 空间 右 之 一 闭 子 空间 了 称 为 约 化 一 线性 算 
子 T1 玉 ~H， 如 果 T(Y)CY 而 且 T(Y+)CY+， 即 了 和 了 ! 都 对 人 是 不 变 
的 。( 求 出 约 化 算 子 了 的 闲 子 空间 Y 其 意义 在 于 关于 了 的 研究 就 可 以 简化 为 
分 别 考虑 T|y 和 T|y1l,)》 若 Pt 是 是 到 上 的 投影 APT=TP. REYS 
WT. 

1. 在 第 10 题 中 若 din H<o, HYSAT, BREXTATTNEER 
们 能 说 明 些 什么 9 

12. 试 证 明 第 10 题 中 的 道 论断 ， 即 着 了 约 化 T, 则 PT = 了 P:。 

13. 在 第 10 题 中 若 了 约 化 T， 试 证 明 TP,=PT， 其 中 是 了 到 了 + 上 的 
投影 。 

14. 设 (e) 是 一 可 分 Hilbert 空间 互 中 之 一 完全 的 规格 正 交 序 列 。 设 
人 :她 一 已 是 这 样 的 线性 算 子 ， 它 在 e, 上 定义 为 Tet 一 er k=l, 2, e, 
然后 连续 地 扩张 到 已 上 。 设 了 ,是 Span {en， Cati 上 的 闭 包 ， 这 里 nl. 
试 证 7 不 是 自 伴 的 ， 并 用 两 种 方法 证 明了 KHET: HR OA 
直接 的 证 明 。 
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15. &TıH—>HR— Hilbert 空间 日 上 的 有 界线 性 算 子 ， 设 了 是 日 之 
一 闭 子 空间 使 得 T(Y )CY . ATRAP, WETE CY, We, ier 
了 Y 约 化 (注意 第 14 题 中 的 fT 不 是 自 伴 的 ,) 


9.7 谱 族 


为 了 得 到 关于 那些 较为 复杂 的 算 子 的 信息 ， 从 9.5 节 使 我 们 
想起 ， 我 们 现在 的 任务 就 是 要 用 非常 简单 的 算 子 RD) (RE 
质 我 们 易于 研究 ) 表示 Hilbert 空间 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 ,这 
种 表示 称 为 所 考察 算 子 的 谱 表示 。 当 其 给 定 一 有 界 自 伴 线性 算 子 
全: 且 > 卫 时 ， 借 用 一 适当 的 投影 族 〈 称 之 为 关于 TT 的 谱 族 ) 即 得 
到 7 之 一 谱 表示 .在 本 节 中 我 们 将 引出 和 定义 -一 般 形 式 的 谱 族 概 
念 ， 即 不 涉及 所 给 定 的 算 子 7。 与 一 给 定 的 算 子 了 相 联 系 的 适当 
的 谱 族 我 们 将 在 下 节 单 独 讨 论 ， 而 在 9.9 节 我 们 得 出 了 了 HR 
示 。 

谱 族 的 引入 可 由 下 面 的 有 限 维 情形 得 到 启发 。 设 T:H>H 
是 西 空间 H= ( 见 3.10-2》 上 的 自 伴 线性 算 子 。 则 了 是 有 界 的 

《由 2.7-8) ， 而 且 我 们 可 以 取 瓦 之 一 基 ， 并 用 Hermitian E 阵 
表示 了 ， 为 简单 计 ， 该 矩阵 我 们 仍 用 了 记 之 。 算 子 的 谱 由 该 矩阵 


的 固有 值 组 成 《 见 7.1 节 ，?7.2 节 ) ,而 且 由 9.1-1 知 它 是 实 的 ,为 


简单 起 见 ， 设 矩阵 有 个 不 同 的 固有 EI <<<. TR 
定理 9.1-1(b) 将 含 T 有 一 由 “个 固有 向 喇 

AE Ma 
组 成 的 规格 正 交集 ， 其 中 %y 对 应 于 家 4、 为 方便 起 见 我们 把 这 些 
漳 量 写成 列 向 量 ， 这 是 瓦 之 一 基 ， 故 每 一 x€ 采 有 唯一 的 表示 


x= ren 
(1) s= 


PIELE, A =A Rya 
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在 (1) 中 ， 直 第 一 式 取 内 积 <x,xA>， 这 里 为 是 固定 的 ， 并 利用 正 
交 性 即 得 第 二 式 。 在 (1) 中 本 质 的 事实 是 2 为 了 的 固有 A, k 
有 了 > 一 4xy。 因 此 ， 如 果 我 们 把 了 作用 于 (1 式 ， 即 得 


(2) Tx= hss 
al 

于 是 尽管 了 可 能 以 很 复杂 的 方式 作用 于 x ， 但 它 却 以 非 常 简单 的 
方式 作用 在 (1) 式 右 端的 和 的 每 一 项 上 。 这 也 说 明 在 有 关 WAH 
一 Cm 上 的 线性 算 子 理论 中 使 用 固有 向 量 的 巨大 优越 性 ， 

稍 加 仔细 地 考察 (1) 即 可 看 出 ， 我 们 可 以 定义 一 算 子 

P:H>H, 

(3) ed yX 
BR, P,RHETSNETA,SETERLSEE (EZREK). 
公式 (1) 现在 可 以 写成 


(4) % 一 Pix， ik J 一 2 Pi)， 


del j=l 


REIEHLNBSHAT. 公式 (2) 变 成 


(5) Tx 一 >hPx, i T= AP 
jm jmi 

这 就 是 7 按照 投影 的 表示 . 它 表 了 明了 的 谱 可 用 以 得 到 7 的 用 非常 简 
单 的 算 子 表示 的 表达 式 〈 即 (5) 式 ) ， 

利用 投影 瑚 ;看 来 非常 自然 ， 而 且 从 几何 上 看 也 非常 直观 , 遗 
憾 地 是 ， 这 一 公式 不 适宜 直接 推广 到 无 限 维 的 Hilbert =]. A 
为 ， 如 所 周知 ， 在 这 种 情形 ， 有 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 可 能 比较 复 
a. 现在 我 们 氢 述 另外 的 方法 ， 这 一 方法 虽然 不 够 直观 ， 但 有 一 
个 很 大 的 优点 ， 就 是 它 可 以 推广 到 无 限 维 情形 。 

代替 投影 Pi,… ,Ps 本身， 而 取 这 些 投 影 的 和 。 更 确切 地 
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说 ， 对 任意 实数 4， 我 们 定义 
(6) Eı= IP, (ER). 
AA 

这 是 一 单 参 数 的 投影 族 ，4 为 参数 。 从 (8) 式 看 出 ， 对 任 一 4。 算 
子 瑟 是 囊 到 子 空间 大 :上 的 投影 ， 拓 是 由 一 切 这 样 的 xz， AKAR 
生成 的 子 空间 ， 于 是 得 知 
: VCV a (<u). 
HAK, VIBRENMÄR EMOoWEI. KREET H 
固有 值 处 ， 而 当 4 在 任意 无 固有 值 的 区 闻 中 时 ， 上 保持 不 变 。 于 
是 我 们 看 出 上 ;有 下 面 的 性 质 ， 

EaE,=EE=E,, 当 4<4, 


E,=0, x AA, 
E,=1, 当 A Ans 


Eo= lim E,=E,, 
a>2r0 
这 里 4->4 二 0 意 指 让 4 从 右 方 趋 近 4. 这 就 提示 了 下 面 的 定义 。 


9.7-1 定义 〔 谱 族 或 单位 分 解 ) ”一 实 谱 族 (或 实 单位 分 解 ) 
是 一 单 参数 投影 五 :的 族 昌 = (E)r, 五: 定义 于 任意 维 的 
Hilbert 空间 有 上 ， 其 依赖 于 一 实 参 数 4 并 使 得 

(7) Ei<E,, BEIE,Ä=E,Eı=Eı (<p), 


(8a) ‚im E,x=0, 
(8b) „im Eıx=x, 
(9) Ei. = lim E,x=E,;x (xeH). E 


由 这 一 定义 看 出 ， 一 实 谱 族 可 以 当 作 一 映 象 
R>B(H, H), 
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A Ez; 
对 每 一 4ER Hw E,eB(H, H), x 8 B(H,A)&H 3] 
玖 的 一 切 有 界线 性 算 子 的 空间 ， 

注意 (7 ) 中 的 两 个 条 件 是 等 价 的 〈 由 9.6-1) 。 

8 称 为 区 间 La，b 上 的 谱 族 ， 如 果 

(8*) 当 4<a 时 E,=0, YI>bN E=. 

这 种 谱 族 对 我 们 来 说 特别 有 兴趣 ， 因 为 有 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 位 
于 实 直 线 上 之 一 有 限 区 间 内 。 注意 (8*) 昔 含 (8)， 

在 (9) 中 ，p~>4 十 0 表示 在 极限 过 程 中 我 们 考察 的 仅 仅 是 值 
h>4， 而 (9) 意 味 着 如 Es; 是 强 算 子 右 连续 。 其 实 ， 左 连 续 性 作 
起 来 也 完全 一 样 。 不 过 我 们 可 能 其 至 完全 不 加 上 这 种 条 件 ， 不 然 
在 讨论 中 要 涉及 E46 和 Es-。， 这 就 会 带 来 不 必要 的 麻烦 。 

以 后 我 们 将 看 出 在 下 两 节 )， 对 任 一 Hilbert 空间 上 任意 
给 定 的 有 界 自 伴 线性 算 子 了 ， 可 以 有 一 谱 族 与 之 相 联 系 ， 利 用 读 
谱 族 表 7 为 一 Riemann-Stieltjes 积分 。 这 就 是 前 面 提 及 的 著名 
HER. 

其 次 ， 我 们 还 将 看 出 ， 在 本 节 开始 时 所 考虑 的 有 限 维 情形 ， 
前 述 的 积分 表示 就 化 为 一 有 限 和 ， 即 化 为 用 谱 族 ( 6 ) 表 示 出 来 的 
式 (5)。 现 在 让 我 们 指出 怎样 才能 用 ( 6 ) 来 表示 (5)， 如 前 ， 为 简 
单 起 见 ， 我 们 假定 了 的 加 有 值 都 是 不 同 的 ， 且 如 < < <LÀn F 
是 有 


Emn=P,+P, +. Pae 
反 过 来 ， 于 是 有 
P,=E,,, 
P,=E,—-E,,.., j=2,.- ‚n. 
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因为 Es SAER (Ayo, A) 上 时 保持 不 变 ， 故 上 式 可 以 写成 
P,=E,-Ess- 
(4 ) 现 在 变 成 
x= ,P,x= )\(Es-Es.)% 
j= Ja 


而 ( 5 ) 变 成 
Tx= YA,P;x = SA (下 sy 一 天 2 0)x。 
j= dl 


当 我 们 去 掉 x*， 且 记 
6 一 上 一 已 2- 
则 得 


(10) T=} 156,. 
了 一 


这 就 是 m- 维 Hilbert 空间 万 LARRE M ALALLA R E 
线性 算 子 了 的 谱 表 示 。 这 一 表示 表明 对 任意 的 x，yEH ， 有 

(11) Tx, p= Tho Ya 
我 们 注意 上 式 可 以 写作 为 一 Riemann-Stieltjes 积分 

(12) Tr, w=| idol), 


H u(A)=CE,x, y>. 

我 们 现在 的 讨论 是 就 有 限 维 空间 上 的 自 伴 线性 算 子 而 作出 
的 。 它 世 为 下 节 考 虑 任意 Hilbert 空间 情形 铺 平 了 道路 。 与 本 节 
有 关 的 一 套 习 题 包 念 在 下 节 末 。 
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9.8 有 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 族 


对 复 Hilbert SAH 上 给 定 的 有 界 自 伴 线性 算 子 7T:H->H 
相应 的 有 一 谱 疾 昌 ， 使 得 8 可 用 于 了 的 谱 表示 《在 下 节 中 得 出 )。 
为 了 定义 昌 我 们 需要 算 子 
(1) T,=T—Al. 
了 ,的 正平 方 根 ， 我 们 以 B 记 之 @， 于 是 
(2) B= (Tiy 
URAT 


(3) Ti= (B+). 


它 称 作 了 的 正 部 。 

了 的 谱 族 8 于 是 被 定义 为 8 二 (EE4)reR ,其 中 ;是 末 到 了 ,+ 的 
FZANTD 上 的 投影 。 

本 节 剩 下 的 任务 就 是 证 明 8 确实 是 一 谱 族 ， 即 具有 在 定义 
9.7-1 中 刻 划 谱 族 的 全 部 人 性质 。 这 就 要 求 我 们 有 一 定 的 耐心 不 过 
这 种 耐心 终 将 由 我 们 证 明 的 事实 而 获得 报 偿 ， 所 证 明 的 事实 为 时 
出 下 节 中 的 谱 表示 创造 了 一 个 基本 的 工具 《下 面 的 不 等 式 (18)) 。 

我 们 一 步 一 步 地 进行 证 明 ， 现 在 首先 考虑 算 子 

B=(T) (TREFFER), 


T= (84T) (THIER), 


T-=1 (B-T) THAR , 
以 及 吾 到 T* 的 零 空间 上 的 投影 ， 我 们 以 EE 记 之 ， 即 


O BEHMES (EUÄTFIRM RTıl. 
all. 


EıH>Y=N(T*). 


前 两 式 相 减 各 相 加 即 可 看 出 
(4) 了 = 一 
(5) B=T'+T”, 
而 且 我 们 有 下 面 的 结果 ， 


9.8-1 引 理 (与 T 有 关 的 算 子 ) ”刚才 定义 的 算 子 有 下 面 的 
性 质 ， 
(a) B, TAT RARA AHH. 
(b) B, TAT 同 每 个 与 了 可 交换 的 有 界线 性 算 
子 可 交换 ， 特 别 有 
(6) BT=TB, T'T=TT*, T-T=TT>, 
TT=T"T’, 
(e) ERSASTÜRKWATARZEHTIN 
换 ， 特 别 有 


(7) ET=TE, EB=BE. 
(d) 其 次 
(8) T*T-=0, TT'=0, 
(9) TE=ET*=0, T-E=ET- =T", 
(10) TE=-T- T(I-E)=T*, 
(11) T+>0, T->0. 


证 .(a) 是 显然 的 ， 因 为 了 和 如 是 有 界 自 伴 的 。 
(b) &TS=ST. 于 是 T2S=TS7T=S1*， 又 BS=SB h 
定理 9.4-2 应 骨 于 7 得 出 。 因 此 


T+S= (BS+TS)= +(SB+ST)=ST*, 


TS=ST HER ARM. 
(c) 对 每 -EH ii y=ExEY= y1), 故 Trgm0 且 
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一 一 一人 一 下 rr Fan chen mn nn = © 


ST’y=S0=0. HTS=STM(b)EST*=T*S, A 
T*SEx=T*+Sy=ST*’y=0. 

因此 SExeY. HER H 3Y 上 ， 于 是 对 每 一 XE 有 ESEx= 
SEx， 即 ESE=SE. 由 9.5~1 知 投影 是 自 伴 的 ， 故 由 假定 S 也 
是 自 伴 的 。 利 用 3.9 节 的 (69)， 得 知 

ES=E*S*= (SE)*=(ESE)*=E*S*E*=ESE=SE, 

(d) 现 证 (8)-(11)。 

(8 ) 的 证 明 ， 

H BET’, RIA B’=T’. 由 (6) 也 有 BT=TB. KB 
由 (6)， 有 


TT-=-TT=-} (B-T) + (B+T) 


=4(BP+BT-TB-T*)=0. 


《 9 ) 的 证 明 ， 

HEX, ExeN(T*), K8N8—WMxeH, T'’Ex=0. WTE 
自 伴 的 ， 由 (6) 和 (c) 有 ET*x=T*’Ex=0, W ET*=T*E=0. 

其 次 ， 由 (8) 有 T+T x=0， 故 T XEN(T’). Ak, ET’x 
= 人 -x。 因 TT- 是 自 伴 的 ， 故 对 一 切 xsEH , (ce) 给 出 T~Bx=ET-x% 
=T"x, 即 T-E=ET-=7-， 

(10) 的 证 明 ; 

地 (4) 和 (9) 有 TE=(7T' 一 T-)E= 一 了 T-。 由 此 并 青 由 (4) 有 

T(I-E)=T-TE=T7T+T"=T*, 
《1i1) 的 证 明 
根据 (9)，(5) 和 定理 9.3-1 有 
T"=ET"+ET*=E(T-+T*)=EB>0. 

BEMBRBEHHMTIREN, ik h 9.5-2, E>0, 又 由 定义 有 
B 之 0。 类 似 地 ， 再 由 定理 9.3-1 
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T=B-T =B-EB={(/I—-E)B>o, 
(因为 由 9.5-2，1 一 BE 之 0). $ 
以 上 是 第 一 步 . 在 第 二 步 中 代替 了 而 考 虚 Tax 一 了 一 条 . 代 圭 卫 ， 
T, TmE, NREZIKB=- (TI CR) Ka TFT 面 的 
式 子 定义 的 T; 的 正 部 和 负 部 [ 见 (3)] 


Tt=4(B+T1) 


Ti= (B-T), 


MEHSTTHEREV,=-N(TD 上 的 投影 
EA:H->Y;=N(T:). 
于 是 我 们 有 下 面 的 结果 ， 


9.8-2 BEST 有 关 的 算 子 ) ”前 -* 引 理 仿 然 成 立 ， 如 果 
我 们 分 别 代 
T,B,T*,T, EWT, Ba, T;,T;, Er, 
其 中 4 是 实数 。 而 且 对 任 一 实数 x,4, 0, v, Fr 下 面 的 算 子 彼此 可 交 
iR; | 
T., By, Ti, Tr, Er. 

证 ， 第 一 个 论断 是 显然 的 、 为 了 得 出 第 二 个 论断 ， 我 们 注意 
IS=S/, mA ” 
(2) 7 一 7 一 好 一 了 一 好 十 (一 人 7 一 人 十 (一 人 7 

政 
ST=TS>ST,=T,S>ST, =7,5>SR,=BıS, 
SB,=B,S 
FE, SeT, ERAH T, BmB, FE 
EHTRAERS, MERITDIEN, WEERA REPR 
性 算 子 了 了 7， 可 以 按 唯 一 的 方式 定义 一 谱 族 8 (Ei), KENTR 
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定理 所 阐述 的 。 这 一 8 称 为 关于 算 子 了 的 谱 族 ， 在 下 一 节 中 我 们 
将 看 到 ， 可 以 利用 名 得 出 了 的 所 要 求 的 谱 表 示 ， 从 而 达到 我 们 的 
HH. 


9.8-3 定理 (关于 算 子 的 谱 族 ) KT. H>HRR Hilbert 
空间 互 上 的 有 办 自 伴 线性 算 子 。 再 设 刀 (4 是 实数 )》 BHAT, = 
了 一 条 的 正 部 站 的 零 空间 yx 一 兴 (TT1) 上 的 投影 , 则 有 一 (已 )1eR 
是 区 间 [m，M ]CR 上 的 谱 族 ， 这 里 mm 和 jM 由 9.2 节 中 (1) 式 第 出 。 

证 . 我 们 将 证 明 


(13) A<u>E,<E,, 
(14) A<m>E,=0, 

(15) A>M=>E,=1, 
(16) u>A+0>E,s>Fıx. 


在 证 明 中 ， 我 们 用 到 引 理 9.8-1 的 部 分 其 中 需 用 7 了 Ta, Tae 
RAT, TS, | 
l (8*) T:T;=0, 
(10) TıEı=-T}, T,(I-E,)=T},T,E,=-T;. 
(11*) T+>0, Ts>0, T+>0, T:>0. 
《13) 的 证明， 
设 4<p。 因 为 由 (11*)， 一 了"<0, wA Ti=Ti TiTi. 
Wit 
T}-T,>T,-T ,=(u-A)I>0. 
H 9.8-2, T-T, RAREST Z, XE(MHTI>0.F 
是 定理 9.3~1 MS 
了 (7T 一 一 Ti 一 7 十 了 了) 人 0， 
ZEH(*, TT;=0. Ait TiT+ 之 Tt?， 即 对 一 切 xE€ 末 有 
TiTi, OT, D=1T}x]’>0. 
上 式 表 明 7 yx 一 0 AS Tix=0. A NTEN T), FEH 
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9.6-1 ELE, REi<u 

(14) 的 证 明 。 

设 4<<m， 不 过 假定 仍 有 E00. FENE-z, Eizo. $ 
x=E,2, NEx=Eix=-Ez=ı, RR Á R, ANTUBRE 
ixj=1。 即 得 

《Ti ， 沙 一 《人 Tx， 涂 
《TYX，2 一 人 


> int 《<TX，X2> 一 4 
le 


=m A>. 
这 与 TE,= 一 Ti<0 矛盾 ， 访 式 由 (10*) 和 (11*) 得 之 。 
(15) 的 证 明 。 
A>M m E=, Alt 1 一 E40。 于 是 对 某 一 %， 其 范 数 
1xi=1， 有 (J 一 Es)xs=x。 从 而 有 | 
<T (I—E)x, D=<Tıx, % 
Tx, DA 


< sup <T%, D—4 
UK lei 


=M-A<0. 
XST.I-E)=Ti>2 FA, MAREO EZ. A 
外 巨 w 一 T 现 由 右 连续 性 得 证 。 
《16) 的 证 明 
对 一 区 间 A=(4， 人 向 ] 我 们 有 下 面 的 算 子 与 之 相对 应 ， 
E(A)=E,-E:. 
Hice 由 (13) 有 EKE, Hl9.6-1, Ea H)CE H) X 
出 9.6~2 知 EA) E—HE. Hiy.5-21b 8 E(A)>0. 再 由 9.6-1， 
有 
E,E(A)=E:!-E,Eh=E,—-Eı=F(A), 


(17) ([-E))E(M=E(A)-EitE,—Er)=Eih). 
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BELA), TAT 都 是 正 的 [ 见 (114)]， 另 由 9.8-2 知 它 们 还 是 
可 交换 的 ， 故 由 9.3-1, TZE(A)STIE(A)SMEEN, 因此 ， 
由 (17) 和 (10*) 
TE(A)=T,E,E(A)=—T;E(A)<oO, 
T,E(A)=T,(I—-E,)E(A)=TtE(A)>0. 
这 就 分 别 蕴含 FE(A)<UE(A) MTE(A)>IE(A. 与 上 面 的 一 
起 得 

(18) AB(A)<TE(A)<uEIA), E(N)=E,—-E.. 

这 是 一 重要 的 不 等 式 ， 在 下 节 以 及 在 9.11 节 中 我 们 都 将 需 用 
它 。 

我 们 保持 4 不 动 ， 让 有 从 右边 单 油 地 趋 近 于 4。 很 据 类 比 于 
定理 9.3-3 的 关于 碱 序 列 的 定理 ， 于 是 有 E(A)x~>P(4)x。 这 里 
BR(4) 是 有 界 和 自 伴 的 ， 因 已 (A) 是 宕 等 的 ， 故 P(4) 亦 然 ， 因 此 
PR(4) 是 一 投影 。 由 (18) 还 有 APO) =TP(A), MT,PÜ)=0. 由 

前 式 ， 和 (10*) 以 及 (9.8-2) 有 

TIP(1)= 了 TXT 一 -E,)PiA)={I—-E,)T,PO)=0. 
故 对 一 切 xEH，T+P(4)x=0。 这 就 表明 P(4)xEN(Tt), 根 据 定 
X, ERHRENN(T)L. 因而， 我 们 有 EaP(4)x=P(4)x， 
即 EP(N)=P(4)、 另 一 方面 ， 如 果 在 (17) 中 我 们 让 p>4+0 则 
有 

(I-E,)P(A)=P(). 

与 前 面 所 得 结果 一 起 ， 即 得 P(4)= 一 0. 8 w ft E(A)a>P(l)x 
时 ， 即 得 证 (16). 即 呈 是 右 连 续 的 。 

这 就 证 明了 定理 中 所 给 定 的 8 =( 且 ) 是 L[m，M]J 上 的 谱 族 。 
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ee nen rn an en gen nn men 


习 题 


1. 在 某 些 悄 形 ， 谱 族 的 左 连 续 性 比 右 连 续 性 更 为 方便 (甚至 在 某 些 
节 中 就 找 左 连续 来 表述 定义 )。 不 过 为 了 看 出 我 们 这 里 没有 太 大 差别 ， 试 从 
定义 3.7-1 中 的 得 出 一 是 左 连 续 的 。 

2. RENEZ. TIPRO) 以 外 的 全 部 条 件 。 试 求 出 一 忆 它 满足 
前 述 的 所 有 条 件 其 中 包括 (9)。 

3. 证 明 7-T=7TT-[ 见 (6)]， 

4、 设 


2 0 
r- _,} 

RRITE, T~, (TIVAT RAREN. 

5. 如 果 在 有 限 维 情形 ， 一 线性 算 子 由 一 实 对 角 和 矩阵 7 所 表示 。 试 问 了 
的 谱 是 什么 ?我 们 如 何 从 全 得 出 矩阵 (oO)Y+ (ERT, DT- (表示 T-)， 
(e) B (RFB) 

6。 在 第 5 题 中 ， 我 们 怎样 才能 得 到 表示 已 到 (a) NTE, (b) 
.人 T 妇 上 的 投影 的 矩阵 ? 

7。 试 由 第 5 题 中 的 个 得 出 表示 (AT, OTt, (OTz, (d)B, E 
阵 。 

8. 试 证 明 ， 如 果 一 有 界 自 伴 线性 算 子 人 :已 一 五 是 正 的 ， 则 T=T*, 
和 了 T- 一 0. 

9。 试 求 零 算 子 了 二 0， 太一 态 的 谱 旋 ， 其 中 车 10}， 

10. XT=N HH, ARB =T, Ti, VITDME,. 


9.9 有 界 自 伴 线 性 算 子 的 谱 表示 


从 前 节 我 们 已 经 知道 ， 对 复 Hilbert SAH 上 的 有 界 自 伴 
线性 算 巴 了 有 一 谱 族 昌 一 ( 正 ,) 与 之 相对 应 。 现 在 我 们 要 证 明 昌 可 
用 以 得 出 了 的 谱 家 示 ， 谱 表 示 是 下 面 的 积分 表达 式 ( 1 )， 它 包含 
名 ， 并 使 得 KT%x， 坊 可 用 一 通常 的 Riemann-Stieltjes 积分 表 出 
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(RAT) 。 
定理 中 出 现 的 符号 -0 将 在 定理 末 和 证 明 前 如 以 解释 . 


9.9-1 有 和 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 定 理 ET:H>H 是 复 
Hilbert 空间 及 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 。 则 ， 
(a) 了 有 谱 表示 


(1) T= f” dEn, 
其 中 8=(E,) 是 关于 了 的 谱 族 L 9.8-3) 积分 按 - 一 致 算 子 收 


合意 义 下 来 理解 [ 即 按 B8(H, H) sick), 而且 对 一 切 
Xy yEH 有 


ar) Ta yy=|" Adwa), wh y>, 


这 里 积分 是 一 通常 的 Riemann-Stieltjes 积分 (4.45) 
(b) 更 一 般 地 ， 如 果 户 是 4 的 实 系 数 的 多 项 式 ， 比 如 说 ， 
PÄ)=aA tan A 十， 十 Co， 
则 由 下 式 定义 的 算 子 BT). 
DT) =a" +an T ee Hal 
有 谱 表示 
ra 
(2) p(T)=| pa)dE,, 
而 且 对 一 切 x,yEH 有 
(2) T), w=|plädwlh), wih)=<Eiz, yy 


(推广 到 连续 函数 ， 见 后 面 的 定理 9.10-1》 
注 ， 写 成 mw-0 是 为 了 指出 我 们 必须 考虑 在 4 一 处 的 基 值 ， 
EY Ea) (EmO 时 就 会 发 生 ， 于 是 用 任 一 q<m， 我 们 可 
以 号 出 
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qH . rm M 
| idEs=| ME,=mEn + | AdE. 
类 似 地 ， 有 
Py rpM rM 
f p)dE, =f pdE =p(m) En + | p(A)dEr. 


定理 9.9-1 的 证 明 、 

(a) 取 (a，6] 的 一 分 划 序 列 ( 久 ,)， 这 里 a<m，MM<b; 其 
中 每 一 多 ;是 把 (a, 6] 分 为 一 些 长 度 为 1(Any) = Hn — An 的 小 区 
间 

Ass=(Any, Bnl f=1, 2, =, n 

的 分 划 ， 注 意 当 j=l, e, n=1 时 pw 一 和 yt。 假定 序列 (多 ,) 
是 这 样 的 ， 使 得 

(3) n Pa) 一 max KAng) >0 (n>20). 


利用 9.8 节 中 的 (18) 式 ， 其 中 人 =Aoy， 即 
AnsE(An)<TE(An)<unsE(Ars)e 


La 


( 4 ) > An E (Ans) < YITE(A,)< RAUP 


jmi j=) 4 


El Hng Ân s 7 二 1，… ,1 一 1， 利 用 9.8 节 中 的 (14) 和 (15) 易 
于 得 出 
TY 已 (As =T} (EE )=T(I—0)=T., 
jm! jml 


公式 (3) 荡 合 对 每 一 >>0， 存 在 # 使 得 7( 儿 ,)<e， 因 此 在 (4) 中 
有 


Za EAn) — 2 AngE (Ans) 
J»i j" 


“dat 。 


mm ee nem ee or 


一 》 (uns 2a) E (Ang) <el. 
ja) 
HERE EA >, HE-NEANB-n>N, NS— 
ARE Â aEAns, 有 


(5) | T- Dänen lce. 
À j=l 

因为 当 4<m 和 ASM 时 Er 是 不 变 的 ， 故 a<m 和 b>M 的 特别 
选择 是 无 关 紧 要 的 。 这 就 证 明了 ( 1 )， 其 中 ( 5 ) 式 表明 ， 积 分 应 
按 一 致 算 子 收 银 音 义 下 来 理解 ,因而 瘟 含 强 算 子 收敛 ( 见 4.9 节 )， 
内 积 是 连续 的 ， 且 (5) 中 的 和 是 Stieltjes 型 H. KH H 中 任意 
选取 的 x 和 2 (DARO). 

(db) 现 对 多 项 式 证 明 此 定理 ， 我 们 从 加 (4) = 人 5 F, R 
里 rENW ， 对 任意 的 “< 4<w< >， 由 9.7 节 中 的 (7) 式 ， 我 们 有 

(E:-E,){E,-E)=E,E,—F,E,— E,E,+E,.E, 

=F,—E,-E,+E, 一 0。 

上 式 表 明 当 jsR 时 ， 已 (Asy) 刁 (Au) 一 0。 另 因 EA) 是 一 投 
影 ， 故 对 每 一 s 一 1，2，…， 巨 (Ash) =E (A), AMAR 


(6) [is BA) T= EAE An). 
j=l Far 
如 果 (5) 中 的 和 趋 近 于 工 ， 则 (6) 中 左 端的 式 子 也 将 趋 近 于 T*"， 因 
为 有 界线 性 算 子 的 乘法 (BE) 是 连续 的 于 是 由 (6)， 给 定 
e>), HE-NEKRN—Un>N, A 
| Tr— J Ât E (Ans) |<: 
J= 
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这 就 对 2(4)= 和 如 证 明了 (2) 和 (2*)。 由 此 我 们 易于 得 H, AR 
(2) 和 (2*) 对 任意 具 实 系数 的 多 项 式 也 成 立 , E 

我 们 应 该 指出 ，-~ 般 来 说 ， 实 际 确定 一 给 定 的 有 界 自 伴 线性 
算 子 的 谱 族 并 非 易 事 。 在 荣 些 相当 简单 的 情形 ， 谱 族 可 从 ( 1 ) 式 
推测 出 来 。 在 其 他 的 情形 ,可 以 用 一 系统 方法 ,这 种 方法 是 以 更 高 
等 的 方法 为 基础 见 N。Dunaford，Jj。T、9chwartz (1958— 
71), Part 2, 920—921. 

”让 我 们 列举 算 子 p(T) 的 某 些 性 质 来 结束 本 节 ， 这 些 性 质 不 
仅 其 本 身 是 有 趣 的 ， 而 且 在 推广 谱 定理 到 一 般 的 连续 函数 情形 
时 ， 对 我 们 也 是 有 帮助 的 。 


9,9-2 定理 (p(T) 的 性 质 ) 设 了 与 前 一 定理 中 的 相同， 又 
Un, Di, PRZAHZÄR, M 
(a) p( 荆 ) 是 自 伴 的 。 
(b) 若 p(4)=api(4)+6p,(4). 
则 pT)=ap,(T)+ßp(T). 
(c) 若 p(4)=p.(4)ps(4)， 则 p(T)=p,(T)p(T). 
(d) # p(4) 宕 0， 对 一 切 lEn, MIRS, M pT)>0. 
(e) ZN-WAElm, M],p(A)<p.(A), 
则 P(T)<p.(T). 
(fF) lo(T)i<max] (1)), At J=[m, M]. 


(g) 车 一 有 界线 性 算 子 与 7 可 交换 。 则 它 也 与 p (了) 可 交 


证 ，(a) 成 立 ， 困 为 了 是 自 伴 的 ， 洲 是 实 系数 多 项 式 ， 故 
(a,7’)*=a,T’. 

由 定义 ，《b) 是 显然 的 ， 

由 定义 ， (5 ) 是 显然 的 ， 
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(d) 因为 如 有 实 系数 ， 著 复 零 点 出 现 的 话 ， 必 然 以 共 思 对 
的 形式 出 现 。 因 为 当 4 遂 过 一 奇 重 数 的 零点 时 ， 户 改变 符号 ， 又 
BiElm, MIE p>, X pE (m, M) 中 的 零点 必 是 偶 重 数 
的 。 因 此 我 们 可 以 写成 

(7) p(A)=al ABA (yD E (A— u)" +v], 


HRP Km, y>M, HAIKRATNETFZHINF AM (m, 
M》 中 的 实 零点 。 现 证 ， 如 果 bs0， 则 a>>0。 事实 上 ， 对 一 切 
完 分 大 的 4， 比 如 说 ， 对 一 切 4 尝 如， 我 们 有 l 
sgn p(A)=sgn a,Ä"=sgn ar, 
Ran Epik. AH > RAE p), MEATERE 
(m, M) p(4) 之 0， 庄 pi 的 个 数 〈 每 一 个 按 其 重 数 计算 ) 必 
是 偶 的 。 于 是 (7) 中 所 有 的 三 个 乘积 在 和 1 都 是 正 的 。 为 了 p(4,)> 
0， 我 们 必须 有 a>ı. Ë a0, W P), ATERBE, 
M) 2(4) 之 0， 故 诸 y 的 个 数 应 是 奇 的 。 这 就 得 出 (7) 中 的 第 二 
ARPE 如 处 是 负 的 ,而 且 与 前 一 样 a>0， 

我 们 用 T 代 4。 则 (7) 中 的 每 一 因子 都 是 正 算 子 。 事实 上 ， 对 
8x0, Fehl, RITA s= ]xlv, 又 因 一 hb 之 一 m， 
EA 

<(T-$,I)x, »=<Tx, DPß,x, x 
>1x1%<Tv, v>—mlxl’ 
>lxl int 《7 5， D—-mlxi’=0, 


W, T-A,l>0. Ku, Ayl-T>0. KT- ul bA, 
故 其 平方 根 是 正 的 。 而 且 
(T- w)’+vil>o. 
因为 所 有 这 些 算 子 都 是 可 交换 的 ， 由 9,3-1 它们 的 积 是 正 的 。 而 
ErT)>0, Ka>0. 
(0) 由 (d) 直 接 可 得 。 
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(fF) 设 R 表 |1p(4)1 在 J 上 的 最 大 值 则 当 )E7 时 ， 
I<peÄ’<h. leah TKR, RT), AR 
是 说 对 一 切 x 有 

ST), pT) = pT), Dh’, e 
车 取 平 方 根 ， 然 后 对 一 切 范 数 为 1 的 x 取 上 确 界 ， 即 得 出 (f ) 中 的 
不 等 式 。 

(g) 由 p(T) 的 定义 直接 可 得 . 目 

在 下 节 中 ， 我 们 将 用 这 一 定理 作为 重要 的 工具 推广 我 们 现在 
的 谱 定 理 9 ,9-1。 


习 题 


1. 对 零 算 子 了 = 一 10: 万 一 万 证 明 (]1)。 
2. 考察 实数 AUKA eKA, 和 Hilbert = Hal H Ir YAME 
交 的 子 室 间 上 的 投影 已， ", Po. 假定 已 十 … 十 已 ,一 了 ， 试 证 
E= J, P, 
AA 
定义 了 一 谱 族 ， 并 列举 出 相对 应 的 算 子 
T= 人 ia 肥 


的 某 些 性 质 。 
3. ÆT=IL H>H, WEH). 
4. WRAT T RR, KF-AREZE HER 
-01 0 
|: 0 | 
0 0 1 
表 出 。 试 间 对 应 的 谱 族 是 什么 ? 利用 这 一 结果 ， 对 该 算 子 证 明 (1)。 
5. 试问 一 #- 行 Hermintian 矩阵 对 应 于 什么 样 的 谱 族 (EB,)? 试 对 这 
一 情形 证 明 (1)。 
6。 如 果 我 们 作出 这 样 的 附加 假设 ，(1) 中 的 自 伴 算 子 了 是 紧 的 。 试 证 
(1) 取 无 穷 级 数 或 一 有 限 和 的 形式 ，。 
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T ZRHTREXNRHHAFT. Do, 1)>20, 1) 
yD = Dix(t). 
由 9.1 节 习题 9， 和 定理 9.2~4， 试 推 詹 oT =EL, 1) FERNE 
的 谱 族 由 下 式 定义 


0, wi<I, 
E,x= u, 当 0<4<1， 
x MID 


其 中 
xt), HtA, 
n=l 
0， YA<I<L. 
(在 一 些 简单 的 例子 的 情形 ， 例 如 (=P x0) =sin 2xt 它 可 以 帮助 我 
MEHRERE). 
I. 试 找 出 由 CH, Én feil, E2, s/s) 定义 的 算 子 
T, DRG, RHBFNBNNMERR. MEZHER, OMORHA 
样 的 形式 ? 
I. 在 第 8 题 中 ， 试 证 明 


„Si 
r=} Pi, 
其 中 是 2 到 ej== On ERS RE, TEASER, Byrne 
收敛 . 


10. 在 任意 的 具有 无 穷 多 不 同 非 零 问 有 值 的 紧 肖 伴 线性 算 子 全 的 情 
形 ， 我 们 如 何 才能 利用 第 .9 题解 答 中 所 给 出 的 证 明 的 思想 ? 


9.10 谱 定 理 对 连续 函数 的 扩张 


定理 9.9-1 对 p(T 了 ) 成 立 ， 其 中 7 是 一 有 界 自 位 线性 算 子 ,Pp 是 
一 实 系数 的 多 项 式 。 我 们 要 推广 这 一 定理 到 算 子 F(T)， 其 中 了 如 
前 ， 而 f 是 一 连续 的 实 值 函数 。 显 然 ， 我 们 必须 首先 定义 (TT) 的 
意义 是 什么 ， 

®T:H>H 是 一 复 Hilbert 空间 瑟 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 ， 
设 f 是 [m，4M] 上 之 一 连续 实 值 函数 ， 这 里 与 前 一 样 
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(1) m= int <Tx, &, M= sup <Tx, ©. 


lxil 一 ! xl 一 ! 
于 是 根据 Weierstrass 有 逼近 定理 4.11-5， 存 在 一 实 系 数 的 多 项 
式 序列 (pn)， 使 得 在 [mx，M] 上 一 致 地 
(2) pn(4)>/f(4), 
与 之 相应 地 有 一 有 界 自 伴 线性 算 子 的 序列 (pa(T))， 由 定理 
9.9-2( f), 
Lpa T)— p(T) Smarl EA) pr(h)| ， 


其 中 J 了 =[m，M]。 因 P4), WERS, FEN, 使 得 
对 一 切 n, r>N, EREM hFe. Aie lT))& -- Cauchy 
A, ABH, HZA, kE B(H ,万 ) 中 有 一 极限 ( 见 2.10-2)。 
我 们 定义 f(7) 为 其 极限 ， 于 是 有 
当然 ， 为 了 说 明 f(T) 的 这 一 一 定义 的 合理 性 ， 我 们 必须 证 明 un) 
仅 依赖 于 f 《自然 ， 也 依赖 于 7 ， 而 不 依赖 于 一 致 收敛 于 的 多 
项 式 序列 的 选取 。 

证 ， 设 (名 。) 是 另 一 实 系数 的 多 项 式 列 ， 使 得 在 [m，M] 上 一 
致 地 

$4)>f (ND. 
于 是 由 前 面 的 讨论 知 和 (7T) -> 了 (7) 。 现 在 我 们 应 该 证 明子 (7) = 
fT). 显然 
Pa lå) — pa (4) >0 

故 再 由 9.9-2(P) 有 和 (7 一 各 (7) >0。 Ak, AE BEN, 
使 得 当 n>> 太 时 有 


IN-B.(NI<Z, 
15a (T) -2 (DIF 


* 487o 


loa (ADIKE. 
由 三 角 不 等 式 得 
1D EDAK T BaT) HBa T) — paT) 
+17) -f(TII<e. 
因 e>>0 是 任意 的 ， 故 (7T) 一 f(T) 一 0 故 了 (7) =T). A 
借助 于 这 些 准 备 ， 现 在 我 们 可 以 把 定理 9.9-1 由 多 项 式 DIE 
广 到 一 般 的 连续 实 值 函数 /， 其 法 如 下 ， 


910-1 BER ET, H>H=8& Hilbert zaH 上 的 有 
REPRES 子 ，f 是 fm,M1 上 的 连续 实 值 函数 ( 见 (1)) 。 则 
IN 有 下 面 的 谱 表示 


eH 
(4) fT =f ,fdE0 


其 中 8 二 (E;) 是 关于 7T HORR 9.8-3 积分 按 一 致 算 子 收敛 
意义 下 理解 ， 而 且 对 一 切 x,yEH 有 


U GD p= Fdw, wi) =E, 


其 中 积分 是 一 通常 的 Riemann-Stieltjes 积分 (4.4 节 )， 
证 ”我 们 采用 定理 9.9-~1 的 证 明 中 相同 的 记号 。 对 每 -一 < 之 0， 
存在 一 实 系 数 的 多 项 式 加 使 得 对 所 有 4E[m ,MD]， 


(5) -3 SA-A i 
于 是 


O-TI. 


O Em- HAXER, UR HEL 


ZEE 


AR, ER DEAJ=I, #53 (5)， 对 任意 的 分 划 ， 我 们 得 
出 


-E IK L Âs) — ph) IE SET, 
3 m 3 
即 得 
| 王 crG -p02 An) |<. 
|> 


最 后 ， 因 加 (7 由 9.9 节 《2) 式 表 出 ， 故 存在 一 个 W， 使 得 对 每 
—n>N# 


[Erd E a-n |<$. 


利用 这 些 不 等 式 ， 我 们 现在 可 以 估计 +#(7) 与 对 应 于 〈4) 式 中 积 
分 的 Riemann-Stieltjes 和 之 差 的 范 数 ， 当 n>NV 时 ， 由 三 角 不 
等 式 得 


PEA Ee) pd) En) 


HE PAET) | +1p(7) —f (7) <e 
"gel 1 


因 e>0 是 任意 的 ， 这 就 建立 了 (4) 和 (4*)。 证 毕 . 目 

我 们 还 应 提 及 下 面 的 唯一 性 性 质 。 

&=(E,) 是 在 [Em,M] 上 生成 的 表示 (O 和 (4*) 的 唯一 的 
谱 族 。 

如 果 我 们 注意 到 (4*) 式 对 [mM] 上 每 一 实 值 连续 函数 了 成 
z, WEU 式 左 端 被 定义 为 与 虽 无 关 ， 上 述 结论 看 来 似乎 是 真 
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实 的 ,而 其 证 明 则 由 Stieltjes 积 分 的 唯一 性 定理 [ 见 F .Riesz, 和 B， 
Sz.-Nagy (1955)，P.111] 得 出 这 个 定理 指出 ， 对 任意 圈定 的 
xiy, RPW) =E, y 在 其 连续 点 ， 和 在 m 一 0，M 处 ， 除 
一 加 性 常数 外 ， 由 (4#) 确定 。 因 五 一 ， 故 < 下 wx, 力 一 《<x, 力 ,而 
且 (E;) 是 右 连 续 的 。 故我 们 得 以 断定 w() 处 处 被 唯一 确定 。 

不 难看 出 ， 在 定理 9.9-2 中 所 列举 的 有 关 p(T) 的 性 质 可 以 推 
广 到 f(T)。. 为 了 后 面 引用 方便 ， 我 们 把 这 一 简单 的 事实 表述 如 
TF: 


9.10-2 定理 (f(T) 的 性 质 ) ”定理 9.9-2 仍 然 成 立 ， 如 果 p， 
Ds ARZUM, MILERE, fo Fr 


9.11 有 界 自 伴 线性 算 子 谱 族 的 性 质 


ARME, Hilbert 空间 豆 上 的 有 界 自 伴 线 性 算 子 了 的 谱 族 
8=(E) 以 一 种 显明 而 简洁 的 方式 反映 出 谱 的 性 质 。 我 们 将 从 
8 的 定义 《〈 见 9.8 节 ) 联系 9.9 节 中 的 谱 表示 ， 来 导出 那样 一 类 结 
Fe 

HI. 7TRMANE, TRHRAREN, U 8 = (E1) 恰 
好 在 了 的 固有 值 处 有 “增长 点 ” (PEA, WEA). 事实 上 ， 
En-Ens 挟 0 当 而 且 仅 当 加 是 了 之 一 加 有 值 。 值 得 注意 的 是 ， 虽 
然 也 许 不 出 乎 意料 ， 这 一 性 质 移 植 到 无 限 维 情形 就 有 下 面 的 结 
R; 


9.11-1 定理 (固有 值 ) 设 T, H>H A Hilbert aM 
上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 ，8 =(E1) 是 相应 的 谱 族 。 则 AE, E 
任 一 4 一 所 处 有 间断 〈 即 天 il =E) MELLETT -AE 
值 。 在 此 种 情形 ， 对 应 的 固有 空间 是 
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(1) NT AD = (En —E mo) (H) 
证 . 加 是 了 之 一 国有 值 当 而 且 仅 当 (TT 一 1) 站 {10}， 故 定 
理 的 第 一 个 论断 直接 由 《1) 得 出 。 因 此 我 们 只 要 证 明 (1) Ri 
简单 地 记 
F,=En-Ena:» 
为 证 (1 )， 我 们 首先 证 明 


(2) FAMENT-AN 
然后 证 明 

(3) FADDNT-AN. 

(2 7) 的 证 明 ， 


9.8 节 中 的 不 等 式 (18)， 在 A= 加 一 二 ，4 二 入 时 ， 即 为 
1 
(4) (i)ECA)<TE(A) SHED), 


Kh=(A-L, A|. Rflien>o, FRE) >F KU) 
得 
AF<TF<hF 

AT E= AF o Bp (T-AI)F,=0. 这 就 证 明了 (2) 。 

( 3 ) 的 证 明 。 

BREN(T-AN). RMTRIENXEF (H), DFx=x (A 
FR—-EE). 

mR Cm, M], mih9.2-1, AEPLT). BEN N(T-AI) 
={0 cF (H), RAF(ME-nmE2m. RAEM, M]. 由 
BE, (TAN). ZRA A(T A) x=0, h9.9-1, WE 


| (—A)’dw(A)=0, w(l)=<E,x,xD, 
Rham, b>M. XE (~A) >00, WEAH 9.7-1, Au<Eıx, 
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%>》 是 单调 增 的 。 夏 在 任意 正 长 度 的 子 区 闻 上 的 积分 必 是 零 . 特 别 ， 
reh 


:frho 一 6 oe 
o=" (A-A) dwl) >e | dw(A)=eKEn-.%,®, 
和 
rb rb 
=f (A-A)’dutA)>ei | dw(A)=erIx,x> 
lote 加 十 2 


— eK E nte X, XD. 
Re>0, HLENRTMI5-2B 
En, D=0, HEn-:%=0, 
和 
<x—E mte x,y =0, Kr-Entx%=0. 
于 是 我 们 可 以 写成 
x=(Ey+: -En-e)% 

如 果 我 们 让 e->0， 即 得 x 二 下.x， 因 为 加 >E 是 右 连 续 的 。 于 是 推 
出 (3)， 这 正 是 我 们 前 面 所 关注 的 . I 

我 们 知道 有 界 自 伴 线性 算 子 7 的 谱 位 于 复 平面 的 实 轴 上 .( 见 
9.1-3) 。 当 然 ， 实 轴 世 包含 处 解 集 p(T 了 ) 的 点 ， 例 如 ，4Ep( 了 )， 
如 果 4 是 实 的 且 4<m 或 和 2>M。( 见 9.2-1)。 值 得 非常 注意 的 是 ， 
一 切实 4Ep(T) 可 以 用 谱 族 的 性 质 按 一 种 非常 简单 的 方式 进行 刻 
划 。 这 一 定理 将 直接 给 出 T 的 连续 谱 点 的 特征 。 因 为 了 的 剩余 谱 
是 空 的 (由 9.2-4)， 于 是 就 完成 我 们 现在 的 讨论 ， 


9.11-2 ER(BRR) 设 T 和 8 二 (EB;) 如 定理 9.11-1 中 
者 。 则 实数 人 属于 了 的 称 解 集 p(T)， 当 而 且 仅 当 存 在 一 ”> 这 0， 使 
得 8 二 (EE;) 在 区 间 [ 一 py， 加 十 %] 上 保持 不 变 。 

证 . 在 (a) 部 分 中 ， 我 们 证 明 给 定 的 条 件 是 AET) 的 充 
分 条 从; E O) 部 分 中， 我 们 证 明 其 是 必需 的 。 在 证 明 中 ， 我 
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PHAZE.. 1-2, EHEN, Leo) AmE ARE, 使 
得 对 一 切 xeH 8 

(5) IKT-A,Nxj>ylxt. 

(a) BAR-ZECHFERNIEY>0, 8E J= yr, 
和 十 y] 上 保持 不 变 ， 由 定理 9.9-1 有 

(6) MKT-AN’=<(T-AT)?x,%) 


M 
=Í „ Ama JaeEin,o. 


因 8 8 在 上 不 变 ， 故 在 /上 的 积分 为 零 值 ， 而 且 当 4E&y 时 ， 我 们 
有 (4 一 和) 之 ， 于 是 〈6) 现在 就 蕴含 


M 
I(T -Axy | dEax, % = LX, A>. 


取 平 方 根 ， 即 得 (5)。 故 由 9.1-2，4Ep(7)， 
(b) 反之 ， 设 .Ep(T), 则 (5》 关 于 某 一 p>0 对 一 切 xEH 
成 立 。 因 此 由 (6) 和 9.9-1 
M M 
(7) |, @A-AVdEinn>y| dEn, m. 


现 证 ， 如 果 我 们 假定 6 在 区 间 [46 一 yy， 轴 十 y] 上 不 是 不 变 的 ， 则 
将 得 出 一 矛盾 。 事 实 上 ， 那 时 我 们 就 可 以 找 出 一 正 数 ?<?， 使 得 
En+n—En-n 0, RR AKu A Er<E,(N9.7-1). HERE 
veH, E 

x=(Em+n -En-n)y&0. 
ED 中 利用 这 一 x。 则 

E,x=E,(Ey+n —En-n )y. 
9.7 节 中 的 公式 〈7) 表明 ， 上 式 右 端 当 4< 机 一 7 时 为 (Es 一 En)y 
=0, BA>DA tnit, AlEn+n-Er-n)y, AEHSARK. 于 是 
我 们 可 以 取 玉 三 [4 一 9，4o 十 人 为 〈7》 式 中 的 积分 区 闻 , 若 4EK， 
则 再 次 利用 9.7 节 中 的 〈7) 式 ， 由 直接 计算 得 < 已 sx, DO =<(Eı- 
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Eu )yw. KK C7) REN 

加 十 也 Ao+n 

| (Gh)'d<Eay,> | dCEiy,y>, 

加 一 7 A—n 
但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 右 端的 积分 是 正 的 ， 而且 (4 一 4) < 人 ?一 
y*， 其 中 XEK 。 因 此 我 们 假定 8 在 区 间 [ 和 ,一 py，4。 二 7] 上 不 是 不 
变 的 是 不 成 立 的 。 定 理 证 毕 。 p 

这 个 定理 也 表明 Eco( 了 ) 当 而 且 仅 当 引 在 RL 上 4 的 任 一 邻 域 

中 不 是 不 变 的 。 因 为 根据 9.2-4，o;(T)== 中 , 而且 o;(7T) 的 点 对 
应 于 名 的 间断 点 ( 见 9.11~1)， 故 我 们 有 下 面 的 定理 ， 该 定理 完成 
了 我 们 的 讨论 。 


9.11-3 定理 (连续 谱 ) ” 设 T 和 8 二 (EB;) 与 定理 9.11-1 中 的 
一 样 . 则 一 实数 4 属于 了 的 连续 谱 ce(T)， 当 而 且 仅 当 昌 在 4, 处 连 
续 (kEn=E%-0), 而 且 在 R 上 的 任 一 邻 域内 不 是 不 变 的 。 


习 题 


1. 在 Hermitian 和 矩阵 的 情形 ， 由 定理 9, 1-1 我 们 可 以 得 出 什么 结 
论 ? 

2. 车 定理 9.11-~1 中 的 工 是 紧 的 ， 而 且 有 无 穷 多 的 国有 值 。 则 由 定理 
9.11-1 和 4.11-2 我 们 关于 (E1) 能 得 出 什么 样 的 结论 ? 

3. WER 9.9 节 习 题 ? 中 的 谱 族 满足 本 节 中 的 三 个 定理 。 

4. 我 们 知道 ， 如 果 定 理 9.2~1 中 的 m 是 正 数 ， 则 了 是正 的 ,试问 这 怎 
样 从 9.9 节 中 的 谱 表 示 ( 1 ) 得 出 ? 

5。 我 们 知道 有 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 是 闭 的 。 试 问 这 怎样 由 本 节 的 定 
理 得 出 电 ? 

6。 TBB Eh y=) EX, Hh x=), ma, 而 
《cj) 是 一 有 限 区 间 [a, 幻 中 的 任意 实 序列 ， 试 证 明 对 应 的 谱 族 (Ei) 由 下 式 
定义 ， 

Er = $) Em. 
g ach 
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Wien» wire 


1. (Aa) Hilbert JAH (I) LNARBERMERTTıH-H 
称 为 具有 纯 点 谱 或 纯 离 散 谱 ， 如 果 T 了 有 一 规格 正 交 的 固有 向 量 的 集合 ， 它 在 
瑟 中 是 完全 的 。 试 用 一 例子 说 明 这 不 蕴含 oc(T) = 中 (因此 这 一 通常 使 用 的 
术语 ， 可 能 会 使 初学 者 暂时 发 生 混淆 )。 

L 试 给 出 这 样 的 紧 自 伴 线性 算 子 了 :1 一 天 的 例子 ， 它 具 有 纯 点 谱 ， 
并 使 得 非 零 固有 向 量 的 集合 (a) 是 一 有 限 点 集 ，( b ) 是 一 无 限 点 集 ， 而 且 
对 应 的 固有 向 量 构成 2 中 之 一 稠密 集 ，(〈c ) 是 一 无 限 点 集 ， 而 且 对 应 的 固有 
ARER 中 这 样 的 子 空间 ， 使 得 该 子 空间 的 闭 包 的 正 交 补 是 有 限 维 的 ， 
(d) 5 (o) 中 的 一 样 ， 但 正 交 补 是 无 限 维 的 .在 每 一 情形 试 求 罗 有 向 量 的 
一 完全 的 规格 正 交 集 。 

9. (HÆRE) Hilbert 空间 态 车 {0} 上 之 一 有 界 自 伴 线性 算 子 7， 
五 一 互 称 为 具有 纯 连 续 谱 ， 如 果 了 没有 固有 值 。 如 果 了 症 互 上 的 任 一 有 界 自 
伴 线性 算 子 ， 试 证 有 明 存 在 一 闭 子 空间 了 CH， 它 约 化 7( 见 .6 节 ， 习 题 10)， 
并 使 得 T=:T|y 有 一 纯 点 谱 ， 而 1 二 了 |z，2Z = 了 1+ 有 一 纯 连续 谱 。( 这 种 约 
化 ， 大 大 地 简化 了 关于 7 的 研究 。 亦 见 9.6 节 的 注 记 ) 

10. 按照 了 的 谱 族 的 说 法 ， 我 们 能 对 第 49 题 中 7 了， 积 了 的 谱 族 (Eu) 
(Ea) KEA 
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Hilbert 空间 中 的 无 界线 性 算 子 


无 界线 性 算 子 在 许多 应 用 中 ， 特 别 是 在 与 微分 方程 有 关 的 方 
面 ， 以 及 在 量子 力学 中 大 量 出 现 。 它 们 的 理论 较 之 有 界线 性 算 子 
更 为 做 条。 

在 本 章 中 ， 我 们 仅 限 于 Hitbert 空间 ， 这 是 物理 学 中 最 感 
兴趣 的 情形 。 事 实 上， 无 界 算 子 的 理论 是 在 1920 年 以 后 ， 由 于 试 
图 置 量子 力学 于 严格 的 数学 基础 之 上 而 受到 促进 和 发 展 。 这 一 理 
论 系 统 的 发 展 应 归功 于 J. von Neumann (1929—30, 1936) 和 
M, H. Stone (1932). 

应 用 这 种 理论 于 微分 方程 ， 不 仅 对 各 种 不 同 的 问题 给 出 了 统 
一 的 处 理 方法 ， 而 且 也 使 之 得 以 本 质 的 简化 。 

本 章 是 选读 材料 。 


重要 概念 ， 主 要 内 容 方 向 提要 

对 无 界 算 子 来 说 ， 考 察 定义 域 和 扩张 问题 是 最 重要 的 、 为 了 
SEHTFTW Hilbert 伴随 算 子 7* 存 在 ，7 了 必须 在 妃 中 役 定 ， 即 
其 定义 域 乡 (7) 必 须 在 五 中 稠密 ( 见 10.1 节 ) 。 另 一 方面 ， 如 果 了 了 
证 满足 关系 式 ， 

<Tx,w=<3,Ty> 

BRARN, WHEXIBTTERENTM (N10.1-1). X-A 
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式 等 价 于 TCT*( 如 果 7T 在 及 中 是 稠 定 的 ) 。 并 称 了 为 对 称 的 (A 
10.2 节 )。 自 伴 线性 算 子 (T=T*, W 10.2-5) 是 对 称 的 ， 但 在 
ERBER, EW- REZAK. \ 

在 实际 问题 中 所 出 现 的 大 量 的 无 界线 性 算 子 是 闲 的 或 有 闭 线 
性 扩张 〈 或 延 拓 ) 〈 见 10.3 节 ) 。 

自 伴 线性 算 子 的 谱 是 实 的 ， 在 无 界 情形 也 一 样 〈 见 10.4-2) 
这 种 无 界 算 子 的 谱 表 示 〈 见 10.6-3) 借助 于 了 的 Cayley 变换 

U=(T-i/)(T+iI)"! 

( 见 10.6 节 ) 和 西 算 子 的 谱 定 理 10.5-4 而 得 出 。 

10,7 节 专门 从 事 乘法 算 子 和 微分 算 子 的 讨论 。 这 是 应 用 上 特 
别 重 要 的 两 类 无 界 算 子 ，( 这 两 类 算 子 在 关于 量子 力学 的 第 十 一 
章 中 起 到 关键 作用 ). 

为 了 下 面 说 起 来 方便 起 见 ， 在 本 章 中 我 们 称 卫 是 媚 上 的 算 
子 ， 如 果 其 定义 域 是 整个 互 ， 了 是 五 中 的 算 子 ， 如 果 其 定义 城 在 
五 肉 ， 但 可 能 不 是 整个 末 ， 又 记号 

SCT 

意 指 T 是 S 的 扩张 。 


10.1 无 界线 性 算 子 及 其 Hilbert 伴随 算 子 


在 本 章 我 们 处 处 考察 的 是 线性 算 FT: J(T)>H, #ZX 
域 多 (T) 位 于 一 复 Hilbert 空间 万 中 。 我们 允许 这 样 的 算 子 可 

能 是 无 界 的 ， 即 全 可 能 不 是 有 界 的 。 
从 2.7 节 中 我 们 记 起 ，T 是 有 界 的 ， 当 而 且 仅 当 存在 一 实数 
使 得 对 一 切 xEgD(T) 

ITxI<clxl. 
一 类 重要 的 无 界线 性 算 子 是 在 4.13 节 中 考察 过 的 微分 算 子 。 
我 们 预期 无 界线 性 算 子 会 在 很 多 方面 不 同 于 有 界线 性 算 子 ， 
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那 就 提出 一 个 问题 ， 我 们 应 集中 注意 力 于 一 些 什么 问题 。 下 面 的 
一 个 著名 的 结果 (定理 10.1-1) 提示 我 们 ， 算 子 的 定义 域 和 算 子 
的 扩张 问题 将 起 到 特别 的 作用 。 事 实 上， 我 们 将 看 出 ， 算 子 相 当 
多 的 性 质 依赖 于 定义 域 ， 又 算 子 在 扩张 和 限制 下 ， 人 性 质 可 能 发 生 
改变 。 

当前 述 的 定理 被 E, Hellinger 和 O, Toeplitz (1910) 发 
更 后 ， 引 起 人 们 的 赞美 和 迷 悦 ， 因 为 该 定理 在 两 种 不 同类 型 的 性 
质 〈 即 处 处 被 定义 的 性 质 和 有 界 的 人 性质) 之 间 建 立 了 一 种 关系 。 

在 Hilbert 空间 号 上 的 有 界线 性 算 子 7 的 情形 ， 了 的 自 伴 性 
由 下 式 定义 

(1) <Tx,yp=<x,Ty>, 
《 见 3.10-1)。 这 是 一 重要 的 性 质 。 而 前 述 的 定理 表明 ， 满 足 (17 
的 无 界线 性 算 子 ， 不 可 能 定义 在 整个 空间 HH 上. 


10.1-1 ”Hellinger~Toeplitz 定 理 ( 有 界 性 ) 若 线 性 算 子 T 是 
定义 在 整个 复 Hilbert 空间 及 上 ， 而 且 对 一 切 x,yE 昌 满足 (1), 
则 了 是 有 界 的 

证 。 否 则 ， 态 将 包含 一 序列 Ya) 使 得 

. Inl=1, 且 j7y >. 
现在 我 们 考虑 由 下 式 定义 的 泛 函 矿 ， 
. falaj =T x, yn = LX, Tyan), 
其 中 # 一 1,2,…， 和 而 且 我 们 已 用 了 DR. 每 一 fs 是 定义 在 整个 
如 上 ， 而 且 是 线性 的 。 对 每 一 2 泛 丽 帮 是 有 界 的 ， 因 为 Scbhwarz 
不 等 式 给 出 

[fn (x) |= i<% Ty Sl Tyst ixi. 
而 且 对 每 一 固定 的 EH, FA (fs(x)) 是 有 界 的 ， 事 实 上 ， 利 
用 Schwarz 不 等 式 和 ysl 王 1， 我 们 有 

Ifa (x)| =|<T x, YIT. 
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由 这 一 不 等 式 和 一 致 有 界 性 定理 4,7-3， 我 们 得 出 《lfs1) 是 有 
界 的 ， 比 如 说 ， 对 一 切 m，1j.1 入 &。 这 就 昔 含 对 每 一 XE 囊 有 
(fal) Sifa iek, 
Wx=Ty, B4 
IT unl =T yn, Tyar=|lfa(Tya)l<klTyal. 
i Tynk, 这 与 我 们 最 初 的 假设 [Tyn] -> co 相 矛 盾 。 定 理 得 
Ù. i 

根据 这 一 定理 ， 对 满足 (1》 的 无 界线 性 算 F, J(T)=H 
是 不 可 能 的 ， 于 是 我 们 面临 确定 适当 的 定义 域 的 问题 和 扩张 问 
题 ， 我 们 将 使 用 一 个 方便 的 记号 

ST, 
根据 定义 ， 这 意味 着 算 子 7 是 算 子 9 的 扩张 ， 于 是 
DIS)ZI(T)ES=To. 
RMH T H SHAK, mR AS) Æg) 之 一 TATA, 即 
D(T)-2(S)»d. 

在 有 界 算 子 的 理论 中 ， 算 子 7 的 Hilbert 伴随 算 子 T* 起 着 
非常 基本 的 作用 。 因 此 让 我 们 首先 推广 这 一 重要 概念 到 无 界 算 
子 。 

在 有 界 的 情形 ， 算 子 7T* 定义 为 〈 见 3.9-1) 

<Tx,y>=<x,T*y>, 
我 们 可 以 把 它 写成 为 

(2) (a) <Tx,yp=<x,y*), (b) y*=T*y, 

7 “在 互 上 存在 ， 而 且 是 具 范 数 17*| =T 的 有 界线 性 算 子 ; 

在 一 般 情况 下 ， 我 们 也 要 用 (2) 式 。 显 然 ，7* 只 对 那样 的 
一 些 yE 甩 有 定义 ， 对 此 y 存 在 y* 使 (2》 式 对 一 切 xE 儿 (TT) 成 立 。 

现 指出 -~ 个 重要 之 处 。 为 了 T* 是 一 算 子 (一 映 象 )， 对 属于 
7* 的 定义 域 多 (T*) 中 之 每 y， 对 应 的 六 =7T*y 必 是 唯一 的 。 我 
们 断言 这 一 结论 成 立 当 且 仅 当 ， 
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TEHHRRAEN, DOT 在 互 中 稠密 。 

BEL, WRIT) FEH HARZ, WAT) =H, AT) 
在 二 中 的 正 交 补 8.3%) SEF RY, ANE-xEZ(T), yL 
x， 即 <x，y1》> 二 0。 但 由 D 我 们 有 

CX Y= LK yY HA Y= X,Y1>, 

上 上 式 表 明了 非 唯一 性 。 另 一 方面 ， 如 果 允 (7) 在 五 中 称 蜜 ， 则 由 
3.3-7, DIT) ={0). KNS-WXED(T)E <a, yP=0, AMA 
含 凡 一 0， 故 拓 十 纺 一 内， 此 即 所 要 求 的 唯一 性 。 旱 

BSNIRBEATAHLRAT, MREDEH, RTH 
HrW&F, WROATNBESTFHHEREBT AH. RANEE 
本 章 中 是 比较 方便 的 。 

现在 我 们 可 以 提出 下 面 的 概念 。 


10.1-2 EX (Hilbert 伴随 算 子 ) KT. Z(IT)>HRAR 
Hilbert ZU AH TERRA) 稠 定 线性 算 子 。 则 了 的 
Hilbert 伴随 算 子 T*， 多 (T*)-> 矿 可 定义 如 下 。7T* 鸭 定义 域 
多 (7T*) 由 所 有 这 样 的 yE 玉 组成， 对 每 一 y€ 多 (TT*) 存在 y*EH, 
使 对 一 切 xE 纪 (7) 满 足 

(2a) LTx, y =<, y. 

对 每 一 这 样 的 VE 乡 (T*)，Hilbert 伴 随 算 子 T# REYERTE 
的 方式 定义 ， 

(2b) y*=T*y. | 

Ha, RYEHBFDIT*Y)% (BRD Wa-y, AR 
《TY, 疙 视 为 x 的 函数 时 可 以 表 为 下 之 形式 ， 

Tx,p=ca,yN, N-WxEZ(T). 
而 且 这 一 % 也 唯一 地 决定 对 应 的 #， 因 为 根据 假定 ZT) 在 及 中 
HE. 
读者 可 以 证 明 7T* 是 一 线性 算 子 。 
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在 我 们 的 进一步 工作 中 ， 我 们 需要 算 子 的 和 与 积 〈 复 合 ) 的 
概念 。 我 们 必须 非常 小 心 ， 因 为 不 同 的 算 子 可 能 有 不 同 的 定义 
域 ， 特 别 在 无 界 的 情形 ， 因 此 我 必须 首先 定义 在 这 种 更 为 一 般 的 
情形 ， 和 与 积 的 意义 是 什么 ,这 可 以 按照 下 面 一 种 相当 自然 的 方 
式 来 完成 。 

#S:2(S)>H MT:ZQ(T)>H PEREAT, Hp ZS) 
CH，B (了)CCH， 则 S 与 7 的 和 S 十 了 是 具 定 义 域 

ZS+T)=9(5) NDT) 
的 线性 算 子 ， 而 且 对 每 一 x€ 多 (S$ 十 T) 它 由 下 式 定义 ， 
(S+T)x=Sx+Tx. 

HED(S+TJREESSTER LANG EL NBRARS, Mi 
BD(ST)2-HR=N. 

KERE, AHOED(S+T), KOS+TIATZEE 
但 很 明显 ， 仅 当 D(S+T) 还 包含 其 他 元 素 时 ， 我 们 才 可 能 希 户 
有 非 平 凡 的 结果 。 

让 我 们 定义 积 TS， 这 里 5S 与 7 如 前 . 设 M 是 D(S) 这 样 的 最 
大 子 集 ， 它 在 S 下 的 象 位 于 多 (7T) 中 ， 于 是 有 

S(M)=K(SIND(T), 
其 中 经 (S$S) 是 S 的 值 域 ， 儿 图 65。 于 是 积 TS 被 定义 为 一 算 子 ， 其 
定义 域 为 多 (TS)=M， 并 使 得 对 一 切 x€ 多 (75)， 
(TS)x=T(Sx). 
在 上 述 定 义 中 交换 $S 和 了 的 位 置 ， 我 们 看 出 积 S7 是 这 样 的 算 
子 ， 使 得 对 一 切 xE 多 (ST) 有 
(ST)x=S(Tx), 
其 中 多 (ST) 二 久 是 多 (TT) 中 这 样 的 最 大 子 集 ， 其 在 7 下 的 象 位 于 
DS) 中 于 是 有 
T(M)=K(T)N DIS). 
TS 与 ST ERHAFT. RITA BADER, FIIE 
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RS ET) 
图 65 ”线性 算 子 的 积 


向 量 空间 (由 2.6-9)， 故 5(M) 也 是 一 向 量 空间 ， 因 为 9 是 线性 
的 ， 这 就 蕴含 愉 是 一 向 量 空间 。 同 理 ， 算 也 是 一 向 量 空 间 。 


习 是 


1. 试 证 ， 线 性 算 子 了 的 Hilbert 伴 随 算 子 T* 是 线性 的 . 
2. 试 证 明 ， 对 有 界线 性 算 子 ， 由 我 们 现在 关于 了 ilbert 伴随 算 子 的 定 
义 即 可 得 出 定义 3.9-1， 其 中 Hi=H,=H， 


3. WEH 
(TT)T,=Tı(TıT,) 
对 无 界 算 子 仍然 成 立 。 
4. AEH 
(T,+T)T,=T,T,+TıT,, 
Tı(Tı+T) OT ıTı+TıTz. 
并 给 出 第 二 个 公式 中 等 号 成 立 之 一 充分 条 件 . 
5. KUH 
(aT )*=0T*, 
(SHT) OS*4T*, 


为 了 第 二 个 关系 式 有 意义 ， 我 们 必须 要 求 什么 条 件 ? 
6. 试 证 明 在 第 5 题 中 ， 如 果 S 定 义 在 整个 万 上 ， 而 且 是 有 界 的 ， 则 有 
(S+T)*=S*+Ts, 
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ernannten neh EHER 1 ,am mm a ER > dan ` Mme a ar RE re B e 


T. 试 证 明 ， 一 有 界线 性 算 TT:Q(T)-H, KEXRTEHH i 
密 ， 则 总 有 一 到 玖 的 有 界线 性 扩张 ， 其 范 数 等 于 171。 
8， 设 了 :2(7T) 一 下 由 下 式 定义 
y=(n)=Tx, mei, x=(£;), 
其 中 多 (T)Ch 由 一 切 这 样 的 x 二 (#0) 所 组 成 ， 它 只 有 有 限 多 非 零 项 与 。(a) 
试 证 7 是 无 界 的 。(b) 了 有 真 的 线性 扩张 吗 ? (0) T 能 否 线 性 扩张 到 整个 空 
al 
9.。 若 线 性 算 子 了 在 一 复 Hilbert 39H 上 处 处 有 定义 ， 试 证 明 其 
Hilbert 伴随 算 子 T* 是 有 界 的 ，。 
10. 设 S 和 了 T 了 是 定义 在 整个 及 上 的 线性 算 子 ， 而 且 满 足 
<Ty，x) 二 <y，Sx>》>， 对 一 切 x，yEH.。 
试 证 明 T 是 有 界 的 ， 而 且 S 是 其 Hilbert FEAT. 


10.2 Hilbert 伴随 算 子 ， 对 称 和 自 伴 线性 算 子 . 


在 下 面 的 两 个 定理 中 ， 我 们 将 叙述 Hilbert 伴随 算 子 的 某 些 


基本 人 性质 。 这 里 ， BER, 
*- (T*)*, 


10.2-1 定理 (Hilbert 伴随 算 子 ) S: DISI>HMT. 
S(T)>H2## Hilbert AH 中 称 定 的 线性 算 子 ， 

(a) ”如 果 SCT， 则 T*CS*。 

(b) MRATNEHHRE, WTCT, 

证 ，(&) 由 7T* 的 定义 ， 对 一 切 XE€ 多 (了 T) 和 一 切 yEg(T*) 有 

(1) <Tx,w=<x,T*y>. 
RISCT, KRAS, N-WxEed(S)M—-Uyea(T*) 有 

(2) Sx,y»=<x,T*y. 
由 S* 的 定义 ， 对 一 切 xE€ 多 (5S) 和 一 切 yE 儿 (S*) 有 

(3) Sx, y =x, S y>. . 
由 上 式 及 D) RMEKEZ(TCDIS*). WAX M 
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予以 解释 ， 因 为 类 似 的 结论 以 后 还 要 出 现 。 由 Hilbert 伴随 算 子 
S# 的 定义 ， 定 义 域 罗 (S*) 包 含 所 有 这 样 的 y， 对 此 种 y， 当 其 x 在 
多 (S) 中 变动 ， 我 们 得 出 《Sx,y》 的 表达 式 (3)}。 因 为 O RAR 
在 多 (S) 变 动 时 ，。 也 按 同 种 方式 表 出 《Sx,y》>， 故 使 《2》 成 立 的 
诸 y 之 集 ， 必 是 使 (3〉 成 立 的 诸 y ZE (EREA) FE, E 
我 们 必 有 多 (7T*)Cg(5*)。 BD 和 《3) 我 们 易于 断定 对 一 
HyEZ (TA S*y=T*y, Alt, BEX, T’CS* 

(b) F D HRAHMF 

(4) <T*y,=<y,Tx> 
对 一 切 yEB(T*) 和 一 切 x€ 多 (了) 成立。 因为 DTS E H pA 
BE, SATT 存在 ， 而 且 ， 由 定义 ， 对 一 切 yE 多 (T*) 和 一 切 
xED(T**)E 


<T*y, D=ly, TY*x>, 
由 上 式 及 (4) R, 5 (a) 部 分 中 一 样 的 讨论 ， 我 们 看 出 E 
DT)BATFD(T"), MANCHEN. A T+*x 二 Tx。 这 就 意 
KET-T*J 
我 们 的 下 一 个 定理 与 这 样 的 条 件 有 关 ， 在 该 条 件 下 ， 伴 随 算 
子 的 邀 等 于 逆 的 伴随 算 子 。( 注 意 ， 这 就 把 3.9 节 中 的 习题 2 推广 
到 可 以 是 无 界线 性 算 子 的 情形 )。 


10.2-2 定理 (Hilbert 伴随 算 子 的 道 ) ， 设 7 与 前 一 定理 中 的 
一 样 。 再 设 了 是 内 射 而 且 其 值 域 史 (7) EH 中 稠密 。 则 7* 是 内 
射 ， 而 且 

(5) (T*S =T. 

证 明 , TEE, BATEH HABEN. TT 也 存在 ， 因 为 
TRAH. (THE, HIIT =A EHRE. 现在 
我 们 证 明 (7*)"! 存 在 且 满 足 (5). 

设 YyE 九 (T*)。 于 是 对 一 切 xE 多 (TT1) 我 们 有 T'xEZ(T), 


504 。 


而 且 

(6) <T"x,Trp=<TT "x, =x, Ye 
另 一 方面 ， 由 三 :的 Hilbert 伴随 算 子 的 定义 ， 有 

<F "x, T*p=<x,(T"')*T*y> ® 

对 一 切 EZT) KU. ARAEHTYEZT")*N. 而且， 把 
《6 ) 与 之 比较 ， 我 们 断定 

(7) (T-)*T*y=y yED(T*). 
我 们 看 出 7T*y 二 0 就 得 出 y= 二 0， 故 由 2.6-10, (TH), KT) > 
多 (T*) GE. Ax, A (T) T* 是 乡 (7T*) 上 的 恒 等 算 子 ， 与 
C7) 相 比 较 ， 即 表明 


(8) (T) cT. 
为 了 建立 (5)， 我 们 只 要 证 明 
(9) (TH DT *. 


为 此 目的 ， 我 们 考察 任意 EZT) MyED((TY)N). FE 
TxeRT)=2(T"), 而且 

(10) Tx, (T) *y =T TY, y> =x,y>, 
另 一 方面 ， 由 了 的 Hilbert 伴随 算 子 的 定义 ， 对 一 切 x€ 多 (T)， 
我 们 有 

<Tx, (T!) * y> =<x,T*(T)*y)>. 

由 上 式 和 (10)， 我 们 断定 (7 "1)*y€ 乡 (7T*),， H 

(11) T*(T-)*y=y, yEed((T')*). 
而 由 逆 的 定义 ，T3(T%)"1 是 多 ((T*)-)= 呢 (7T*) 上 的 恒 等 算 
F, WMA TIYURTHY)>DZTN 是 满 射 的 ， 于 是 与 CD 相 
比较 ， 即 得 DUTY) MDODZUTNN, i (TH DT-)*, jt 
即 为 (9)。 与 〈8) 一 起 ， 这 就 得 出 (5). g 

关于 有 界线 性 算 子 ，Hilbert 伴 随 算 子 常 被 用 以 定义 自 伴 性 
CH 3.10 节 )。 因 为 这 是 一 个 无 论 在 理论 或 是 应 用 上 都 是 非常 重 
要 的 概念 。 我 们 想 知 道 怎样 才能 把 它 推广 到 包含 无 界线 性 算 下 在 
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内 的 情形 。 为 此 ， 我 们 引入 下 面 的 概念 。 


10.2-3 定义 (对 称 线性 算 子 ) KT. Z(T)>HR—-a 
算 子 ， 它 在 一 复 Hilbert ZAH p EME, WTA R IARE 
F, MRN—Ux, ve2(T)# 

<Tx,yp=<x,Ty. | 

值得 相当 注意 的 是 ， 对 称 性 可 以 用 Hilbert 伴随 算 子 按照 简 
单 的 方式 表示 出 来 。 这 将 有 助 于 我 们 进一步 的 工作 。 这 也 就 启发 
我 们 在 定义 10,2-3 中 假定 7 了 EMER. 


10.24 引 理 (对 称 算 子 ) 8 Hilbert 空间 已 中 的 笛 定 线性 
算 子 7 是 对 称 的 ， 当 而 且 仅 当 


(12) TcT*, 
证 ,定义 T* 的 关系 式 是 
(13) <Tx,p=<x,T*y> 


对 一 切 x€ 多 (了 了) 和 一 切 yE 多 (7*) 成 立 。 ETZT*, MI yeZ 
(T) 有 T*y 二 Ty， 于 是 (13》 Hx, yeZ (T) 变 成 

(14) <Tx ,yp=<x,Ty>. 
AT 是 对 称 的 。 

RZ, 假设 《14》 对 一 切 的 x,y€ 乡 (TT) 成 立 ， 则 与 (13) 相 
比较 得 知 多 (7 了 )C 多 (T*)， 且 T=7T*| 9m. 由 定义 ， 这 就 意味 着 
T# 是 了 的 扩张 , I 

自 伴 性 现在 可 定义 如 下 ， 


10.25 定义 ( 自 伴 线 性 算 子 ) KT. J(T)>H -RE 
算 子 ， 它 在 一 复 Hilbert ZAH pHE. MT 称 为 自 伴 线性 算 
子 ， 如 果 

. (15) T=T*, | | 
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每 一 自 伴 线性 算 子 都 是 对 称 的 。 

另 一 方面 ， 对 称 线性 算 子 不 必 是 自 伴 的 。 理 由 是 7# 可 能 是 了 
的 真 扩 张 ， 即 纠 ( 了 ) 寺 多 (T*)。 显然， WRT RET H, 则 
这 就 不 会 发 生 。 于 是 我 们 有 下 之 结论 ， 

HA Hilbet 空间 态 上 的 线性 算 子 了 了， 及 > 卫 ， 对 称 概念 和 
自 伴 性 概念 是 相同 的 。 

注意 ， 在 这 种 情形 ， 了 了 是 有 界 的 ( 见 10.1~1)， 而 且 这 就 解释 
了 为 什么 对 称 的 概念 没有 较 早 地 ， 比 如 说 ， 在 3.10 节 中 就 出 现 ， 

其 次 ， 存 在 与 3.10.3 相 类 似 的 结果 ， 

复 Hilbert 空间 互 中 的 释 定 线性 算 子 了 是 对 称 的 、 当 而 且 仅 
Y <Tx, oi- EDT) ELR. 


习 题 


1. 试 证 明 一 自 伴 线性 算 子 旺 对 称 的 。 

2， 如 果 $ 和 7 是 使 得 3S7 为 在 五 中 稳定 的 算 子 。 试 证 明 

(ST) OT*S*, 
RWRSTEXNEBAH 上 ， 而 且 是 有 界 的 。 则 
(STY=T*S*, 

3, 设 昌 是 一 复 Hilbert 空间 T, DAT)-H 是 线性 的 ， 而 且 在 H 
PETE. WERT 是 对 称 的 当 而 且 仅 当 《Tx,x> 对 一 切 ET) 是 实 
的 。 

4. 如 果 个 是 对 称 的 ， 试 证 明 Ts* 是 对 称 的 ， 

5， 如 果 一 线性 算 子 7 在 H 中 是 稳定 的 ， 而 且 其 伴随 算 子 是 定义 在 整 
个 矿 上 的 。 试 证 明了 是 有 界 的 ， 

6， 试 证 明 bm =T a= (E14/ 门 定义 了 一 有 界 自 伴 线性 算 子 T ;13-42， 
而 且 它 有 一 无 界 的 自 伴 N. - 

l AT, 9(7) 一 五 是 一 有 界 对 称 线性 算 子 ， 试 证 明 7 有 一 到 矶 (7 了) 的 
有 界 对 称 线性 扩张 了， 

kt 如 困 人 是 对 称 的 ， 且 个 .是 人 的 对 称 扩张 ， 试 证 人 .CT*， 

8。 一 极 大 对 称 线性 算 子 是 一 没有 真正 对 称 扩 张 的 对 称 线性 算 子 。 试 证 
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盟 一 自 伴 线 性 算 子 了 是 极 大 对 称 的 ， 
10. 孝 一 自 伴 线性 算 子 7 多 (7) 一 五 是 内 射 的 。 试 证 明 (a) RT 
=H, (b) T- 是 自 伴 的 ， 


10.3 财 线 性 算 子 和 闭 包 


在 很 多 应 用 中 都 可 以 引出 无 界线 性 算 子 。 而 且 许 多 这 样 的 算 
子 都 是 闭 的 ， 或 至 少 有 一 线性 的 闭 扩张 。 这 就 说 明 在 无 界 算 子 理 
论 中 闭 线 性 算 子 的 重要 作用 。 在 本 节 中 ， 我 们 将 考察 闭 的 线性 扩 
张 及 其 某 些 性 质 。 

我 们 首先 复习 闭 线性 算 子 的 定义 及 4.13 节 中 的 某 些 结果 。 用 
公式 表述 ， 对 Hilbert 空间 来 说 是 方便 的 。 


10.3-1 定义 〈 闭 线性 算 子 ) ZT:D(T)>H 是 一 线性 算 
F, AH2(T)CH, HH&—8& Hilbert 空间 。7 KAH RE 
算 子 ， 如 果 其 图 象 

YT)=4(%,y)IxEZ(T), y=Tx} 
EHxHmams, ZEH xH INESHTREX, 
K&,1=(1x1’ +1,19)”. 
上 式 由 下 式 定义 的 内 积 而 得 出 ， 
Ca) (ya), md yy | 


10.3-2 定理 ( 闭 线 性 算 子 ) ZT:Z(T)>HR-SER 
F, KH2(T)CH, mMH&—#& Hilbert 空间 。 则 
(a) 了 是 闭 的 ， 当 而 且 仅 当 
n>XmEZ(T)]), BTx,—>y, 
两 者 一 起 就 蕴含 XEZ(T) 且 Tx=y。( 见 4.13-3) 
(b) 如 果 了 是 闭 的 且 幻 (7 了 ) 是 闵 的 。 则 玫 是 有 界 的 。( 见 4.13 
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2). 

(0) AT RARI, MT HAHAM ZT) 是 闭 的 
(R4.13-5). 

不 管 了 是 否 闭 的 ， 我 们 总 有 下 面 的 重要 结果 。 


10.3-3 定理 (Hilbert 伴随 算 子 ) 10.1-2 中 所 定义 的 
Hilbert 伴随 算 子 T* 299. 
证 ,我 们 应 用 定理 10.3-2(a) 于 7T*， 来 证 明定 理 的 结论 ; H 
我 们 考察 多 (7T*) 中 满足 次 之 条 件 的 任 一 序列 (yn) 
Yn > Yos ET*%y>2, 
并 证 明 nEeZ(T*, Az=T*y. 
由 7* 的 定义 ， 对 每 一 /E 纪 (了 ) 有 
STY, Ya =y, T* Yn. 
因为 内 积 是 连续 的 ， 让 nceo， 故 对 一 切 yEeZ(T)H 
TY, YD =Y, z>. 
由 7# 的 定义 ， 上 式 表明 weE 纪 (7*)， 且 mo 一 xb。 应 用 定理 10.3 
-2(a) 于 7T#， 我 们 即 可 断定 7* 是 闭 的 .着 
常常 发 生 这 样 的 事 ， 一 个 算 子 不 是 闭 的 ， 但 是 有 一 扩张 是 闭 
的 。 为 了 讨论 这 种 情形 ， 我 们 首先 表述 某 些 有 关 的 概念 ，。 


10.3-4 EX (可 闭 算 子 ， 闭 包 ) 如果 线性 算 子 7 有 一 扩张 
外 为 闲 线性 算 子 ， 则 全 称 为 可 闭 的 ， 而 了, 称 为 了 的 旷 线 性 扩张 ， 

一 可 闲 线 性 算 子 了 之 一 闭 线性 扩张 了 称 为 极 小 的 ， 如 果 了 的 
每 一 闭 线 性 扩张 7 都 是 了 之 一 闲 线 性 扩张 。7 的 这 一 极 小 的 扩张 
下 一 如果 存 在 一 一 称 为 人 的 闲 包 。 I 


如 果 了 存在， 则 是 唯一 的 (为 什么 9 ) 
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例如 ， 实 际 上 ， 在 量子 力学 中 一 切 无 界线 性 算 子 都 是 可 闭 
的 。 

对 对 称 线性 算 子 E 10.2-3), E 况 就 非常 简单 ， 即 有 如 下 
的 结果 


10.3-5 定理 ( 闭 包 ) KT:Q(T)>HR- SMART, RE 
万 是 一 复 Hilbert zH, JME HAE. MATEKA, 
闭 包 下 存在 而 且 是 唯一 的 ， 
证 。 我 们 定义 了 ， 首 先 定义 定义 域 用 = 多 ( 了 )， 然 后 再 定义 
TRS. 这样 我 们 就 实际 上 证 明了 下 是 了 的 闭 包 。 
设 导 是 所 有 这 样 的 点 HARE, WAA ED REE 
序列 (xn) 和 yE 吾 ， 使 得 
(1) Xn >x 而且 Txn>y。 
不 难 证 朋 对 是 一 向 量 空间 。 显 然 多 (T) CM， 在 村 上 我 们 由 下 式 
定义 下， 
y=Tx, (xeM), 
其 中 y 由 (1) 式 给 出 ， 为 了 证 明了 是 了 的 闲 包 ， 我 们 必须 证 明 T 具 
有 定义 闭 包 的 一 切 性 质 ， 
显然 ,了 的 定义 域 多 (了 了 ) = 二， 其次， 我 们 将 证 明 
(a) HEEJ (T) 对 应 唯 -9。 
(四 :全 是 TT 的 一 对 称 线性 扩张 。 
(ce) 是 闲 的 而 且 是 7 的 闭 包 。 
详细 证 明 如 下 ， 
(a) HE ED (T) 所 对 应 的 y 的 唯一 性 ， 除 (1) 中 的 序列 
(xs) 而 外 ， 设 (多 ,) 是 多 (T) 中 另外 的 一 序列 ， 使 得 
Xn>x ETa >ğ. 
因 7 是 线性 的 ， 故 了 xu 一 人 8。 一 T(x 一 %) 。 因 7 是 对 称 的 ， 于 是 
Haue (TE 
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U, T xa— TR =T, Xn Kne 
让 mn->ce， 利 用 内 积 的 连续 性 ， 即 得 
w,y—-Gp=<Tv,.— X=0, 
My-JL2(T), A Z(T)EH h øg, H 3.3-7 #2 (N) = 
{0+， 因 而 y 一 了 二 0。 

() 证 明了 ET 之 一 对 称 的 线性 扩张 。 因 个 是 线性 的 ， 改 由 
(1) 和 (2) 了 亦 然 ， 这 也 就 证 明了 了 是 了 之 一 扩张 。 现 在 我 们 证 明 
了 的 对 称 性 蕴含 到 的 对 称 性 。 由 (1) 和 (2) 对 一 切 x, E2 (T) E 
多 (了 T) 中 存在 序列 (Xs) 和 (zs) 使 得 

Xn—>%, T%.>Tx, 

Zn > 之 Tz,>T2. 
AT ERRAI, Len, I Xn] zxn>， 让 Jp->ce， 因 办 积 是 连 
m, KA <e, TomT ao. A xE T) 是 任意 的 ， 这 就 表 
明 下 是 对 称 的 ， 

(e) 证 明 宁 是 闭 的 而 且 是 了 的 闭 包 。 我 们 借助 于 定理 10.3-2 
(OAT OAE, DIE2(THWERFT (Wa), ES 

(3) Wa >x H. Twn->y 
并 证 明 x€2 (T) HTx=y. 

每 一 wn (MAE) BEZT) HM. H2(T) 的 定义 在 多 (7) 
中 存在 序列 收 剑 于 wwn， 而 且 它 在 7 下 的 象 收 伍 于 Town， 故 对 每 一 
固定 的 m， 存 在 vmn€ 多 (TT)， 使 得 

[wn— val <- 有 ITwn—Tont <} . 
由 上 面 的 式 子 和 (3)， 我 们 断定 

vm>X H Tony. 
出 JT) 和 下 的 定义 ， 这 就 证 明了 我 们 所 需 证 明 的 关系 式 xE 
D(T), Ay=Tx. KH10.3-2() T&M. 
BL 3-20 MATAT) 的 定义 ， 我 们 看 出 ， 乡 人) 中 
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的 每 一 点 也 必 属 于 了 之 每 一 闭 线 性 扩张 的 定义 域 。 这 就 证 明了 了 
是 2 的 闭 包 ， 而 且 指出 7 的 闵 包 是 唯一 的 。 时 

有 趣 的 是 ， 不 难看 出 ， 对 称 线性 算 子 的 闭 包 的 Hilbert 伴随 
算 子 等 于 算 子 本 身 的 Hilbert 伴随 算 子 ， 


10.3245 ZE (AEH Hilbert 伴随 ) 对 前 一 定理 中 的 对 称 
线性 算 子 了， 我 们 有 
(4) (M*=T* 
证 。 因 TCT, 故 由 定理 10.2-1(a) 有 (CT. 因此 
DT) T». 我们 还 需要 证 明 的 是 ， 
(5) yED (TH >yED UT)”, 
因为 这 时 我 们 就 有 多 (TY = 二 多 (T*)， 这 就 推出 (4)，。 
Zyed(T*, th Hilbert 伴随 算 子 的 定义 ， 公 式 (6) 意味 着 
我 们 必须 证 明 ， 对 每 一 x€ 多 (7) 有 
(6)  <Īx, p=<x, Dy =x, THy>, 
其 中 第 二 个 等 号 由 (7T)*CT* 得 出 。 
根据 前 面 证 明 中 ZT) 和 了 的 定义 [ 见 (1) ，(2) ]， 对 每 一 xE 
多 个 ) 在 绷 (T) 中 存在 序列 (xn)， 使 得 
xn—>XH Txn>yo=T x. 
因由 假设 yE 罗 (T*), H xEZ (T), ieh Hilbert 伴随 算 子 的 定 
义 ， 我 们 有 
<T an yY = xn, Ty>, 
若 令 n>co， 并 引用 内 积 的 连续 性 ， 即 得 
Tx, =x, T*y>, x€ED (TĪ), 
这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 关系 式 (6) .四 


> 题 
1， 设 三 9 人 TD) 一 ,其 中 多 CT)C1 由 所 有 这 样 的 x 一 (六 组 成 ,该 % 仅 
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. BERL ERME MAy=(md)=Txr=(ik) 这 一 算 子 了 是 无 春 的 ( 见 10.f 
节 ， 习 题 8). 试 证 T 不 是 闭 的 . 

z。 运 次 仁 一 线性 算 子 T: 儿 (TT) 一 电 的 图 象 (TT) 有 一 闲 包 (7T)CC 
于 X 玉 .为 什么 这 不 能 推出 每 一 线性 算 子 是 可 闭 的 ? 

3. WENXHR-Hilet 空间 ， 其 中 内 积 由 定义 10.3~1 给 出 . 

4。 BTAT)-HR- WEHRT. Zangen, WTA. 

5. 斌 证 第 1 题 中 的 了 有 到 集合 


ZT)={x= een] DI Pot 
之 一 财 线 性 扩张 Pi， 这 里 7 由 下 式 定义 
Tizx 一 (上 六 ，( 利 用 第 4 题 ) . 
6。 者 是 一 对 称 线性 算 子 ， 试 证 T** 是 了 之 一 闭 对 称 的 线性 扩张 
T. 试 证 一 线性 算 子 7 的 Hilbert 们 随 算 子 的 图 象 乡 (7*) 借 助 于 下 式 
I TH=U GFN 
S9 (ERA, AHU, HXH-HXHE DU,- 
3. TOMH RRZIREAT, WENT RRT, ME 
T™=T. (MT) . 
4。 ( 闭 图 象 定理 ). RESHibertz AH LHMREATT H-H% 
有 界 的 (利用 第 8 题 ， 不 用 4.13-2， 当 然 就 给 出 一 独立 的 证 明 ). 
10. 阁 T 是 闭 的 ， 试 证 T= 了 一 47 是 闭 的 ,而 且 着 Tx: 存在 ， 则 T4" 圳 
闭 的 . 


10.4 自 伴 线性 算 子 的 谱 的 性 质 


有 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 的 一 般 性 质 我 们 已 在 9.1 和 9.2 节 中 讨 
论 过 。 其 中 的 几 个 人 性质 对 无 界 自 伴 线性 算 子 仍然 成 立 。 特 别 ， 固 
有 值 是 实 的 ， 其 证 明 与 定理 9.1-1 中 的 证 明 相 同 ， 

更 一 般 地 ， 整 个 谱 仍 是 实 的 和 闭 的， 虽然 它 不 再 有 界 。 为 了 
证 明 谱 的 实 性 ， 让 我 们 首先 推广 定 理 9,1-2， 这 一 定理 刻 划 了 多 
解 集 p(T)。 证 明 几 乎 与 前 面 的 一 样 。 
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10,41 定理 (正则 值 ) 18T:2(T>H RES Hilbert & 
ATHRRENEFRAEHT, URIAIBTTRBRRT), Mm 
ENYREe>, KANS—xED(T) 

(1) ITıx1>elxl, 

其 中 T,=T—Al, 

I. (VEAÄEAT). HEX7T.2-1, PEAR = (TANTE 
EMERSA REJ, kein, Ral] =k>0. AHEJ (T) RıTıx 
=x, AME 

Jx] =] R Tax] <] Rt Taxi = BT ,x . 


BRULR, MAIT etx, 其 中 =... 


b) 反之 ， 设 对 某 一 c>0 M-UXEZ(T) (1) 成立。 ARN 
考察 向 量 空间 
Y=tyly=Tıx,xe2 (T)}, 
ETAR, HEA 
(a) T: (T) -> 了 是 双 射 的 
(9) Y 在 是 中 稠密 ， 
(7) 了 是 闭 的 。 
上 上 面 这 些 一 起 就 蕴含 物 解 式 a= (T) ELERA H E, Re 
有 界 性 易 由 (1) 得 出 ， 故 A€p (T) 。 详细 证 明 如 下 ， 
(a) FREER, aED (T) ER TaT. AT ERE 
的 ， 故 (1 得 出 
0=17;% Tax = T (x) Fels le 
H c>0， 这 就 草 含 1xi 一 2 一 0。 Kaum, HMAF T, A(T) 
~ 了 是 双 射 的 . 
(P) 我 们 借助 于 证 明 当 xoL 了 时 ， 就 有 x。 二 0 来 证 明了 =H。 
um |y， 于 是 对 每 一 y= 二 了 xEY 有 
0=<T,%, 0 =T X, X > —ACK,Kde 
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FEN-WSEZ(T)E 
<T%, X = CX, AX e 
由 Hiivert 伴随 算 子 的 定义 ， 上 式 表 明 %E2 (7 )， 而 且 
T*xo= zo, 
KTERE, K2(TY)=2(T)AT*=T, 于 是 
T=Axo. 
若 xo 丰 0， 这 就 会 推出 4 是 了 之 一 固有 值 ， 于 是 1 二 4 必 是 实 的 . 故 
Tx 一 4%6， 即 Taxo 二 0。 但 由 (1) 这 就 得 出 一 矛盾 
0=|T,%1>cl%1>1%!1>®. 
即 得 +={0}， 故 由 3.3-4 Y=H. 
O) 现 证 了 是 闭 的 。 设 WEY。 则 在 Y 中 存在 一 序列 Un), E 
Yny. M YEY, wA EED (Ti) = (T) A ya=T ixn. 
Hi (1) 


Ix sn < ITa (xa xm) I= +y Yml« 


Ay) 收敛 ， 这 就 证 明了 (xa) 是 Cauchy Fi. 是 完备 的 ， 故 
(RR, EU, >. A a lo 
定理 10.3-2(a) TEHSMEZ(T) HT, =y. 这 就 证 明了 yo€Y 。 
因 y。,EY 了 是 任意 的 ， 故 VY 是 闭 的 ， 

(6) 和 (?) 两 部 分 一 起 就 推出 了 = 且 。 由 此 及 (a)， 我 们 看 出 
移 解 式 尺 存 在， 而 且 是 定义 在 整个 妃 上 ， 

及 一 7 H >Ø (T). 

由 2.6-10， 六 是 线性 的 。R 的 有 界 性 由 (1) 得 之 。 这 是 因为 对 每 
一 y€ 开 各 相应 的 x 二 Ragy 我 们 有 y= 了 rx， 另 由 (1) 


l, i 
Rulis i< Tix] = P lyt 


KIRIS HEX, KETE). 
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当 其 利用 刚才 证 明 的 定理 推广 定理 9.1-3 时 ， 现 在 我 们 就 本 
以 证 明 自 伴 线 性 算 子 (可 能 是 无 界 的 ) 的 谱 是 实 的 。 


10.42 定理 ( 谱 ) ” 自 伴 线性 算 子 了 ,多 (TT) 二 于 的 谱 o(T) 
ELMA, SEHE- A Hilbert SHEJT EHHA. 
证 。(a)o(7) 的 实 性 。 对 多 Thi A 
Tix, o= Tx, Âa, 
XEK om Ts OER (N10.2), ir 


<Tax oy =[T x, 8—4, Oe 
Rii =a+if, Kha PAIR. M 4 一 ac 一 由， 相 减 得 
Ti, <T ax x= (1-7), D=2ißlxl®. 
左 端 等 于 一 2i11n<Ta%x,x>。 因 为 一 复数 的 虚 部 不 能 超过 绝对 值 ， 
于 是 由 Schwarz 不 等 式 有 
AST, Taxi. 
Ahio, EAT ERRE 式 对 一 切 xE 
罗 ( 卫 ) 成 立 。 若 4 不 是 实 的 ，B 志 0， 则 由 前 面 的 定理 1€p(T)。 因 
而 c(7) 必 是 实 的 ， 

(b) o(T) WAE. RIE D TERRE p(T 了) 是 开 的 以 证 
HoT) RAN. IHRER E- NET) 并 证 明 对 每 一 充分 
靠近 加 的 4 也 属于 p(T)。 

由 三 角 不 等 式 

IT<—-Ax1=17Tx—Ax + (4—1) x} 
<ITx—Axi+12— A liel. 
上 式 可 以 写成 

(2) ITx-A1>1Tx—-A,x]— 12-4, 111. 

因 4Eo(7)， 由 定理 10.4-~1 存 在 c>>0 使 得 对 一 切 xE 纪 (7T) 

(3) IT%x-%x1>elx!l. 
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现在 假定 414 靠近， 比如 说 ，11 一 1< 了 。 于 是 (2) 和 (3) RAS 
对 一 切 XE 纪 (7 ) 有 


ITx—-Ax|>c}k] —zelal =; clxl. 


故 由 定理 10.4-1，4Ep( 了 T)。 因 4 是 使 得 |4 一 | 全 的 任意 的 


数 ， 这 就 表明 加 有 一 令 域 整个 属于 p(T)。 因 Ep(T) 是 任意 的 ， 
故我 们 断定 p( 了 ) 是 开 的 。 从 而 c(7) 一 和 一 P(7) 是 闭 的 。 量 


习 题 


1。 不 用 定 理 10.4-2， 试 证 明 自 伴 线性 算 子 (可 能 无 界 ) HAAA 
实 的 . 

2. 试 证明 ， 对 应 于 自 伴 线性 算 子 的 不 同 固 有 值 的 固有 向 量 是 正 交 的 . 

3。 ERARE). 设 T: 多 (TT) 一 日 是 一 线性 算 子 ， 若 对 一 复数 侯 
在 多 (T) 中 存在 一 序列 (xs)》， 使 得 lxol=1， 且 

(T-ADx2,—0 (n>), 
则 4 常 称 为 7 的 近似 固有 值 . 试 证 明 自 伴 线性 算 子 7 的 谈 完 全 由 近似 固有 值 
所 组 成 . 

4. 设 T: 多 (TT) 一 时 是 一 线性 算 子 ， 试 按照 下 面 的 性 质 ，(A) TT 不 是 
内 射 的 .《8) PT) REH HAR. (CO 4 是 一 近似 固有 值 ( 见 第 3 题 ) ， 
分 别 刻 划 4 在 p(T) oT), oeTM TIIE. 

5. 设 T; 多 (TT) 一 互 是 一 线性 算 子 ， 其 Hilbert 伴随 算 子 T* 存 在 ， 若 
Aco, (T), KUERACO,(T®), 

6. 在 第 5 题 中 若 1€0p(T*)， 试 证 1€0.,(T)Uob(7T). 

1. (剩余 谱 ) .利用 第 5 题 ， 试 证 明 自 伴 线性 算 子 了 :多 (站 一 瓦 的 剩 
余 谱 0.(T) 是 空 的 . 注意 ， 这 就 意味 着 定理 9.2-4 在 无界 的 情形 也 仍然 成 
X. 

%. 车 1 是 线性 算 子 了 :多 (了 ) 一 所 之 一 线性 扩张 ， 试 证 明 

co(T)Caoo(T iD)， 
o,(T)D0 (7), 
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0.(T)Co.(T)UVor(Tı). 
9%. WERA: HARRER TT: 多 (7) 一 互 的 点 谱 0p (MEXA. 若是 
是 可 分 的 ， 试 证 0p( 了 ) 是 可 数 的 (也许 是 有 限 的 ， 其 至 于 是 空 的 ) . 
10. 车 7: 多 (了 ) 一 有 是 对 称 线性 算 子 ， 而 且 4 不 是 实 的 ， 试 证 明了 的 除 
解 式 R; 存 在 ,而 且 是 满足 次 之 条 件 的 有 界线 性 算 子 。 对 每 一 yE 包 (了 有 
IR piiI], A=a +8) 
故 4Eo(T)Uov TD). 


10.5 本 算 子 的 谱 表 未 


我 们 的 目的 是 得 出 自 伴 线性 算 子 〈 可 以 是 无 界 的 ) HNE 
示 ， 我 们 将 从 酉 算 子 的 谱 表 示 来 
得 到 这 种 表示 ， 而 证 算 子 如 我 们 
在 3.10 节 所 知道 的 ， 它 是 有 界 的 
线性 算 子 。 按 照 这 种 方法 ， 我 们 
必须 首先 导出 西 算 子 的 谱 定 理 。 

我 们 由 证 明 西 算 子 的 谱 〈《 见 
定义 3.10-1)》 位 于 复 平面 的 单位 
AAE (中心 在 0， 半 径 为 1 的 加 
周 见 图 66.) 图 66 Sinai 


10.5-1 定理 〈 谱 ) #U:H>HRZHilbert SA H={0} 
上 的 西 线性 算 子 ， 则 谱 o(U) 是 单位 圆周 上 之 一 亲子 集 ， 因 而 对 
每 一 4Eo(U) 有 | 

Al=1: 

证 由 定理 3.10 一 6(b) 我 们 有 1UP=1。 故 由 定理 7,3-4， 对 
一 切 4Ea(U) 有 141 乏 1. 因为 当 4 二 0 时 UU 的 凶 解 算 子 是 Um 二 =U*， 
故 也 有 0Ep(U)， 由 定理 3.10-6(c) , AFU“ RER. KAUI 
一 1， 定 理 7.3-3 (KHRT=U, A=0 HERE 含 对 每 -- 满 足 
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M<I/UNSINSARBET OU). KUNST 
E. HEE#7 32, BEMN. I 


可 以 用 很 多 种 方法 得 出 西 算 子 的 谱 定理 ; MW, Ain, J. von 
Neumann (1929—30) ‚PP, 80,119, M.Stone(1932) ,P.302, K, 
Friedrichs(1935), &F, Riesz, B, Sz,-Nagy(1955), P.281. 
SNBEHTRFRSMF. J, Wecken(1935) 中 的 引 理 (下 面 的 
10.5-3》 来 处 理 这 一 问题 。 这 就 得 出 用 有 界 自 伴 线性 算 子 表示 西 
算 子 的 表示 。 由 这 一 表示 和 谱 定 理 9.10~1， 于 是 我 们 就 将 得 出 所 
要 求 的 U 的 谱 定 理 。 我 们 还 应 该 提 到 这 一 定理 首先 由 A. Wintner 
(1929)，P.274 得 出 。 

利用 有 关 算 子 的 震级 数 ， 似 乎 相当 自然 ， 这 只 要 回 忆 一 下 
7.3 节 中 之 一 畦 殊 的 几何 级 数 即 可 得 知 。 其 次 为 了 对 给 定 的 全 和 
AZRA EXIT), 9.10 节 我 们 曾 采 用 多 项 式 序 列 。 类 似 
地 ， 短 级 数 的 部 分 和 构成 一 多 项 式 序 列 ， 我 们 可 以 利用 这 种 级 数 
定义 一 线性 算 子 ， 我 们 将 需要 这 种 算 子 的 下 述 性 质 。 


10.5-2 3E HD È 


(1) h(A)=) and” Can 是 实数 ) 


R= 
对 一 切 满足 | 让 <& 的 人 是 绝对 收敛 的 。 设 SEB( 妃 , 互 ) 是 自 伴 的 ， 
MERTERISI<E, XEHR—R Hilbert ZA. H 


(2)  MIN=-Lase 


9-0 


是 -- 有 界 自 伴 线性 算 子 ， 而 且 
(3) (WIE lol 
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如 果 一 有 界线 性 算 子 与 S 可 交换 ， 则 它 也 与 As) 可 交换 。 

证 。 设 ho(4) 表 (1) 中 的 级 数 的 第 4 个 部 分 和 ， 因 为 当 |41&<& 
时 级 数 绝对 收敛 〈 故 也 一 致 收复 )。(2) 的 收敛 性 由 1S1<8 得 之 ， 
而 且 有 

IEAS" <E |ar| ISIE lan lk". 

KAHRREN, kA EASE. Ri 用 AS) A 
数 的 和 。 注 意 这 与 9,10 节 中 的 相 一 致 ， 因 为 h(4) ER, Ehu(A) 
>h(4) 对 |4|<<& 一 致 成 立 。 算 子 h(5) 是 自 伴 的 . REE, AlS) 
RAR, H3.10-3, Al, DEN, 由 内 积 的 连续 性 ， 
因此 人 4(S)%, 光 是 实 的 , 因 及 是 复 的， 于 是 由 3.10-3 ASEA H 
的 。 

现 证 (3) RISI<Kk, KEH3.2-2 Em, M] c Ek, k]. 
又 由 定理 9.9-23( 户 有 


Han(S) < maxlh (AILI lasik, 
AEJ f=0 


#HJ=[m,M]. iEn>o, BI (3). 

最 后 的 论断 由 定理 9.10-2 得 出 ， 痢 

如 果 有 两 个 收敛 的 震级 数 ， 我 们 可 以 按 通 常 的 方式 使 之 相 
乘 ， 所 得 的 式 子 又 可 以 写作 为 一 震级 数 。 类 似 地 ， 如 果 (1) 对 一 
WAA, RETTUR 4 以 一 关于 4 的 收敛 霉 级 数 ， 比 如 说 ， 把 所 
得 结果 写作 4 的 咽 级 数 ， 即 按 p 的 宪 次 整理 和 排列 所 得 的 结果 。 如 
象 coszs，sin (arceos V) 等 等 就 理解 为 在 此 意义 下 的 式 子 。 

由 刚才 证 明 的 引 理 ， 现 在 可 得 出 我 们 的 主要 工具 ， 它 就 是 下 
面 的 PF,], Wecken(1935) 所 证 明 的 引 理 。 我 们 应 提 及 ， 这 一 引 理 
也 可 用 以 导出 有 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 定 理 。 这 一 点 已 被 Wecken 
指出 ， 并 把 它 表 述 成 下 面 的 引 理 ， 这 里 所 给 出 的 是 其 原来 的 形 
式 。 
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10.5-3 Wecken 引 理 ” 设 太 和 -4 是 复 Hilbert ZAH EHI 
有 界 自 伴 线性 算 子 。 设 不 4= AN EW’=-4, XPAHBFEN 
NW-A) 上 的 投影 。 则 
(a) 车 有 界线 性 算 子 与 玉 一 4 可 交换 ， 则 它 也 与 可 交换 。 
(5) Wrerkäffı=x. 
(c) RIMAW =(2P—I)A. 
证 ，(q) 设 8 与 矿 一 4 可 交换 。 因 对 每 一 x*EH 有 PxeN(W— 
A), RTA 
(W—-A)BPx=B(W-A)Px=0. 
这 就 证 明了 BPxEN (7V 一 A)， 而 且 推出 P(BPx) 二 BPx， 即 
(4) PBP=BP, 
MiEPBP=PB. 因 矿 一 4 是 自 伴 的 ， 故 由 3.9 节 中 的 (69) 得 出 
(W — A)B*=[B(W — A) =[(W - AAB=B*(W-A). 
上 式 表明 矿 一 4 和 B* 是 可 交换 的 。 因 此 ， 按 前 面 一 样 的 讨论 。 我 
们 得 出 类 似 于 (4) 的 式 子 PB*P=B*P。 因 投影 是 自 伴 的 《 见 9.5 
-1)， 即 得 
PBP=(PB*P)*=(B*P)*=PB, 
与 (4) 一 起 有 BP=PB. 
(b) ZW x=0. RAMW ERAR, MELS, DR 
jAxj=<Ax, A) =LA x, =W, yW t, 
即 Ax=0. w ( 矿 一 4)x= 一 0。 这 就 证 明了 xEeEN(W— A). APE 
五 到 (VY 一 4) 上 的 投影 ， 故 Px=%。 
(c) EBREW’=-AHAW=WA, KH 
(W — AW +A)=W’-A=0. 
TEENS xeH, (W+A) xEN (W-A), APE HREIN 
(WW 一 4) 上 ， 故 对 每 一 XEH， 有 
P(W +A)x=(W + A)x, 
即 
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PIW +A)=W +4. 
可 是 由 (0) PW-A)=(W-A)P, MERPREAREBENW 
A), KEW-A Pe). 于 是 有 
2PA=P(W +A)-PW-A)=W +A. 
ZAINEH2PA-A=W, RENT (ce). 3 
所 要 求 的 谱 定理 现在 可 以 叙述 如 下 ， 


10.5-4 西 算 子 的 谱 定 理 ZU.H>H 是 复 Hilbert 空间 
刁 二 {0} 上 的 西 算 子 。 则 在 [一 x ,x] 上 存在 一 谱 族 6 二 (Eo), 使 
得 


(5) U=| erdE,=| (eos +ising)d Eo. 


更 一 般 地 ， 对 定义 在 单位 贺 周 上 的 每 一 连续 函数 /， 有 
(6) KU)=| (ee)dE，， 


一 并 


其 中 积分 理解 为 按 一 致 算 子 收 敛 意 义 下 ， 而 且 对 — 切 的 %,y€H 
(6*) u fle'’ydw(d), wi)=<Eox,w, 


这 里 的 积分 是 通常 的 Riemana-Stieltjes 积分 〈 见 4.4 节 )。 
证 ,我 们 将 证 明 对 一 给 定 的 西 算 子 U， 存 在 一 有 界 自 伴 线性 
算 子 S， 其 详 o5(S)CEf 一 zx,z]， 并 使 得 
(7) U=e's=cosS 十 isin9 。 
一 旦 S 的 存在 性 已 被 证 明 ，(5) 和 (6) 就 将 易于 由 谱 定 理 9.9-1 和 
9.10-1 得 出 。 我 们 按 以 下 步骤 进行 证 明 
(c) 若 S 存 在 ， 我 们 证 明 (7) 中 的 U 是 酉 算 子 。 
(6) 我 们 记 
(8) U=V +iW, 
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其 中 
(9) V=-U4UN, W=- (U-UR), 


并 证 明 Y 和 矿 是 自 伴 的 ， 而 且 
(10) —J<r <I, -I<W<l. 
(e) 考察 g( 矿 ) 一 arc cos MA=sing(V)NIHEIER. 
(d) 证 明 所 要 求 的 算 子 9 是 
(11) S=(2P-IY(arccos”), 
ZEPRHEINW-A) LEE. 
详细 证 明 如 下 ， 
(a) 车 S 是 有 界 和 自 伴 的 ， 由 引 理 10.5-2 知 cosS 和 sin9 
亦 为 有 界 自 伴 的 。 由 同一 引 理 ， 这 些 算 子 是 可 交换 的 ,这 就 蕴含 
(7) 式 中 的 U 是 西 算 子 ， 因 为 ， 由 3.9~4 有 
UU*=(cosS-+isinS)(cosS—isin$‘) 
=(cos$')?+(sinS)? 
=(cos!+sin’\(S)=/[, 
类 似 可 证 ，U*U =I. 
(b) (9) 中 六 与 歼 的 自 伴 性 由 3.9-4 得 知 。 因 1U = 
U*U( =f}, A 
(12) VW =WV, 
由 3.10-6 还 有 1U1=4U*I=1， 由 (9) 这 就 推出 
(13) mMi<ı, IMI<1. 
ds Schwarz TER H 
KEFE EI EEA xl ex FT 
E =x, OKTI xD<<x,xX>。 这 就 证 明了 (10) 中 的 第 一 个 公式 。 
第 二 公式 由 同样 的 方法 可 得 。 而 且 ， 由 (9) 直 接 计 算得 
(14) v”’+Wtel, 
(c) AIR 
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m . x 1 
= = sinj= T-A- Ion, 
g(A)=arc cosh z 一 arc sind 7 6 Å 


右 端 的 Maclaurin RAH JA <I KR. CIE 
要 注意 arc sin! 的 级 数 有 正 系 数 即 可 得 知 ， 故 其 部 分 和 Ss 的 序列 
当 4>0 时 是 单调 的 ， 生 在 (0,1) 上 是 有 界 的 , 因为 S$,(1)<arcsin4 


< 。 获 对 每 一 n， 当 久 >1 时 有 Ss(4)>Si(1)<3。 在 4= 一 1 的 


收敛 性 易 由 在 A= EA SOE. 
因由 (13)1Z<1， 故 引 理 10.5-2 蓝 含 算 子 


(15) gV )=arc co = SI-V- dyscu 


存在 而 且 是 自 伴 的 。 现 在 我 们 定义 
A=sing(V/). 
RERTINERR, 510 52MEALBERTAS IHR 
换 ， 另 由 (12) 知 ， 它 也 与 矿 可 交换 。 因 由 (15) 
cosg(F)=V, 
RA 
V+ A=(cos sin) (g) =l. 
与 (14) 相 比较 得 天 "一 全。 故 可 以 应 用 Wecken 31 10,5-3, W 
定 
(18) W=(2P-I)A, 
Wı=0&&Pxı=x, MEPS VRT REZ, AARET 
SW — ANZ. 
(d) 现在 我 们 定义 
(19) S=(2P-N)gW)=gW)(2P-T). 
显然 5 是 自 伴 的 。 我 们 证 明 S 满足 (7)。 令 《一 外 并 由 下 面 的 式 子 
E Xh Mh 


kh(k)=coA=1— en 十 一 .oo 
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(20) Ah (n) =sina at mn. 


这 些 函 数 对 一 切 « HE. AP R-RE, wA (2P-IN=4P— 
4P+1T=1。 因 而 (19) 给 出 
(21)  Ss=(2P-IYgV =g). 
于 是 由 (17) 
cosS=h (S )=h (g )’)=cosg(V/)=V. 
现在 我 们 证 明 sinS= 一 到。 引用 (20)，(16) 和 (18) 得 
sinS=Sh,(5?) 
=(2P—I)g(V )h,(g(V Y) 
=(2P-I)sing(V) 
=(2P—-I)A=W. 
下 证 0(S)cCL 一 x ,x]。 因 为 |arccos4| 才 x。 故 由 定理 9.10~2 我 们 
HURE ISIK XASH EMARE, Wols) 是 实 的 ， 由 
定理 7.3-4 即 得 结果 。 
设 (Eo) 是 S$ 的 谱 族 ， 则 (5) 和 (6) 由 (7) 和 关于 有 界 自 伴 线性 
算 子 的 谱 定理 9.10-1 得 出 。 
特别 应 注意 的 是 ， 不 失 一 般 性 我 们 可 以 取 一 x (代替 一 x 一 0) 
为 (5) 和 (6) 中 的 积分 的 下 限 。 其 理由 如 下 ， 如 果 我 们 有 一 - 谱 族 ， 
称 之 为 ( 贸 ,)， 使 得 记 _« 三 0， 那 我 们 就 必须 取 一 x 一 0 作为 那些 积 
分 的 下 限 ,可 是 , 那 时 我 们 同样 可 以 用 ERBE, REETA 
EX: 
0 若 0= 一 nn， 
Eo= FB,—h, M-n<d<z, 
I u 0=x。 
Fs 在 0 二 一 5 为 连续 ， 故 (5) 和 (6) 中 积分 的 下 限 取 为 一 x 是 适宜 
| 
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习 题 


1. 若 -- 西 算 子 U 有 固有 值 如 和 4 六 四 ， 试 证 对 应 的 周 有 向 量 Me 
正 交 的 . 

2. 试 证 西 算 子 是 闭 的 

3, 试 证 由 Ux =x 4) HEN I MT UL? (=o, +) 
L(-o,+o)2Er, REC$-BENTE. 

4. 若 4 是 一 等 距 线性 算 子 了 的 固有 值 . 试 证 |41| =. 

5. 试 证 4 是 一 线性 算 子 7T， 乡 (7 一 五 的 一 近似 固有 值 〈 见 10.4 节 ， 
习题 3) MERAT REEERE. 

6. 试 证 4 是 一 西 算 子 U! 玉 一 厅 之 一 固有 值 ， 当 而 且 仅 当 克 (万 ; + 
五 . 

T. 试 证 右 位 移 算 子 了 :7 一 12， 其 由 (ES UE E ) 定 义 ， 
是 等 距 的 ， 但 不 是 酉 的 ， 而 且 没 有 固有 值 . 

8 试 证 第 7 显 中 的 算 子 的 谱 是 闭 的 单位 较 i M ={A A KI. RE 
新 定理 10.5-1 对 等 距 算 学 不 成 立 . 

9。 试 证 4 一 4 不 是 第 7? 题 中 的 算 子 的 近似 因 有 值 〈 见 10,4 节 ， 习 题 3) 

10， 关 于 第 7 题 到 第 9 题 值得 相当 注意 的 是 由 y-Tx=(i,,-,) 8 
中 x 二 (61,5:,…)， 定 义 的 左 位 移 算 子 了 :1 一 # 有 谱 其 大 大 地 不 同 于 右 位 移 
算 子 的 庶 。 事 实 上 ， 只 要 证 明 每 一 4, A <I 是 左 位 移 算 子 的 固有 值 ， 试 问 
对 应 的 加 有 空间 的 维 数 是 什么 ? 


10.6 自 伴 线性 算 子 的 谱 表 示 


现在 我 们 将 得 出 复 Hilbert 空间 且 上 的 自 伴 线性 算 子 7， 
DIT HRERR, RE2ZT)BETH, MT 可 能 是 无 界 的 。 

为 此 ， 对 每 一 人 我 们 作 一 算 子 

(1) U=(T=il)(T +i) 
与 之 相对 应 ， 并 称 0 为 T 的 Cayley 变换 。 

算 子 U 是 酉 的 ， 正 如 我 们 在 下 面 的 引 理 10.6-1 中 所 证 明 的 。 
处 理 方法 的 要 点 是 从 有 界 算 子 U 的 谱 定 理 〈 见 定理 10.5-4) 我 们 
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Wiek. mie 


可 能 得 出 了 〈 可 能 为 无 界 ) 的 谱 定理 ， 

7 有 谱 c(7) 在 复 平 面 C 的 实 轴 上 (R10.42) 可 是 西 算 子 的 
谱 却 在 C 的 单位 圆周 上 《〈 见 10.5-1)。 把 实 轴 变 到 单位 贺 周 之 一 
C->C 的 变换 是 外 
teil 

t+i ’ 
这 就 推出 了 (1) 式 。 
现在 我 们 证 明 U 是 西 算 子 。 


(2) u= 


10.6-1 引 理 (Cayiey 变 换 ) BRAHATT:Z(TN>AH 
Cayiey 变换 (1) 在 旦 上 存在 ， 而 且 是 西 算 子 ， 这 里 态 寺 {0} 是 一 
复 Hilbert 空间 ， 

证 。 因 了 是 自 伴 的 ， 故 co(T) 是 实 的 〈( 见 10.4~2)。 于 是 i 和 
一 i 都 属于 鲁 解 集 p( 了 )， 因此， 由 p( 本 ) 的 定义 ， 逆 (T+ 红 )"! 和 
(TAN TEHZ-ATELFLR, MLERAT. EEI0.S- 
3 蕴含 了 是 闭 的 ， 因 为 了 一 7# 。 另 由 引 理 7.2-3 我 们 看 出 那 两 个 道 
AFEEXERTHL, B 

3)  K(T+HiM)=H, KT-iN=H, 

因 了 是 定义 在 整个 五 上 的 ， 故 我 们 有 
(THIYUH)=2(THN)=2(T)=2(T- il) 
且 
(T-i)(2(T))=H, 
LR&EOFBSÜEHEIRKEI LINE. HEHE3.10-6(f), 
我 们 还 需 证 明 U 是 等 距 的 。 为 此 ， 我 们 取 任 一 xH, Sy=(T+ 
i 讶 )-'x 并 引用 《Cy ,Ty》=<Ty,y>， 直 接 计算 即 得 所 要 的 结果 ， 
Uxt =T iyt 


D “这 是 _ 特 狐 的 分 式 线性 变换 或 M5bius 变 换 ， 这 些 蜂 和 在 大 多 数 的 复 分 析 的 教 
科 书 中 都 被 考虑 。 亦 见 E. Kreyszig(1972). PP.498—506. 
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=<Ty—iy,Ty—iy> 
=<Ty,Typ+%KTy,y—i<y,Ty> +<iy,iy> 
=Ty+iy,Ty+iy> 
= (T+:il)yl? 
= (T+iI)(T +i) xl’ 
一 |x 伍 ， 
于 是 定理 3,10-6( 了 ) 现 在 就 推出 0 为 酉 算 子 . 目 
因为 了 的 Cayley 变 换 U 是 西 的 ， 故 U 有 一 谱 表示 ( 见 10.5-4)* 
现在 我 们 由 也 的 谱 表示 来 得 出 了 的 谱 表 示 。 为 此 ， 我 们 必须 知道 
如 何 才能 用 口 表示 了 。 


10.6-2 引 理 《Cayley 变 换 ) 设 了 与 引 理 10 .6~1 中 的 一 样 ， 
设 0 由 (1) 定 义 。 则 
(4) TeilI+U)(I-U)", 
而 且 ，1 不 是 U 的 固有 值 。 
证 。 设 xE 纪 (了 ) 且 
(5) y=(T-+il)x. 
BIT HI) NT +il)=l, & 
Uy=(T—iI)x. 
把 上 面 的 两 式 相 加 和 相 减 得 
(a) (I+U)y=2Tx, 
(6) 
(b) (I-U)yz2ix. 
下 (5) 和 (3) 我 们 看 出 yE 呢 (十 证)= 及 ， 而 (65) 表 明 1 一口 映 刁 到 
DT). HE (65) 我 们 还 看 出 ， 如 果 (O—U)y=0, Mj x 一 0， 故 
由 (5) y= 二 0。 于 是 由 定理 2.6-10 知 ，(1-U)-! 存 在， 而 且 定义 在 
J 一 U 的 值 域 上 ， 由 (65b) 该 值 域 是 多 (了 T 了 )。 故 (8b) 给 出 
(7) y=2i(I—U)-!'x, x€2(T) 
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把 上 式 代 人 (6c)， 于 是 对 一 切 xE 乡 (了 ) 
Tx= U +U)y 


| =i(1+ U) I-U)"'x 
这 就 证 明了 (4) 

其 次 ， 因 (1 一 U0)“! 存 在 ， 故 1 不 可 能 是 Cayley EUDAR 
$. E 

公式 (4) 表 示 T 为 西 算 子 U 的 函数 ， 改 我 们 可 以 应 用 定理 10,5 
-4。 这 就 得 出 下 面 的 结果 。 


10.6-3 自 伴 线性 算 子 的 谱 定 理 ” 设 T: 多 (了)-> 万 是 一 自 伴 
线性 算 子 ， 其 中 电 {0} 是 一 复 Hilbert ZA, HTZI(TYEH h 
. 密 。 设 U 是 7 的 Cayley 变换 (1)， 而 (上 Eo) 是 10.5 节 中 一 U WER 
示 定 理 中 的 谱 族 ， 则 对 一 切 x€ 多 (T) 


(8) Txsd=| tant du(0), w(0)=<Eox, 2 


-| Adv(A) v(i) =F ax, 


#hFi=E arctan 


(9) -0U= 人 .ea 一 f (cos +isin0)dEo. 


在 证 明 的 (0) 部 分 中 ， 我 们 证 明了 (0) 在 一 x 和 x 处 是 连续 的 ， 这 
一 性 质 在 建立 (8) 的 (5) 部 分 中 是 必需 的 。 
(a) (Eo) 是 称 之 为 S 的 有 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 族 , 于 是 
《 见 10.5 节 的 (7)》 
(10) —U=cosS +isinS, 
由 定理 9.11-1 知 使 (上 6) 为 阅 断 的 点 9。 是 5S 的 轩 有 值 。 于 是 存在 
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x 三 0 使 得 Sx 二 0,x。 故 对 任意 的 多 项 式 g， 
q(S)x 一 g(0o)x， 
而 且 对 [一 zz,z] 上 的 任 一 连续 函数 9 有 
(11) g(S)x=g(9)x- 
因 o(S)C[ 一 x,z],* 故 有 -x-。=0。 于 是 如 果 E.: 夺 0， 则 一 7 就 
会 是 S 之 一 固有 值 ， 由 (10) 和 (11)， 算 子 U 就 会 有 固有 值 
—-cos{—r)-isine—-r)=1, e 
这 与 引 理 10.6-2 相 了 矛盾。 类 似 地 ， 因 x 一 J， 如 果 忆 -二 1 就 会 
导致 1 为 U 的 固有 值 ， 
(b) ExEH, y=(I-U)x. KRI-U:H>Z(T) ik ve 
(T),;. un 6-2 的 证 明 中 所 证 明了 的 。 由 (4) 即 得 
=HI+U)(I-U)"'y=i(I+U)x. 
ehe. 6, Wxi=1xl, 51B (9), IE 
Ty,y>=<ill+U)x, (I-U)o 
=i(<Ux,»—<x,Ux>) 
=i(<Ux,x>—(U%x,%) 
= —2lmUÜx,x 


= 了 sindd(Eux,x>. 
tk 
(12) Typa sin cos$-d<Eox, s>. 


出 定理 10,5-4 证 明 中 最 后 的 几 行 ， 我 们 记得 (Eo) 是 (10) 中 的 有 
界 自 伴 线性 算 子 5S 的 谱 族 。 故 由 9.8-2，Bo 与 9 可 交换 ， 因 而 由 
10,5-2， 忆 6 与 U 也 可 交换 。 引 用 10,5 节 的 (6*)， 于 是 得 出 
Eoy, =<Eo(T—U)x,(I—U)x> 
=<(I-U)*H(I-U)Esx,x> 


=|" (14e) (1+e)d<Epz, >, 
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Rıkz=Eox. WHITER, Yo<ONErks=E,, HA 


(1+e-*?) (1 +e?) = (e+e) 4cos? 2 


2 
因而 得 
po 
<Ey,w=4 f cos? S$ dCEox, >. 


利用 上 式 ， 及 Es 在 土 x 处 的 连续 性 ， 以 及 Stielties 积分 变换 法 则 
得 


| tan dKEy,yp= | tan(2)(scos° f JacEox ,2X > 


7.0 4 
=4 | sin 7 cos gE ox, A. 


后 一 积分 与 (12) 式 中 的 一 样 ， 这 就 给 出 8) 中 的 第 一 个 公式 〈 除 
记号 y 代 x 外 )。 另 一 个 公式 用 指定 的 变换 

0 一 2arctan4 
即 得 。 注 意 ( 玉 :) 实 际 上 是 一 谱 族 ， 特 别 当 4> 一 品 时 ， 玉 :~>0， 
“Wi>+ok, Fiol. f 


5 题 


1.. 斌 求 (2) 的 递 ， 并 与 (4) 比 较 ， 且 加 以 评论 ， 

2. 设 吕 由 (1) 定 义 . 试 证 明 1Ep(U) 当 而 且 仅 当 自 伴 线性 算 子 TT 具有 界 
的 。 

3.。 《交换 算 子 )，Hilbert 空 间 刀 上 的 有 界线 性 算 子 S， 万 一 囊 称 为 与 
-BHBFT,DTN-HIRM, REACH, MERSTCTS, ming 
LEDRA A SxemT) 而 是 STx=TSx. (EB. DRDOT)=H, 则 
STLTSSMTFST=TS.) 试 证 如 果 S 与 (1) 中 的 T 可 交换 ， 则 S 也 与 由 (1) 
式 给 出 的 吕 相 交接 . 

4。 试 证 ， 若 第 3 题 中 的 SO0 =US， 则 STCTS， 邮 5 也 与 个 可 交换 . 
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5. 车 了， 多 (了 ) 一 砷 是 一 对 称 的 线性 算 子 . 试 证 共 Cayley EAA 
在 ， 而 且 是 等 距 的 . 
6. 试 证 如 果 第 5 题 中 的 了 是 闭 的 ， 则 了 的 Cayley 变 换 也 是 闵 的 . 
1. 如 果 太 : 儿 ( 人 一 五 是 一 闭 对 称 线性 算 子 ， 试 证 其 Cayley 变换 (1) 
的 定义 域 : DU) MARAU) 都 是 闭 的 . 注意 ， 在 现在 的 情形 ， 我 们 可 
EB: DU)FH, RAUH, HEIERBTRETH, 
8， 如 果 对 称 线性 算 子 了 :BB@(T) 一 映 的 Cayley 变换 (1) 是 西 算 子 , 试 
证 了 是 自 伴 的 . 
9. (SEM. 在 第 7 题 中 ， 正 交 补 : D9(U)+ 和 多 (UU)+ 的 Hilbert 维 数 
( 见 3.6 节 ) 称 为 了 的 亏 指数 . 试 证 这 两 个 亏 指数 都 为 零 当 而 且 仅 当 了 是 自 
PERI. : 
10. RE, MAA (f &,)20, Ér En) 所 定义 的 右 位 移 算 子 
VB 是 等 距 的 但 不 是 西 的 ， 并 证 明 U 是 由 公式 XBY= (711) 所 定义 的 映 
象 了 :21(T) 一 2 的 Cayley 变 换 ， 这 里 
mais, Wi=i(2E1 TE) j=, m, 
县 
GT)={x=(E) lét fti l tE t Ele} 


10.7 乘法 算 子 和 微分 算 子 


在 本 节 中 我 们 将 考察 两 类 无 界线 性 算 子 ， 即 乘 以 独立 变量 的 
算 子 和 微分 算 子 的 某 些 人 性 质 。 我 们 提 到 的 这 些 算 子 在 原子 物理 
学 中 起 到 基本 的 作用 。 (对 这 些 应 用 有 兴趣 的 读者 ， 可 以 在 第 十 
一 章 中 ， 特 别 是 在 11.1 节 和 11.2 节 中 找到 详细 的 论述 。 本 节 自 
成 一 体 与 第 十 一 章 无 关 ; 反之 第 十 一 章 也 自 成 一 体 与 本 节 无 
关 ) 

因为 我 们 没有 事先 假定 Lebesgue 测度 和 积分 理论 ， 因 此 ， 
在 本 节 中 我 们 必须 不 加 证 明 地 介绍 某 些 事 实 。 

这 两 个 算 子 中 的 第 一 个 是 

T, D(T)>L’(—oo, +00) 
(1) aoit 


HEh2(T)CL(—00,+00),. 
定义 域 多 (站 由 所 有 这 样 的 xeLl’(—0, +0) 组 成 ， 对 每 一 
XE 多 (了 ) 使 得 TxXEL (一 0 ,十 co)， 即 


(2) ro ’dt<oo, 


KRASZT)SL(-o,o). Alan, HT AH Ra 
1/t， 4121, 
1) = 
“的 a 当 <i, 
就 是 属于 上 (一 0, 十 co) 但 不 满足 (2)， 因 而 该 x& Z (T), 
BR, DIN) 包含 这 样 的 一 切 函 数 xE€L:( 一 oo0, 十 co)， 它 在 
一 紧 区 间 之 外 为 零 ， 可 以 证 明 这 一 函数 集 在 上 *( 一 co, 十 oo) 中 称 
密 ， EHZT)EL(-o,+o)HME. 


10.7-1 引 理 〈 乘 法 算 子 ) 由 (1) 式 定义 的 乘法 算 子 不 是 有 
HN. 
证 ,我 们 取 《图 67) 
1， 当 n<i<n+1, 
“(= 0， 别 处 。 


显然 ，[xo| 王 1， 而 且 


[| U] 


n+l x Ati t 
Tal Pdt>n’. Bist 引 再 10.7-1 的 证 明 中 的 函 效 x 
这 就 证 明了 j7xsl/ Dr, 这 里 ”EN 可 取得 任意 大 。 晶 
注意 ， 无 界 性 可 以 由 我 们 所 讨论 的 是 无 限 区 问 上 的 函数 而 得 
出 , 为 了 比较 ， 在 有 限 区 间 [o,b] 的 情形 ， 算 子 
(3) T:2(T)>L'La,b] 
x rix 


就 是 有 界 的 。 事 实 上 ， 当 ji 之 lcl 时 ， 则 
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Tx p fae) Pacta, 


当 |5| 过 lal 时 ， 证 明 完全 -一样 ， 而 且 这 也 表明 ELT bIRAS 
TxeL’{a,b]. kx2(T)=1L{a,d], WNAFTEXEEA LCa,b] 
上 。 


10.72 定理 , 自 伴 性 ) 由 (1) 定 义 的 乘法 算 子 了 是 自 伴 的 。 
证 。 正 如 我 们 在 前 面 提 到 的 ，7 在 D(-o,+o)HERME 
的 . 了 是 对 称 的 ， 因 为 ， 用 t=1， 有 


Tape” tuat 


= 0 WO d=, Ty. 


于 是 由 10.2~-4，TCT*。 现 在 我 们 只 要 证 明 Z(T)D2(TN 即 
可 。 而 此 又 只 要 证 明 当 yeZ (T*) H RAS YES (7T), 设 yE 
多 (7T*)， 于 是 对 一 切 xEgB TA 

Tx, y =<x,y*>, y*=T*y, 
《 见 10.1-2 节 ) ， 把 上 面 的 写 出 来 ， 即 为 


| oDd xt) y(t dt. 
这 就 指出 
(0) some - FO at=. 


特别 ， 上 式 对 每 一 这 样 的 xEL’(— co, +00) FREE, 12 x 在 一 任 
BREDA RKE (a,b) IHE. TR, REKE (T) 中 。 现 
选取 
MORRI ty(t)—y* (t), %4 tE€(a,b) 
0, 别处 
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由 (4) 有 
[tea urn 1"ar=o. 


故 在 (a,6) 上 几乎 处 处 DD 有 ty(t)—y* 0) =0, PE (a,b) ELFA 
处 ty() =y*(f) 、 因 (4,b) 是 任意 的 ， 这 就 表明 机 = 六 EL (一 o%， 
+), Kfiye2(T). 我 们 也 有 T*y 二 二 ty 二 Ty。 J 
注意 ， 定 理 10,3-3 现 在 就 指明 人 是 闭 的 ， 这 是 因为 了 =T*。 
算 子 了 的 需要 的 谱 的 性 质 如 下 ; i 


10.73 ER) ” 设 T 是 由 (1) 式 定义 的 乘法 算 子 ，o(7) 
是 它 的 谱 。 则 l 

(a) 了 没有 固有 值 。 

b) c(7) 是 整个 R。 

证 。(0) 对 任意 的 4， 设 x€ 多 (TT) 使 得 Tx=ix。 则 (一 -AN 
一 0， 于 是 由 了 的 定义 


o=10-2DxP= 信 H-AP]x) ldt. 
因 对 一 切 tS1，| 二 1 之 0， 故 对 几乎 一 切 的 !ER 有 x 人 (6 =0， 即 ， 
x 一 0。 这 就 证 明了 x 不 是 固有 向 量 ， 而 且 4 不 是 了 的 固有 值 。 因 1 是 
任意 的 ， 故 了 没有 固有 值 。 
(6) 由 10.7-2 和 10.4-2 我 们 有 o(T) CR， 设 1ER， 我 们 定义 
(图 68) 
= 1, tn 
0, 别处 ， | | 
并 考虑 selv. lu. FE [xil ETı=T-A, SER — 
样 ， 由 了 的 定义 我 们 有 
外” 即 ， 在 (Ga 站 上， 可 能 对 一 个 Lebesgue 测 度 为 零 的 集合 除外 . 
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4 $ 
入 -~ Er A Atz 2 
图 68 定理 10.7-~3 证 明 中 的 函数 ww 
EE un Rn ERTL, 
-00 


<S ln) Pat = 
n? -00 n n ; 


这 里 我 们 已 经 用 了 在 "不 为 零 的 区 间 上 有 (—4'<1/. FEY 
根 ， 得 
(5) Ts Se 


AA TRARA, WEER fa 一 全 存在， 而 且 了 :xn 二 0， 因 
为 由 2?.6-10 有 xs 半 0。 向 量 


1 
ven 


ET HERH, KERE Rs 的 定义 域 ， 而 且 ys 的 范 数 为 1， 把 
作用 于 上 式 两 端 并 引用 (5)， 于 是 得 


=$ 
IRıy.l= [axl lnl >ne 


ERAUBRRAREHERM, WACO). WAER 是 任意 的 ， 故 
o(T)=R. E 

T 的 谱 族 是 (E;)， 这 里 MER， 而 用 

En, L’ (— o, +00) >L’(— oo ,A) 
是 L’(—o0,+00) 到 Lè(—o0,4) 上 的 投影 ，72a( 一 oo ,为 视 为 
严 ( 一 c ,十 ca) 的 子 空间 ， 于 是 
x() wich, 
(6) Exe f Dunn l 
。536 。 


在 本 节 我 们 所 要 考察 的 另外 一 个 算 子 是 微分 算 子 
D, Z(D) >L(—o0,+%), 
(7) u 
XIX , f 

这 里 x =dx/dt, Wmi MURD DD 成 为 自 伴 的 ， 这 正如 我 们 在 下 
面 的 10.7-5 中 所 要 谈 到 的 。 由 定义 ，D 的 定义 域 多 (D) 由 一 切 这 
样 的 XEL?( 一 co, 十 oo) 所 组 成 ， 它 在 R 的 每 一 紧 区 间 上 是 绝对 连 
续 的 四 ， 并 使 得 xE 三 (一 co ,十 co) 。 

D (D) 包含 3.7-2 中 与 Hermite 多 项 式 有 关 的 序列 (en)， 而 且 
在 3.7-2 中 我 们 已 说 过 (en) 在 天 (一 ce, 十 eco) HER EN. 故 
D (D) EL? (— 20, -+00) h HE. 


10,7-4 引 理 (微分 算 子 ) ”由 (7) 定义 的 微分 算 子 只 是 无 界 
的 。 
iE. D& 
D,=D|r 
NK. REY =Ø (D) NLL, 1IL C0, 118344 L’(—o, 
+»)z-FzA. Aik, WRDAR, WDE. 下 证 D, 是 
无 界 的 。 
设 (图 69.) 
OSI 1—nt, 当 I<i<]/n, 
0, 3 1/n<tist. 
其 导数 是 


O x 称 为 在 [a,b] 上 为 绝对 连续 的 ， 如 果 任 给 e> FE 3> 0， 使 得 对 [a,&b] 中 
任意 有 限 个 两 两 不 相交 的 开 区 间 (a4,601) ,…，(a4,b,) 其 总 长 小 于 6 时 ， 就 有 
n 


SO 1x(6,)-x(a,)] <e, 


7 一 | 


于 是 x 在 [a,8j 上 几乎 处 处 可 徽 ， 而 且 x'€EL[la,b], 见 H. L, Royden《1968),P.108。 
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1, 当 o<t<i/n, 
0-1" — 
0, 当 1/n<t<1. 


我 们 算出 
EA 12) ar =, 

0 

0 + 1 dm 而 且 

图 69。 引 理 10.7-4 的 证 明 ID =È} 1x: (9 Pat=n, 

中 的 函数 % 
其 商 
ID 


a- =n ~V 3 >n. 


这 就 证 明了 D。 是 无 界 的 .入 

下 面 的 比较 是 有 趣 的 。 因 为 {一 oo, 十 oo) 是 无 限 区 间 ， 故 (1) 
中 的 乘法 算 子 了 是 无 界 的 ， 可 是 (3) 中 的 乘法 算 子 了 是 有 界 的 .与 
此 相反 ， 微 分 算 子 是 无 界 的 ， 即 使 我 们 所 考察 的 是 L Cab], 
况 也 是 一 样 ， 这 里 [a,p] 是 一 紧 区 间 。 根 据 前 面 的 证 明 ， 这 一 事 
实 是 非常 明显 的 ， 


10.7-5 定理 ( 自 伴 性 ) 由 (7) 定 义 的 微分 算 子 D 是 自 伴 的 。 

这 一 定理 的 证 明 需 要 Lebesgue 积分 理论 中 的 某 些 工具 ， 这 
可 以 ， 比 如 ， 在 G. Helmberg (1969), ，P.130 中 找到 ， 

最 后 我 们 还 要 指出 ， 刀 不 能 有 固有 值 ， 而 谱 0(D) 是 整个 数 
AR. 
. 算 子 (和 (7) 的 应 用 包含 在 下 一 章 中 ， 在 那里 这 两 类 算 子 起 
着 基本 的 作用 (而 符号 变 成 物理 学 中 所 使 用 的 标准 符号 ; 见 该 章 
的 开头 部 分 》。 
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量子 力学 中 的 无 界线 性 算 子 


量子 力学 是 量子 理论 的 一 部 分 。 量子 理论 开始 于 1900 年 ， 当 
时 Max Plank 发 表 了 他 的 革命 性 的 量子 概念 。 这 一 有 决定 性 意 
义 的 事件 通常 被 认为 是 经 典 物理 学 与 现代 或 量子 物理 学 的 分 界 
线 。 物 理学 新 时 代 的 开始 济源 于 许多 新 的 基本 事实 的 发 现 一 一 
天- 射线。 电子 、 放 射 现象 一 一 要 求 创立 与 之 相应 的 理论 。 

量子 力学 为 Hilbert 空间 理论 提供 了 巨大 的 动力 ， 特 别 是 在 
与 无 界 自 伴 线性 算 子 有 关 的 方面 。 在 本 章 中 ， 我 们 将 对 这 些 事实 
贸 述 某 些 主要 的 缘由 ， 侧 且 还 将 讨论 无 界线 性 算 子 在 量子 力学 中 
的 作用 ， 

本 章 是 选读 材料 ， 它 与 第 十 章 无 关 。 


符号 
在 本 章 中 我 们 使 用 物理 学 中 的 标准 记号 ， 
| 在 本 章 中 的 符号 在 其 他 名 章 中 的 符号 


独立 变量 q t 
Ri w Bo, ` x,y 


重要 概念 ， 主 要 内 容 方向 摘要 

我 们 从 一 维 的 单一 质点 所 组 成 的 物理 系统 入手. 在 这 种 情 
形 ， 我 们 必须 考察 复 Hilbert 空 间 产 (一 co,ce)， 它 的 元 的 p, 
叫做 状态 ， 自 伴 线性 算 子 三， Q, 刀 ，… 称 为 可 观察 量 ， 其 定义 
域 积 值 域 都 在 (一 oo, 十 co) 中 。 这 一 术语 在 11.1 节 被 引出 。 内 
BT ,好 是 一 积分 ， 它 可 以 用 概率 论 来 加 以 解释 ， 这 里 可 借以 
定义 一 概率 密度 ， 而 该 内 积 可 以 称 为 均值 ， 因 为 它 刻 划 了 可 观察 
量 了 的 平均 值 ， 当 物理 系统 在 状态 少 下 这 是 人 们 在 实验 中 所 期 户 
的 。 在 这 一 理论 中 最 重要 的 可 观察 量 是 由 (qq) 一 qp(q) 定义 的 位 
置 算 子 Q〈 见 11.1 节 ) ， 和 由 %(g) 一 (h/2ri) dp/dq 所 定义 的 动量 
算 子 D ( 见 11.2 节 ) 。 这 些 算 子 不 可 交换 ， 由 可 观察 量 的 方差 这 
就 得 出 著名 的 Heisenberg 测 不 准 关系 式 11.2-2。 

在 这 些 考 虑 中 时 间 ! 保 持 不 变 ， 故 上 是 一 不 明显 出 现 的 参数 。 
对 常数 tf 系统 的 状态 可 以 作为 与 时 间 无 关 的 Schr6dinger 方程 的 
解 而 得 出 〈 见 11.3 节 ) 。 按 照 这 一 方法 ， 人 们 可 以 确定 物理 系统 
的 各 种 性 质 ， 特 别 可 确定 各 种 可 能 的 能 级 ， 

与 时 间 相 关 的 状态 、 由 与 时 间 有 关 的 Schr5dinger 方程 所 约 
束 和 描述 〈11.5 节 ) ， 这 种 方程 与 Hamilton 算 子 有 关 (11.4 节 ) 。 
Hamilton 算 子 将 被 得 出 ， 如 果 我 们 把 经 典 Hamitton 函 数 中 的 位 
置 和 动量 分 别 代 之 以 位 置 算 子 和 动量 算 子 ， 

在 本 书 正 文 和 习题 集中 讨论 的 基本 的 物理 系统 和 现象 包括 调 
和 振子 (W11.3-1, 11.4-1) , Z ÆR F 01.3% , FOR 
11.37) 。 势 级 和 隧道 效应 《11.4) ， 球 对 称 场 中 的 电子 和 和 氢 
原子 (15%) . 


11.1 基本 思想 ， 状 态 、 可 观察 量 ， 位 置 算 子 


为 了 阔 述 量子 力学 的 基本 思想 和 概念 ， 我 们 仅 限 于 考虑 一 维 
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CHR) 的 单质 点 。 这 种 物理 系统 是 简单 而 又 基本 的 ， 而 且 对 于 
我 们 的 目的 来 说 是 合适 的 。 更 一 般 的 系统 将 在 以 后 讨论 。 
我 们 考察 在 任 一 固定 瞬时 的 系统 ， 即 我 们 把 时 间 当 作 固定 不 
变 的 参数 ， 
在 经 典 力学 中 ,我们 的 系统 在 某 一 瞬时 的 状态 是 用 质点 特有 
的 位 置 和 速度 来 描述 的 ， 因 此 从 经 典 意 义 来 说 ， 系 统 的 瞬时 状态 
是 用 一 对 数 来 加 以 找 述 的 。 
在 量子 力学 中 ， 系 统 的 状态 是 用 一 函数 
Y 
来 描述 的 。 这 一 符号 是 物理 学 中 的 标准 记号 ， 故 我 们 也 采用 它 
“( 代 将 我 们 关于 函数 的 通常 符号 x) 。 函 数 y 是 复 值 的 ， 且 定义 在 
R 上 。 因 此 它 是 一 个 实 变量 
g 
的 函数 。 9 也 是 物理 学 中 的 标准 记号 ， 所 以 我 们 也 采用 它 ARE 
通常 的 字母 +。 不 过 在 本 章 后 面 几 节 我 们 仍 把 它 作为 时 间 看 待 ) 。 
我 们 设 % 是 Hilbert 空间 严 ( 一 co,co) 中 的 元 ， 这 就 大 大 地 提 
供 关于 % 的 物理 解释 。 这 种 解释 如 下 ， 
”4% 与 质点 在 给 定子 集 7CR 中 出 现 的 概率 有 关 ; 更 确切 地 说 ， 
这 一 概率 为 


~. (1) | „Ina aa， 

对 整个 一 维 空间 R 来 说 ， 对 应 的 概率 应 为 1， 即 我 们 要 求 质 
点 在 实 直线 上 某 处 出 现 。 这 就 要 求 置 以 规范 化 条 件 

(2) 1l =) 9a) da=. 


显然 ，(1) 中 的 积分 当 我 们 用 一 绝对 值 为 1 的 复 因 子 乘 之 仍 不 变 ， 
我 们 的 考虑 表明 ， 经 典 力学 中 状态 的 确定 性 描述 为 量子 力学 
人 中 状态 的 概率 描述 所 代替 ， 正 是 由 于 这 样 的 情形 才 促使 我 们 定义 
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eh em pe rete eames .e 


EN HERRTRERT 
(3) pEL' (~o, +00), Iyl=lı 
更 确切 地 说 是 这 样 的 元 的 等 价 类 ， 这 里 
dr bop=ap,,lal=1. 
为 简单 起 见 ， 我 们 仍 用 字母 ， 例 如 ，% p 等 表示 这 些 等 价 类 。 
注意 ，(3) 中 的 %y 产 生 严 ( 一 co, 十 ce) 中 的 一 个 一 维 子 空 间 , 
Y={plo=ßp, BEC}. | 
因此 我 们 也 可 以 这 样 说 ， 我 们 的 系统 的 状态 是 一 个 一 维 子 空间 
YCL( 一 00 ,co)， 于 是 用 范 数 为 1 的 元 pEY 按 (1) 式 确定 一 概率 。 
 AWREH, Yo) 1 起 着 R 上 概率 分 布 @ 的 密度 的 作用 。 B 
定义 ， 对 应 的 均值 或 期 望 为 


(4) u=" ala) 1?da, 
分 布 的 方差 是 
(5) vary=| _(a-m)* ya) am， 


而 标准 差 为 sdy 二 Vvary (之 0) .直观 来 讲 ，Ly 度 量 平均 值 或 中 心 
位 置 ， 而 vary 度 量 分 布 的 范围 

因此 对 给 定 的 状态 多 py 刻 划 了 质点 的 “平均 位 置 ”。 现 在 
我 位 来 讨论 一 个 重要 的 问题 。 注 意 ， 我 们 可 以 把 U 式 写成 下 之 
ER, 


(6) m (Q =Q. p= Wo Vl da, 
REET Q: Z (Q) >L (—00, +00) 定义 为 
(7) Qy (a) =g4 (9) 


〈 乘 以 独立 变量 9g) 。 因 为 py (Q) 刻 划 了 质点 的 平均 位 置 ， 故 Q@ 称 


”我 们 所 需要 的 某 些 概率 论 的 概念 在 大 多 数 关于 概率 论 或 统计 学 的 教科 书 里 已 
被 解释 .例如 见 H. Cramer(1955), E. Kreyszig(1970), S. 5. Wilks(1962). 
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为 位 置 算 子 。 按 定义 ， 多 (QR) 由 一 切 使 Qyel’(—oo, +0) 的 
EL*( 一 oo, 十 oo0) 所 组 成 。 
由 10.7 节 我 们 已 知 8 是 无 界 自 伴 线性 算 子 ， 其 定义 域 在 
已 (一 co, 二 co) 中 稠密 。 
我 们 注意 (5) 式 现在 可 以 青 为 
vary(Q) =<(Q— Dy, u= Hy (Q) 


(8) =| QnD) ye da. 


物理 系统 的 一 个 状态 上 包含 我 们 关于 系统 的 全 部 理论 知识 ， 
只 不 过 不 明显 而 已 。 这 就 提出 一 个 问题 ， 如 何 从 攻 得 到 某 些 表示 
系统 性 质 的 数量 方面 的 知识 ， 系 统 的 性 质 可 以 根据 实验 观察 到 。 
任 一 这 样 的 量 称 为 可 观察 量 。 

重要 的 可 观察 量 是 位 置 、 动 景 和 人 能量。 

则 才 我 们 已 经 看 到 ， 在 位 置 的 情形 为 了 解决 我 们 提出 的 问题 
有 自 伴 线性 算 子 ， 即 位 置 算 子 Q 可 资 利用 ， 这 就 提示 我 们 对 其 他 
可 观察 量 的 情形 也 可 按 类 似 的 方式 处 理 ， 即 引入 适当 的 自 伴 线性 
算 子 。 

在 经 典 力学 中 ， 我 们 会 问 在 给 定 的 瞬时 可 观察 量 将 取得 什么 
样 的 值 ? 在 量子 力学 中 我 们 可 以 寻求 一 种 测量 《一 种 实验 ) 所 取 
得 的 可 观察 量 的 值 落 入 某 一 区 闻 的 概率 。 

上 述 的 情况 和 讨论 这 就 提示 我 们 定义 一 可 观察 量 〈 关 于 我 们 
的 物理 系统 在 某 一 瞬时 ) H—- BRSHATFT:D(TN>LD.(—o, 
+0), REDT HER 个 (一 oo ,十 oo) 中 称 密 。 

类 似 于 (6) 和 (8) 式 ， 我 们 可 以 用 


(9) 由 ( 门 =<TY ,办 一 | Tyde 


EXSE A 
var, (T) =<(T—41) y, Y> 
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(10) -| (T—ul)’y(g)p(q) dg A=uy (7T) 


定义 方差 用 

(11) sdy(T) = vare (T) (>0) 
定义 标准 差 。 

当 其 系统 在 状态 下 ，m (7 刻 划 了 可 观察 盟 罗 的 平均 值 ， 这 
一 平均 值 正 是 人 们 在 实验 中 期 待 的。 方差 vary (7) 刻 划 了 (那些 
值 关于 平均 信和 的 变化 的 ) 范围 。 


11.2 动量 算 子 Heisenberg 测 不 准 原则 ` 


我 们 考察 与 前 一 节 相同 的 物理 系统 ， 在 那里 我 们 引导 出 位 置 
算 子 
(1) - Q:2(Q)>L’(— oo, +00) 
pgy. 
另 一 个 非常 重要 的 可 观察 量 是 动量 p。 相 应 的 动量 算 子 是 @ 
(2)  D:Ø(D)>L’(—œ, +0), 
en 
这 里 /是 Plank 常数 ， 定 义 域 多 (DCH( 一 ww ,十 co) 由 一 切 这 样 
的 函数 WEZ2( 一 co ,十 co) 组 成 ，% 在 R 的 每 一 紧 区 间 上 是 绝对 连续 
的 ， 且 使 DyEL*( 一 oo ,+co) 。 定 义 万 的 这 种 动机 可 给 出 如 下 ， 
根据 Einstein 质量 -能 量 关 系 蕊 = 一 mc"* (ec 是 光速 ) ， 能 量 E 有 
质量 


O ”物理 中 通用 的 符号 是 忆 ， 但 因 我 们 已 用 已 表 投 影 ， 故 我 们 写成 D, Ei “R 
分 9，1/ 轧 普 通 自 然 常数 ，Az=6,626196X10-2 尔 格 秒 ( 见 CRC 化 学 物理 手册 ， 第 54 版 。 
Cieveland ,Ohio; CRC 出 版 社 ，1973~74; P.F-101), 绝对 连续 性 在 10.7 节 ， 脚 注 8 巾 
CERE. 
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《> 为 频率 ) ， 它 的 动量 


(3) p=m = mn = k, 


这 里 k=2x/A， 又 A 是 波长 。1924 F, L, de Broglie 提出 满足 
光波 成 立 的 关系 式 的 物质 波 的 概念 。 因 此 我 们 也 可 以 利用 (3) R 
与 质点 相 联系 。 假 定 我 们 的 物理 系统 的 状态 少 是 这 样 的 ， 那 么 我 
们 可 以 应 用 经 典 的 Fourier 积分 定理 得 出 


(4) ya) = Ir)» (ph)e” undp, 


elp) = JE 1 dlg)er@rtrradg, 


物理 上 这 可 以 解释 为 用 由 

(6) pild) =p(p) ep(p) et 
给 出 的 常 动 景 加 的 函数 表示 %， 这 里 根据 (3) ，&R=2rzb/p olb) 
是 振幅 。 因 复 共 略 多 ;在 指数 中 有 一 负 号 ， 故 

1y: (0) l =p: (a) =p = lola. 

因为 1%z(g) PEERS 加 NWERHRRE, BBmlo(ld)’ 必 
与 动量 的 密度 成 比例 ， 而 且 比 例 常 数 为 1， 因 为 我 们 已 定义 glp) 
使 得 (4) 和 (5) 含 有 同一 的 常数 1/Mh ， 因此， 由 (5) 式 ， 动 量 的 
Ban, 


R=| -oileCoPdpo=| pp(po(p dp 
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-J Pd) |. Toes mmdadp. 


假定 可 以 交换 积分 次 序 而且 在 〈4) 式 中 可 以 在 积分 号 下 微分 ， 即 
得 


on eee 
C7 Dan, 
利用 (DRH#A DER RIIT 以 把 上 式 写成 下 面 的 形式 


(7) mw(D)=<Dy ,办 =| Dada. 


这 就 导出 了 动量 算 子 的 定义 (2)。 注意 VEZ: 一 co, oo)， 因 此 为 
了 证 明 这 种 形式 运算 在 数学 上 是 合理 的 ， 我 们 还 需要 测度 论 的 工 
具 ， 特 别 是 需要 推广 的 Fourier 积 分 定理 ,这 就 是 熟知 的 Fourier- 
Plancherel 定理 。 其 详 见 F, Riesz, B, Sz.-Nagy (1955), 
PP .291 一 295。 

设 S 和 7 是 只 定义 域 于 同一 个 复 Hilbert 空间 中 的 任意 的 自 伴 
线性 算 子 ， 于 是 算 子 

C=ST-TS 
称 为 9 和 7 的 交换 子 ， 且 定义 在 
DMC)=DISTINZITS) 
上 ， 

”在 量子 力学 中 ， 位 置 和 动量 算 子 的 交换 子 是 基本 重要 的 。 由 
直接 微分 得 


DOsa)=Diayla)) = ŻA) +ay’(q)] 


v(g)+QDy(g). 


a 
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这 就 给 出 重要 的 HHeisenberg 交 换 关 系 


h ~ 
其 中 了 是 在 定义 域 
(9) DI DQ-QD)=Z(DO)ND(QD) 


上 的 饭 同 算 子 ， 

我 们 不 加 证 明 地 指出 ， 该 定义 域 在 空间 2( 一 co,ce) 中 稠密 。 
事实 上 ， 易 于 看 出 在 这 一 定义 域 由 包含 3.7-2 中 与 Hermite 多 项 
式 相 联系 的 序列 (en) ,另外 在 3 .7-2 中 我 们 还 论 及 (es) 在 L2 一 co， 
十 co) 中 是 完全 的 《 记 住 ， 这 里 的 gq 在 3.7-2 中 用 t 表示 ) 

为 了 得 出 著名 的 Heisenberg 测 不 准 原 则 ， 我 们 首先 证 明 


112-1 定理 (交换 子 ) 设 S 和 了 是 具 定义 域 和 值 域 于 
LI( 一 oo, 十 oo) 中 的 自 伴 线性 算 子 。 则 C==ST 一 TS 对 C 的 定义 域 
中 的 每 一 乡 满足 

(10) ut CO) I<2sdy(S)sdy(T). 

证 。 记 m= S), =u T), 
| A=S-ul, B=T- al. 
直接 计算 ， 我 们 易于 证 明 
C=ST-TS=AB-BA. 
因为 S 和 了 是 自 伴 的 ， 又 同和 心 是 形 如 11.1 节 (9) 式 的 内 积 ， 这 些 
均值 是 实 的 《 见 10.2 池 未 ) 。 故 4 和 B 是 自 伴 的 。 由 均值 的 定义 
于 是 我 们 得 出 
ul C)=<( AB BA)p ,> 
=< AB}, p> —<BAp, p 
=By, Ap —< Ap, By. 
最 后 的 两 个 内 积 按 绝对 值 是 相等 的 。 故 由 三 角 不 等 式 和 Sehwarz 
不 等 式 ， 我 们 有 
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ut OVI<I<Bp, AD] + ICA, Br] <21Byl-TAvl.. . 
这 就 证 明了 (10) 式 。 因 如 是 自 伴 的 ， 故 由 11.1 节 的 (10) 式 得 知 
IBypl=<(T— pd) ,= Vrary(T) =sdy(T), 
类 似 地 可 得 关于 | 49 的 表达 式 。 量 | 
从 (8) 得 知 位 置 算 子 和 动量 算 子 的 交换 子 是 C= (A/2ri)T。 ik 
ut C)i=h/2r, E10). 


11,2-2. 定理 CHeisenbergU TERN) ”对 位 置 算 子 Q 和 
动量 算 子 D, 


(11) sd;( D) sdy( Q)> E. 


EMEL RER) EIER TEA 
位 置 和 动量 。 实 际 上 ， 标 准 差 sdy( DYM sdy*(Q) 分 别 刻 划 了 动量 
和 位 置 量 测 的 精密 度 。 又 (11 ) 式 表明 左 端的 两 个 因子 不 能 同时 都 
RD. BR MED) ， 改 在 宏观 物理 学 由，A/4r 小 到 可 以 
忽略 不 计 。 但 在 原子 物理 学 中 捕 况 就 不 再 是 这 样 的 。 如 果 我 们 实 
现 系 统 的 任 一 测量 都 是 改变 系统 状态 的 扰动 ， 那 么 整个 情况 就 变 
得 较为 清楚 ， 又 当 系统 是 很 小 时 (比如 是 一 个 电子 )， 则 扰动 就 
是 非常 显著 的 。 当 然 ， 任 何 测量 都 会 产生 由 仪器 精密 度 的 缺陷 所 
引起 的 误差 ， 于 是 人 们 总 是 幻想 用 越 来 越 精密 的 测量 手段 使 误差 
变 得 越 来 越 小 ， 以 为 至 少 在 原则 上 可 向 时 测定 质点 的 上 时 位置 
和 动量 ， 并 使 得 这 两 个 相应 的 误差 中 的 每 一 个 部 可 以 小 于 任意 事 
先 给 定 的 正 数 ， 但 不 等 式 (11) 表 明 ， 这 是 办 不 到 的 。 这 不 仅 是 因 
为 任何 测量 手段 都 有 其 缺陷 ， 而 且 从 原则 上 (Heisenberg 测 不 准 
原则 ) 精密 度 都 是 有 限度 的 。 

更 一 般 说 ， 定 理 11.2-1 表 明 ， 任 何 两 个 可 观察 量 9 和 个 ， 其 
-交换 子 不 为 零 算 子 ， 不 可 能 同时 按 前 述 意 义 下 无 限 精 密 地 被 测 
定 ， 原 则 上 精确 度 是 有 限 的 。 nn 
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中 的 规范 化 因子 4， 并 夯 出 对 应 的 概率 密 庶 的 图 形 。 

2. 对 线性 算 子 了 和 多 项 式 9， 由 

Esla (TI) =<9 (T), 9> 
定义 g(T) 的 期 望 Ey(g(7 了 ))。 EET) = uT) A 
var (T) =E (T) =u T). 

3. Aare, WELT -19 3m c= 
HT) 《注意 ， 这 就 是 方差 的 极 小 性 ) 。 

4. 试 证 ， 若 在 (2) 式 中 代 ( 一 ce ,十 co) 以 一 紧 区 闻 [9,6b]， 则 所 得 的 算 
子 方 不 再 是 自 伴 的 〈 除 非 我 们 限制 其 定义 域 ， 在 和 8 团 以 适当 的 条 件 ) 。 

5。 在 课文 中 我 们 已 证 明 动 量 的 密度 与 12 (#)1? 成 比例 ， 之 后 还 断言 它 
等 于 jg(p)|?。 试用 公式 (4) 和 (5)， 假 定 其 可 以 交换 积分 的 次 序 ， 证 明之 。 

6.。 在 空间 的 情形 有 类 似 于 (4) 和 (5) 的 公式 。 当 利用 第 卡尔 坐标 ， 并 
p= (Pı, d2, bs) ,9=(g1,9:,93) 和 p:9=p19i 十 p92 十 p393 时 ， 我 们 有 


pg) =h- \ p(p)e2"i/hyr'9gp 
其 中 
glp} =h \ yege- Db T dq, 
试 把 第 5 题 中 的 考虑 推广 到 空间 的 情形 , | 
1. 在 空间 质点 的 情形 ， 我 们 有 三 个 秆 卡 尔 华 标 q1,9:，q3， 和 相应 的 
位 置 算 子 QQ ,QQ 以 及 动量 算 子 D;， D,, D;s, 这 里 Dip=(h/2r1)9p/9qi。 
DQ;—Q;D;= rT ， 
而 态 和 Qi(j 夺 有 是 可 交换 的 ; XEIEDDQ-Q DI ELRBEAT., 
8. 在 经 典 力学 中 ， 空 间 中 质量 为 m 的 运动 的 质点 的 动能 海 
Em mv? (mw 
= 站 3m = 
其 中 Pu， Pn DEREN. VORREITER SIEHT EA 


Lo HHPI 


. 549 » 


8:=,(Di+Di+Di),. 


其 中 忆 : 与 第 ? 题 中 的 相同 。 试 证 


ha 
Sr) = ` gwm Ay, 
这 里 的 Laplace 算 子 Ay 由 下 式 给 出 ， 
aap Dp ， 02 


Ay= gr Balt a 3q’ 


9. ( 角 动 量 ) 在 经 典 力学 中 ， 角 动 量 为 M 一 dgX 加 NEg=(q,N,9) 
ELEDE, T p=, prp) RE) 动量 向 量 。 试 指出 这 就 提示 我 位 
可 定义 角 动量 算 子 .妈妈 .化 3 为 

Ai= QD;— QD,, 
:»=Q,D,-Q:D;, 
， .=QiD3 一 Q:Di 
证 明 交 换 关 系 


dlt= ddi =, M,. 


HRERTM:,M MM, MISEIBAHRUNKAR. 
10. 试 证 明 第 9 题 中 的 算 子 .M1，.Mz 和 .Ls 与 下 面 的 算 子 
MM IMIM 
可 交换 。 


11.3 与 时 间 无 关 的 Schrödinger 方程 


利用 光波 和 de Broglie 物质 波 〈 见 11,2 节 ) 之 间 的 类 比 ， 
我 们 将 导出 基本 的 《与 时 间 无 关 的 ) Schrödinger 方程 。 

为 了 研究 折射 ， 干 扰 及 其 他 更 为 精微 的 光学 现象 ， 我 们 利用 
波动 方程 

(1) Vv=ypAV, 
ZEV =V/, KRY EEK, AVE Y K Laplace AT 
ME 4.5 EZRA BER, U 
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ow g 
oat + 00: + oa 
在 上 一 节 中 RR q, 于 是 AV=90]/ 
IP.) 

通常 关于 驻 波 现 象 ， 我 们 都 假定 是 简单 地 抽 期 地 依 赖 于 时 
间 ， 比如 说 ， 有 如 下 的 形式 ， 

(2) 79.0.) =F (1,0,08). 
把 上 式 代 入 (1) 并 消去 指数 因子 ， 即 得 Hejmheltz 方程 (与 时 间 
元 关 的 波动 方程 ) 

(3) Ay+k'y=0, 
这 里 


AY = 


h=? _ 2x» 2r 


y ? A’ 
Xr 是 频率 。 我 们 选取 物质 波 的 de Broglie 波长 为 4， 即 


h 


《 亦 见 11.2 节 中 的 (3) 式 ， 那 里 v=c) 。 于 是 ( 3) 取得 下 面 的 形 
式 


ap +" = d=0. 
ars naar um 即 
Em" +V, m =E-V, 
Hanna Las 
(5) 


这 就 是 著 ROSNES 关 的 Schrödinger 方程 ， 它 在 量子 力学 
中 是 基本 的 。 


srm 
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注意 ， 我 们 可 以 把 (5 ) 写 成 下 面 的 形式 
o (maA), 


这 一 形式 表明 ， 系 统 的 可 能 的 能 级 将 依赖 于 由 (6 ) 式 左 端 所 定义 
的 算 子 的 谱 ， 

稍 加 考虑 即 可 指出 ，( 5 ) 式 并 不 是 在 目前 情况 下 所 可 能 得 出 
的 最 为 理想 的 微分 方程 ， 然 而 实践 经 验 和 Schrödinger 的 工作 表 
明 ，( 5 ) 式 在 下 面 的 意义 下 特别 有 用 。 

在 物理 上 ， 微 分 方程 有 意义 的 解 应 是 有 限 的 ， 而 且 在 无 穷 远 
处 趋向 于 零 。 当 给 定 一 势 场 ， 方 程 (5 ) 仅 对 能 量 巨 的 某 些 值 才 有 
这 样 的 解 。 这 些 值 或 与 Bohr 的 原子 理论 中 的 “容许 的 ”能 级 相 
一 致 ， 或 者 ， 当 其 不 一 致 时 ， 它 们 比 理 论 预 示 的 值 更 与 实验 结果 
相 一 致 ， 这 就 意味 着 公式 ( 5 ) 既 “解释 " 而 且 又 改进 了 Bohr 的 
理论 。 公 式 ( 5 ) 也 韵 立 了 许多 基本 的 物理 效应 的 理论 基础 ， 这 些 
效应 已 由 实验 观察 到 但 不 能 用 旧 
理论 所 充分 完善 地 加 以 解释 。 z 2 


11.3-1 例 (调和 振子 〉 为 
TER Schrödinger 方程 (5), 
我 们 来 考察 一 基本 的 物理 系统 。 


我 们 首先 指出 ， Max Plank 首 4=0 — 
先 应 用 其 量子 假设 的 系统 就 是 我 
们 这 里 所 要 讨论 的 系统 ， 图 70 表 图 70 弹 笑 上 的 物体 
明了 这 一 经 典 的 模型 ， 一 质量 为 。 (a) 静止 的 (b) 运动 的 
mm 的 物体 系 在 一 弹簧 的 下 端 ， 弹 赞 的 上 端 固定 。 在 一 小 的 恒 直 运 
动 下 ， 我 们 可 以 忽略 阻尼 ， 而 假定 恢复 力 为 24， 即 与 静态 平衡 位 
EB 4 成 比例 。 于 是 经 典 的 运动 微分 方程 是 
mį +tag=0, R ğ+oig=0, 
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这 里 og=a/m, ik amog. i 描述 的 调和 运动 ， 由 一 正副 或 余 
蓄 函 数 所 表示 ， 另 由 恢复 力 ag， 积 分 即 得 势能 这 ， 当选 取 积 分 
常数 使 得 在 g=0 时 上 为 0， 则 及 =aq*/2 二 mw39*/2。, 故 调和 振 
子 的 Schrödinger 方程 (5 ) 为 


(7) y+ + (El moig )y=0. 
令 
An 
(8) i= 


并 乘 (7 ) 以 = 有 /2xmcw。， 即 得 


RO 
引入 s=q/6 为 新 的 独立 变量 ， 并 记 (9) = 交 (s)， 我 们 有 
(9) h+ a-o, 


现在 我 们 确定 能 量 的 值 ， 使 (9 ) 在 (一 oe， 二 oo) 中 有 解 。 

把 
区 (s) =e—s/2v(s) 

代入 (9)， MARRET, 得 

(10) a — 2s- D. + (1—1)v=0, 
当 

(11) X=2n+1, f=0,1,2,. 
时 ， 除 记号 外 ， 这 与 3.7 节 中 的 式 ( 9) 相同 。 因 此 我 们 看 出 其 中 
之 一 解 是 Hermite 多 项 式 肪 ; ,而且 满 足 (9) 的 《其 中 由 (11) 式 
给 出 ) 规范 正 交 的 固有 函数 的 完全 集 是 由 3.7 节 中 (7 ) 式 定义 的 
(en)， 并 于 (7) 中 以 s==q/b 代替 了 作为 独立 变量 。 这 些 泵 数 的 前 
几 个 在 图 71 中 被 表示 出 来 。 因 为 频率 是 一 Ouw/2z KH (8) 看 出 
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辕 有 信 (11) 对 应 于 能 级 
(12) En = 


C (2n+1) =h(a+ t), 


Herh n=0,1, 2…， 这 些 所 谓 的 能 重量 子 W i EER" E IR 
子 的 特性 。 “零点 能 量 ” (最 低级 ) 是 姑 /2， 而 不 是 0。 这 正如 
Max Plank 在 他 的 著名 的 1900 年 开创 整个 量子 理论 的 第 一 篇 论 
文中 所 假定 的 那样 。 规 定 能 级 的 数 4 称 为 调和 振子 的 主 量子 数 。 


图 71 对 应 于 能 级 fiz/2,3Ap2/2,582/2,7HW2 的 调和 振子 的 
前 4 个 固有 函数 eo、el、ez、es 


习 题 


1. 对 什么 样 的 信 g 《7 ) 式 中 括号 内 的 式 子 等 于 零 TIEREN 
力学 中 的 物理 意义 是 什么? 


”能 从 (7 ) 直接 看 出 对 一 切 E 的 值 ,，(7 ) 不 能 有 一 非 平 凡 解 WEA 
(=, 十 oo) 吗 ? 
3. RAT 


Yals) =7 5/2 
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的 二 阶 微分 方程 ， 与 ( 9 ) 相 比较 ， 并 讨论 之 。 

4. 用 香 级 数 方法 求解 微分 方程 ， 试 证 明 《〈10) 有 一 多 项 式 vi 为 其 
解 ， 当 而 且 仅 当 外 在 (11) 中 有 一 值 ， | 

5. 第 4 题 中 欧 递 推 公式 可 用 以 断定 一 非 多 项 式 苓 解 增长 如 是 之 快 以 
致 相应 的 多 不 可 能 在 了 (一 co ,十 co) 吗 ? 

6。 利用 由 下 式 定义 的 Hermite 多 项 式 的 生成 函数 


exp(2us— u?) = DEH, 


n=0 


试 证 明 对 应 于 4=2n 十 (11) ] 的 函数 t= p, 可 写成 为 下 面 的 形式 ， 


一 2 dr —s? 
et ). 
T. 《平面 波 ) 由 
pla, =e tka) 


FAIRNERATFHAER, RE k= (k, kik) 9 一 (91,9:,93)， 又 hq 为 
外 和 9 的 点 积 。 试 证 下 面 的 论断 。& 的 方向 是 空间 中 波 的 传播 方向 。4= 
27/]R| 为 波长 ， 其 中 上] 是 的 长 度 。 旺 2 二 w/27 PRE. verd=o/|kl 
县 位 相 速度 《等 位 相 的 平面 的 传播 速度 ) 。9 满足 波动 方程 ( 1 ) 。 

8. 车 
| pq) =a( gq)e'b®) E 
中 的 a(g) 和 6(q) 变 化 非常 缓慢 ， 则 Schrödinger 7 y” +f) I — 
近似 解 通 过 “代入 甸 和 消去 a” 而 得 到 。 试 证 明 ， 这 就 得 出 


bq)=\ v Fadu 
和 
a(q)= vu C 为 常数 ) ， 

9. (三 维 空间 中 的 振子 ) 。 一 质量 为 m 的 质点 ， 被 一 力 束缚 于 原点 ， 
其 沿 qj 轴 的 分 量 等 于 mag, ak 7 一 1,2,3。 试 证 明 问题 的 Schrodinger 
方程 为 

Ay +(å -$ a ojy=0， 
imj 


这 里 


xim onm 
ee B oi = w; O= a/m . 


应 用 变数 分 离 法 ， 即 代 
AEO ACATA COACH) 
{t 


3 
“+a g=, (Dh =a). 
试 证 明 当 条 = (2nj 十 1)ai 时 ， 其 中 整数 tj 之 0 即 得 
pla =c "IH (Maiqi), 
其 中 oj 是 一 规范 化 因子 ， 顾 , Æ n ir Hermite 多 项 式 ， 其 定义 与 3,7-2 中 
相同 。 

10. 一 能 级 称 为 退化 的 ， 如 果 存 在 一 对 应 的 线性 无 关 集 ， 它 由 多 于 一 
个 的 园 有 函数 所 组 成 。 第 9 是 中 的 振子 称 为 各 向 同性 的 ， 如 果 o 一 as 一 0 一 
a。 试 证 ， 此 时 最 低能 级 为 Bo 二 3hv/2， 这 里 v= oo/27= a/m /27 BIAR 
退化 的 ， 但 更 高 的 能 级 却 是 退化 的 。 


11,4 Hamilton 算 子 


在 经 典 力学 中 ， 我 们 可 以 把 质点 的 守恒 系 的 研究 建立 在 系统 
的 Hamilton 函数 的 基础 上 总 能 量 为 
(1) H=Eum+V, 

(Ems, V=Bi) 它 由 位 置 坐 标 和 动量 坐标 表示 出 来 ， 
设 系统 有 ?个 自由 度 ， 我 们 有 1? 个 位 置 坐 标 g,,… ,qs 和 8 个 动量 
坐标 Du", Pns 

用 最 子 力学 的 方法 处 理 系统 ， 第 一 步 我 们 要 决定 
H (prs, bn; di, ,9;). 
第 二 步 我 们 用 动量 算 子 [ 见 11.2 节 (2) RI 
(2) DJ (D) >L (R"), 


h ap., 


PT 2ni ôg” 


» 556 + 


AHZ(D)cIR), RES — bpr 并 用 位 置 算 子 [ 见 11.1 节 
(7) 式 ] 
(3) Q: J (Q) >L (R"), 
y = q4, 
其 中 2(QOJ)CL(RN), RES a. 由 上 面 的 Hamilton 函数 
五 于 是 得 到 Hamilton YF, WHP. E 
H (D, +, Das Q,'",Q0u) 
是 
H (pists Pas 9 
HD; bn ORG 而 得 到 的 , REE, FERERBEN. 
代 换 的 这 一 过 程 称 为 量子 化 法 则 。 注 意 该 过 程 不 是 唯一 的 ， 
因为 对 于 数 而 言 乘法 是 可 交换 的 ， 但 对 算 子 而 言 却 未 必 如 此 。 这 
是 量子 力学 的 一 大 缺点 。 
11.3 节 中 的 方程 (6 )， 现 在 可 以 用 Hamilton AFP. 
实际 上 ， 空 间 中 质量 为 灵 的 质点 的 动能 是 


m 2 My 2 1) __ 1 2 
ziel =j (vi +v} +u) = om (pi +p; +p3). 
根据 量子 化 法 则 ， 上 式 右 端的 式 子 给 出 


1 hpa l (;' > 用人 
2m ZI 2m\2mi) Dad Bam * 


故 11.3 节 中 的 (6 ) 式 可 以 写作 

(4) KY=hy, 
其 中 4= NER. 

车 4 在 和 %w 的 瑰 鲫 集中 ， 则 % 的 瑰 解 式 存 在 ， 而 且 (4) 只 有 平 
Afe ELR”) pR) 。 若 4 是 在 点 谱 os( 净 ) 中 ， 则 (4) 有 非 
平凡 解 PEL (R). HAXER, KURA o (A) REN A 
10.4 节 第 7 题 ) 。 若 i€oo (H) (RKE 8 R MER 
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VEL*(R") ,这 里 y 夺 0， 不 过 ,此 时 (4 ) 可 能 有 非 零 解 ， 其 不 属于 
3(R")， 而 且 依 赖 于 一 参数 ， 我 们 可 以 对 参数 进行 积分 ， 即 得 
PEL (R) .在 物理 中 我 们 称 在 这 一 积分 过 程 中 构造 了 包 波 。 注意 ， 
在 这 里 ，(4 ) 中 的 办 表示 原 算 子 的 一 个 扩张 ， 使 得 所 考察 的 函数 
是 在 扩张 算 子 的 定义 域 中 。 这 一 过 程 可 以 用 下 面 的 物理 系统 来 加 
以 解释 。 . 

我 们 考虑 在 《一 eo， 十 co) 上 的 一 质量 为 四 的 自由 质点 。 
Hamilton 函数 是 


H(p.) = > t, 


于 是 得 到 Hamiltoa AF 
— l m__ Ë P 
u u iPS gam dai 
Ba) Rh 


(5) =, 
其 中 =E 是 能 量 ， 解 由 下 式 给 出 ; 


(6) nla) =e", 
其 中 参数 & 与 能 量 4 通 过 下 式 相 关联 ， 
=F = MR 
zu 8mm ` 


这 些 函 数 9 可 用 以 表示 任意 WEL*( 一 co ,oo0) 为 下 之 形式 的 波 包 
(7a) $(9)=7 2 lim | p(k)e-mas, 
其 中 
(7b) p= limf wo)enweaa 
、 N 27 b->00J -b “ 


极限 是 按 L:( 一 co,c9) 中 的 范 数 而 取 的 《在 (7a) 中 关于 g， 在 
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《7b) 由 关于 月 。 这 样 的 极限 也 称 为 平均 极限 。 公 式 (7 ) 及 其 
下 面 的 假定 称 为 ourier~Plancherel 定理 。 这 一 定理 我 们 已 在 
11.2 节 谈 到 过 , 谭 且 在 那里 也 给 出 一 参考 文献 。 亦 见 N.Duniord， 
J, T, Schwartz (1958-71)》 ， 第 2 部分， 第 974 和 976 N. 

把 上 面 的 考虑 推广 到 三 维 空间 中 质量 为 mw 的 自由 质点 的 情形 
WTF: RECRUTA 


Ny=— Hr Ap= iy 


— ga'm 


其 中 A 与 前 节 中 的 一 样 。 解 是 由 下 式 表 未 的 一 平面 让 
(9a) n(g)=e-it«, 
H g=(9,4,9): R= (hi, ha, ka) B. 
k-gekgıt kaga + kan 
而 能 量 是 


k 
对 yeL’(R®), Fourier-Plancherel 定理 给 
= l8 —ık- 

(102) $(q) = Ca” | (os Idk, 
这 里 

(10b) olk) |, plaje Idą, 
其 中 积分 仍 理解 为 三 维 空间 中 有 限 区 域 上 相应 积分 的 平均 极限 。 

11.4-1 例 (调和 振子 ) 调和 振子 的 Hamilton 洱 数 ( 见 11.3 
~1) 是 

H= m + moig, 

故 Hamilton 算 子 为 
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GD p= (Da), (=m), 
为 了 在 进一步 讨论 中 简化 公 men 

a2) 4=f(aQ+ 5D) (P= 至 ). 
Hilbert 自 伴 算 子 是 

(3) A*=p(aQ- $D), 
由 11.2 节 的 (8 ) 式 


(14) 
Ro. 22 2 i z 
(b) AA*= eo p+ J E), 
ik 
(15) AA*— A* A=], 
由 (14a) 和 (11)， 


(16) ao (Ar4+2 1 F). 


下 面 我 们 证 明知 的 任 一 因 有 值 〈 如 果 存 在 》 必 等 于 由 11.3 节 (12) 
式 所 给 出 的 某 一 值 。 
设 4 是 和 的 一 固有 值 ， 乡 是 一 固有 函数 。 则 y0 且 


Hi=ip, 
根据 (16)，. 
in 2m 1 
(17) A* Ay= Ay, RE i= h z. 
应 用 4 给 


AA(Ap)=1Ap, 
EE, H G5) AA*=A*A+Ī, ik 
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A*AAY)=(1—1)Ay. 

类 似 地 ， 再 一 次 应 用 4 有 ， 
| ArAAYy)=(Ä—2)AY, 
j 步 之 后 得 i 

(18) A* ALAY) =(=} AY. 
对 充分 大 的 ] 必 有 -4 一 0。 因为， 不 然 的 话 ， 在 《18) 式 的 两 端 与 ， 
ARAR, TENS- i 我 们 就 会 得 出 

Alp, A*ACA h =A, A Y= IAEA, 
即 对 每 一 了 ”| 


Ait! 12 
(19) i- ee >0, 


这 不 可 能 成 立 ， 因 为 站 是 某 一 数 。 因 此 存在 某 一 -EMN 便 4 只 0， 
但 Ay=0， 当 j>n 时 ， 特别 p= 0。 当 5 一 # 时， 则 由 (19》 
中 的 等 式 得 知 
1 一 ?一 0. 
由 上 式 及 UN, No-2m, i 
二 -el 和 


这 与 11.3 节 中 的 AD) A 
-3 题 


1. 试用 变数 分 离 法 由 (8 ) 得 出 ( 9 )。 
2， E 铝 是 移 的 一 规范 化 的 固有 函数 ， CHEFAN. 4-1 中 的 最 小 许 
效 有 值 。 试 用 归纳 法 证 明 


nn 


RAA RHET Å =n 的 一 规范 化 的 固有 函数 。 
3. 试 证 明 第 2 题 中 
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A*a =n (n+ Wars 
Apn =N n pn-l. 
. 试 计算 调 和 振子 在 状态 如 (最 低能 的 状态 】 时 O IST, ` 
这 里 lgoll= 1。 并 说 明 在 那些 方面 所 得 结果 与 经 典 力学 中 的 不 同 。 
5。 试 证 明 例 11.4-1 中 的 算 子 满足 交换 法 则 


AQ'—Q A 0 Salze 
e 和 刹 用 第 5 题 试 证 明 调和 振子 在 状态 加 时 的 Q” 的 均值 为 “ 
= (i (23—1)(25—3) 31. 
7。 试 证 明 ， 对 图 7? 中 的 势 级 Schrödinger 方程 给 出 


ptbiy=n, bie RE (a<0) 
十 一 
0 3 


RT BR 


pn 


L 
I 
1 
1 
4 
1 
t 


ne 


图 73 ELBE TER U 
< 562 ， 


2 
Y'+biy=g, b= (一 U)(a>0). 


假定 E>U ， 试 对 左 入 射 波 求解 这 一 问题 。 

3. 试 证 明 ， 第 7 要 中 传递 和 及 射 的 质点 数 的 和 等 于 入 射 质点 数 。 

9。 4 ELUN, 试 求解 第 7 题 。 题 中 现在 的 解 与 经 典 的 解 则 的 主要 
区 别 是 什么 ? 

10. ( 腾 道 效应 ) 。 试 证 明 ， 第 4 题 的 解答 表明 在 势 盆 的 情形 ， 质 点 的 
波 函 数 可 以 近似 地 看 作 如 图 ?73 所 示 的 函数 ， 


15 与 时 间 有 关 的 Schrödinger 方程 


在 本 章 前 四 节 我 们 考察 了 在 某 一 瞬时 的 物理 系统 ， 即 我 们 总 
是 把 时 间作 为 保持 不 变 的 参数 处 理 。 在 本 节 中 我 们 将 简单 地 谈 一 
谈 关于 状态 和 观察 量 与 时 间 有 关 的 问题 。 

物理 系统 的 稳定 态 是 这 样 一 种 状态 ， 它 仅 通过 一 指数 因子 ， 
比如 ，e-4: 与 时 间 相 关联 。 因 此 ， 这 种 状态 的 一 般 形式 为 11.3 
节 ( 2 ) 式 的 形式 ， 其 他 的 状态 叫做 不 稳定 态 。 现在 我 们 提出 一 个 
问题 ， 这 样 一 个 py，gy 和 t 的 一 船 的 函数 9 应 读 满足 什么 样 的 
微分 方程 | 当然 ， 这 样 的 基本 方程 只 能 够 从 经 验 中 导出 ， 因 为 人 
们 不 可 能 得 到 关于 方程 形式 的 直接 实验 的 结果 。 人 们 所 能 做 的 是 
考察 各 种 方程 ， 弄 清楚 它们 是 否 符合 实验 的 结果 和 具有 人 们 对 逮 
辑 方 面 所 要 求 的 各 种 性 质 。 

11.3 节 中 的 波动 方程 ( 1 ) 是 不 适合 的 。 理 由 之 一 如 下 。 我 们 
ERRA y 如 果 它 在 某 时 刻 tf 被 给 定 ， 则 对 一 切 t+ 都 被 确定 ， 因 
为 该 方程 中 包含 关于 t 的 二 阶 导数 ， 它 使 其 一 阶 导数 不 能 确定 。 
这 一 :事实 乍 看 起 来 会 使 读者 感到 惊奇 ， 因 这 一 方程 我 们 常用 于 光 
学 中 。 可 是 真空 中 电磁 波 的 瞬时 状态 仅 当 磁 场 向 量 襄 和 电场 向 量 
e 的 所 有 分 量 被 给 定时 ， 才 被 完全 确定 ,这 是 依赖 于 空间 中 的 点 
和 时 间 + 的 六 个 函数 ， 而 且 它 们 由 Maxwell 方程 确定 。 这 些 方 
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程 关 于 + 是 一 阶 的 ， 在 真空 中 ， 按 向 量 形式 且 按 Gauss 单 位 写 出 。 
这 些 方程 是 


de 1 lo 
gr’ eT Te of? 


这 里 c 是 光速 ,这些 方程 表明 ,4 和。 的 每 一 分 量 满足 波动 方程 y 
而 且 在 光学 中 也 是 一 个 分 量 不 能 确定 未 来 的 整个 状态 。 

这 一 -情况 表明 为 了 寻求 类 似 于 Maxwell 方程 的 方程 ， 为 了 
要 求 对 稳定 态 所 得 到 的 方程 能 产生 在 11.3 节 所 研究 的 与 时 间 无 关 
的 Schr6dinger 方程 ,这 种 类 型 的 方程 就 是 由 Erwin Schrödinger 
于 1926 年 所 给 出 的 与 时 间 有 关 的 Schrödinger 方程 


curlb =} divb=dive=0, 


=" 9% 


因为 (1 ) 中 含 i， 故 非 零 解 p 必然 是 复 的 。|p|? 视 为 波 的 强度 的 
一 种 量度 。 

平稳 解 ， 其 在 一 点 的 强度 与 + 无 关 ， 由 使 

(2) 9 一 ge 全 
而 得 出 ， 其 中 乡 不 依赖 于 刀 o=2m. PERA (1) 


h . 
we Ze), 


3A E=h, 故 
(3) WP=y, 
其 中 4=E 是 系统 的 能 量 。 这 与 前 节 中 的 (4 ) 式 相 一 致 ， 故 我 们 
前 面 的 要 求 得 以 满足 。 
方程 (1 ) 常 称 为 运动 的 量子 力学 方程 ， 不 过 这 必须 按 下 面 的 
意义 来 理解 。 
在 经 典 力 学 中 运动 的 《向 量 ) 微分 方程 确定 了 物理 系统 的 运 
动 ， 即 当 涉 及 某 一 时 刻 ， 比 如 说 ，t=0 时 的 初始 条 件 被 给 定 ， 则 
位 置 、 速 度 等 即 作为 时 间 的 函数 而 被 确定 ， 在 量子 力学 中 则 人 情况 
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就 不 同 。 系 统 与 诸 可 观察 量 之 间 不 再 有 某 种 决定 性 的 关系 ， 不 过 
系统 仍 由 状态 决定 . 事实 上 ， 若 g 在 某 一 时 刻 ， 比 如 t=0 时 ， 
被 给 定 ， 则 方程 对 --- 切 /部 确定 了 o (只 要 系统 不 因 测 量 或 其 他 
原因 而 被 扰动 ). 这 就 指明 前 面 考虑 过 的 概率 密度 对 时 间 是 确定 性 
的 。 因 此 我 们 可 以 按 11.1 节 和 11.2 节 所 阐述 的 方法 计算 在 任意 
时 间 的 可 观察 量 的 概率 。 

在 本 节 最 后 的 习题 中 包含 某 些 进一步 的 基本 的 应 用 ， 特 别 是 
关于 球 对 称 物 理 系统 ， 例 如 复原 子 方面 的 应 用 。 


习 K 


1. (RER) REHA p RRF, XE r=g? +g +q, M 11.3 
节 的 Helmholtz 方程 ( 3 ) 成 为 


+ IR +eR=9, 
并 证 明 对 应 于 11 ,3 节 方 程 (1 ) 的 特 解 为 
Lexp[ ~i(@t— hr)) 和 Texp[ ~—i(ot+ hr)], 


它们 分 别 表示 输出 球面 波 和 输入 球面 小 ， 这 里 expx=e”， 
2. 《球面 对 称 场 中 的 电子 ) . FEV 仅 依赖 于 到 空间 某 定点 的 距离 r， 
于 是 把 Schrödinger JHO 


Ap+a(E—V (r)y=h, a za 
变 为 由 下 面 定 义 的 球面 坐标 *，0， 少 (图 74) 的 方程 是 方便 的 。 


qu=rsindcosh, ga=rsindsind, q=rcosð, 
《这 一 类 型 的 重要 的 物理 系统 是 氨 原 子 和 单 离子 化 的 氮 ) 。 试 证 
ð 2 3p il 
wet, gr tat 
这 里 “ 角 部 分 ”为 
ch 


Ly- + coto) S tn dp 


ORTAM 天 电子 的 质量 ， 用 tm 表示 列 量 子 数 . 
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图 74 第 2 题 中 的 球面 坐标 
次 证 ， 我 们 可 以 把 上 两 式 写 成 


1 8 0 1 
Ay = Frl rge) +L, 


9 (sm re 强 


=l j 
aut BW)+ ng pr 


再 证 ， 令 
#r,0,6)=R(n)Y (8,9) 
并 分 离 变 量 ， 由 Schrödinger 方程 得 


Rr+ZR'+0(E-V)R-GR=0, 


其 中 a 是 一 分 离 常数 ， 且 
LY +aY =). 
这 里 我 们 应 注意 到 一 个 值得 非常 重视 的 事实 。 角 部 分 的 方程 不 依 束 于 
V(r) 的 特别 形式 。 令 
Y (0,$)=f(0)9(9), 
并 应 用 另外 的 变量 分 离 。 试 证 


f+ (cotO)f’ + )f=0, 
其 中 8 是 另 一 分 离 常数 且 
g" +ho=0. 


试 断定 9 必然 是 2z 为 周期 的 周期 函数 ， 比 如 说 ， 
9($)=ei"s, m=0, ti, +2 ~, 
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即 pem, XE m 称 为 磁 量 子 数 四 〔 因 为 它 在 所 谓 的 Zeeman 效应 中 起 fE 
用 ,该 效应 是 由 磁场 所 引起 的 谱 线 的 分 裂 ) 。 

为 了 对 了 求解 方程 ， 这 里 8=m?， 令 x 二 cos9，f( 四 =y(x)， 试 证 这 就 
推出 


2 
(ma )yr—2ry’ +(a - apa. 


工 一 %2 
现 考 察 m=) 的 情形 ， 试 证 明 当 
a=[(I+1), {=0,1," 

时 ， 该 方程 的 一 个 解 是 Legendre 多 项 式 P，( 见 3.7-1) 。 [我们 可 以 证 明 ， 
对 其 他 a 值 所 得 到 的 无 穷 级 数 在 x= 土 1 处 不 收敛 .] ! 称 为 角 量 子 数 或 轨道 
角 动 重量 子 数 《因为 它 与 第 7 题 中 的 算 子 4 有关， 该 算 子 有 时 称 为 角 动 量 
AF). 

3. (相伴 的 Legendre 函数 ， 球 面 调和 函数 ) 现 考察 方程 


(1 一 5) 太一 229 +[10+1 一 a ben. 


— m=\),1,2, 作 代 换 
VCx) 一 (1 一 %27m722(X)， 
WE z 满足 
(1—x3)2" — (m+ xe ++ D — mtm+1)]z=0. 
从 关于 P, 的 Legendre 方程 出 发 ， 并 对 它 作 tm 次 微分 ， 试 证 上 之 方程 的 一 
Er 由 下 式 给 出 
a(x) =P, 
上 式 右 端 表 P 的 mw 次 导数 。 对 应 的 ! 由 下 式 给 出 
P()=(1-32)"2P,(x), 
并 称 之 为 相伴 的 Legendre 函数 。 对 负 整 数 mm 一 1， 一 2，… 证 明 上 面 的 式 
子 在 以 | 四 | 代替 税 时 仍 成 立 ， 并 证 明 我 们 必须 要 求 一 Sm<1， 函 数 
Yr(0, d)=ei”#P7(cosd) 
BAREMANER REHAU . 
4,〔 拨 原子 》 现 对 氨 原 子 考察 第 ? 题 中 关于 RR 的 方程 , 故 V (7)= 一 er， 
这 里 se 是 一 电子 的 电荷 。 求 解 a=1(+1) ( 见 第 2 题 ) BES (电子 的 约 
ERORE) 时 的 方程 ， 其 法 如 下 ， 
作 代 换 p=7?r， 证 明 


@ 字 母 m 是 标准 的 符号 ， 不 会 与 质量 相 混 消 〈 质 量 用 而 表示 ) 。 
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ee aai i m m aa ae = 


" 2 ’ 一 上 n Itp). Ñ = 
R'+ZR +( 二 十 万 Zi JR v 
这 里 “，” 表 对 p 的 导数 ，R(7) 一 尺 (p)， 且 
Yı=— daE, n=ae?/Y. 
作 代 换 R(p)=e"w(o), VER 
一 1 Kl 
en 
作 代 换 
w(p)=Pp'u(p), 
证 明 
pu” +(2l+2—-p)u +(n-1-Du=0, 
并 证 明 该 方程 之 一 解 是 
ulp)=L Ro) =L. 2, 


(Laguerre 多 项 式 Lan (R 3.7-3) W (1+1) KER). MRALI 

相伴 的 Laguerre 多 项 式 。 最 后 总 起 来 证 明 我 们 有 下 面 的 结果 
R(r)=R(p/Y) = ep LAND). 

其 中 o=Yr= r/n, X o 是 由 下 式 给 出 的 所 谓 Bohr 半径 


2 
= ie =O. 529- 10cm. 


并 证 明 我 们 应 该 要 求 !<n 一 1， 且 应 是 一 正 整 数 。 
5. (EEE) 证 明 第 4 题 中 的 能 量 凸 仅 依 赖 于 n〔 称 为 主 原子 数 ) ; X 
际 上 ， 要 证 明 


四 证 对 每 一 mn， 对 应 于 m2 个 不 同 的 解 
Paim =Cpim Rai fimIm, 
其 中 Can 是 一 规范 化 常数 ，f 和 g 是 函数 ， 与 第 2 题 中 所 得 出 的 相同 。 试 证 
明 与 调和 据 子 相反 ， 氢 原子 有 无 穷 多 的 约束 状态 。 
我 们 应 述 及 电子 迁移 到 低能 状态 对 应 于 一 能 量 的 发 射 ET ERAN 
的 Lyman，Balmer，Paschen 序列 ， 这 些 序列 分 别 对 应 于 迁移 
EE, EEE. E, =E. 
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1 
6 = 
5 
s “ r 4 
一 一 一 一 一 一 了 
12è asche: 级 数 
2 
Balmer K ŽL 
Bl 
但 -10 
中 
SE 
äh 
LU 
Lyman, 级 数 
-15 


图 75 ”能 级 图 和 复原 子 的 谱 序 列 。 此 图 表明 
Ci) 对 应 于 主 量子 数 n=1,2,… 的 能 级 ; 
Cii) 能 量 单位 电子 伏特 (ev) (这 里 n= 时 对 应 于 oev 和 n=1 到 
em13.53ev: 其 中 13,53ev 是 电离 能 量 ) 
Gi) 三 个 序列 的 线段 其 波长 (单位 A) 如 下 ， 
Lyman 序列 《在 紫外 线 区 域 ) 


Es—E, 1216Ä 
Es—E, 1026 A 
EE, 973Ä 

Balmer 序列 (可见 光 区 域 ) 
E;=E; 6563Å (Hatà) 
E—Eı 4861Å (He &) 
E;= E3 4340Å (H,&). 
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Paschen 序列 (在 红外 线 区 域 ) 


EE, 18751Ä 
Es—E, 12818A 
五 (一 已 10938 Ä, 
因 E=hy， 于 是 由 上 面 的 公式 得 出 Rydberg AR 
1_» 1 
Let (BE, -Em)=R bl), 


其 中 Rr Æ Rydberg 和 常数， 对 氨 来 说 它 由 下 式 给 出 ， 
R* = = 109137 3cm-i. 
(数值 见 11.3 节 脚注 2 中 提 到 的 书 ，F-104 页 ) 。 
6.〈 角 动量 算 子 ) 注 意 如 下 事实 是 有 趣 的 。 在 用 球 坐 标 分 离 Schrödinger 


方程 时 所 出 现 的 方程 可 能 与 角 动量 算 子 有 关 ， 事实 上 只 要 证 明 ( 见 11.2 节 
第 9 题 ) 


=h % 
-0 一 ag’ 
故 g'+Bg=0 ( 见 第 2 题 ) HLS, RAR A, HISR 
2 __h2ma 
Mp= Jna” 人 


T. 《和 角 动 重 算 子 ) 试 证 明 ， 按 球 坐 标 ，11.2 节 第 9 题 中 的 角 动 最 算 
子 有 下 面 的 表达 式 


h 9 9 
.ri 一 一 一 一 zni (sing -F +cotd cost ). 


(000 — cotdsind $), 


又 由 第 6 题 ，11.2 节 第 10 题 中 的 算 子 WW? 有 下 面 的 表达 式 


__kerı 9 Op\, 1 3% 
A ng 00 -gg (sind 30 tn ds: 


由 上 式 和 第 3 题 试 推断 了 ? 是 WM? 对 应 于 固有 值 


lit, [一 0 一 


的 固有 函数 。 这 是 一 个 著名 的 结果 ， 它 改进 了 Bohr 理 论 所 预期 的 值 
7212/472。 
8. (IRE Bosse ER). RER 2 题 中 所 得 的 方程 
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R'+2 R +ae-r mE eo 


也 能 应 用 于 星球 面 对 称 的 其 他 的 问题 。 例 如 ， 设 〈 图 76) 


一 六 <， 当 r<n 
ro -人 0， Yr>rn. 
vd 区 


PEH. dide 
„E 


图 76 第 8 ih (r). 


假定 EE<0 且 E+V0>0。 试 找 出 当 r<ro 时 用 Bessel 函数 表示 的 解 ， 并 以 
之 证 明 该 方程 可 以 变 为 Bessel 方程 


1 2 
watalii D VE 


[ 正 由 于 这 一 原因 ， 解 R〔( 带 一 适当 的 数值 因子 ) 称 为 球面 Bessel 函数 ]。 
9。 第 8 题 中 若 ! 一 0， 试 证 Bessel 方程 的 解 是 


Jo(p) sie, Ty nee. 
利用 上 式 及 下 之 递 推 关系 
IHI aH, (P), 


试 证 对 一 切 :一 1,2,… 第 8 题 中 的 解 可 以 用 无 穷 多 的 正 洲 和 余弦 函数 和 p 的 
RAR. 

10， YDn 时 试 求解 第 8 题 中 的 方程 ， 如 前 一 样 假定 上 <0。 此 时 的 
解 与 r<ro 时 的 解 其 本 质 差 别 是 什么 ? 
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ni en re am 


复习 和 参考 资料 


A1.1 集合 
集 用 单个 的 大 写字 母 4，B，M 等 表示 。 或 用 花 括号 表示 ， 


例如 


{a, b, GUFE a, b, c 为 元 的 集 ， 
{下 f(t1)==0} 表 一 切 这 样 的 + 的 集合 ， 函 数 了 在 该 集 的 每 点 外 


为 0。 
在 集合 论 中 所 使 用 的 某 些 符 号 是 

中 空 集 〈 设 有 元 的 集 ) 

EA a 是 A 的 元 

b¢A b 不 是 4 的 元 

A=B AMBRES OEF, MAHAR THAR) 

A%B AMBFRE (KH) 

ACB A 是 日 之 一 子 集 (4 的 每 一 元 也 属于 B). CSP: 
BDA. 

ATCB,AxB ARBRATEB(ARBHTFS, 而 且 B 至 少 有 ' 
一 元 不 在 4 中 ) 

AUB ={x|xEA R xEB}, AM BH. MA T7. 

ANB ={x| x€A 日 xeB), Am BZ. 见 图 ?77。 

ANB=0 要 和 8B 是 不 相交 的 集合 (没有 公共 元 的 集合 》 
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A-B ={x|xEAHxEB}, A5 BiZ. (这 里 如 可 以 
是 也 可 以 不 是 4 的 子 集 ) 。 克 图 78, ( 亦 见 图 79.) 
4 二 贸 一 4，A 在 XX 中 的 补 集 ( 这 里 ACH) (4X 
含混 时 ， 似 平 用 符号 Cx4 也 可 以 ) 。 
下 面 的 公式 直接 由 定义 得 出 ， 
(ie) AUA=A, ANA=A. 
(1b) AUB=BUA, ANB=BNA. 


AUB anB 
_ «B 


图 77 ”两 个 集合 4 与 8 的 并 AU (阴影 部 分 ) SXANB (A 
. 2 


部 分 》 


A A 
| Q | 
AB A-B 
b) 


i tc) 

图 78 ARE A (KEAR) MD CAA) 分 别 当 ( a )B 二 4， 
ANBS HBA, ()ANB= 中 NN (HER) 

(Gic) AULBUO)=(AUBYUC, SR AUBUC. 

ad) AN(BNC)=(4AB)NC, SR ANNE. 

(le) AU(BNC)=(4UB) NAUC). 

af) ANBUC=(ANBIUCANC). 

(ig) ANBA, ANBEB. 

(1h) AUBD-i, AU BOB. 
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图 79 二 集合 4 (KAR) MB (小 AU EX OFRAR 
ma) 的 差 4~8, mB-A IRA =X -A 
RX ANB ( 明 影 部 分 ) 
N 


ç 
AVENE) AUONAUG 
图 81 公式 (1e) 


ANLB UC) (ANBUIANG 
图 82 ARUS) 
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其 次 
AcBe>AUB=B<>ANB=A, 
(2) ACC H BCC<>AUBCC, 
CcAB CcBesCcANB. 
由 补 集 的 定义 
(3) (4)"=4，X 一 中 ， 中 一 长。 
De Morgan 律 为 (A, BEÄWERT® 
qu) AUBr=AcE, 
(ANBY=A"UB*. 
ER, 
ATB ADB", 
(5) ANB=Q4=> Acb e> BTA", 
AUB=X<> ACB BCA. 
-AERESH-UTENERASMER MAS) 
Ze 
BAA EEEE AMY y sky) 
第 卡尔 积 RR) 下 X 了 是 这 样 y 
的 一 切 有 序 对 (x y) 的 集 ， 其 
中 XEX，yEY。 见 图 83。 
集 M 称 为 可 数 的 ， 如 RM 一 上- 一 一 -一 -一 
是 有 限 的 (有 有 限 多 个 元 〉 或 者 x 
如 果 我 们 能 在 正 整 数 集 与 M 的 元 E TRAT DERIER 
之 间 建 立 某 种 联系 ， 使 得 对 凡 
的 每 一 元 对 应 于 唯一 的 正 整 数 ， 反 之 对 每 一 正 整 数 1,2,3,… 对 
应 于 M 的 唯一 元 。 


A1,2 映 象 
设 久 和 了 是 二 集合 ，ACX 是 任意 的 子 集 。 与 每 -- x*E4 对 


”应 唯一 的 YE 了 ， 记 为 y= 二 7 了 Tx， 并 称 为 x*。 关 于 了 的 象 ， 由 这 一 方 
法 即 得 4 到 了 的 一 映 象 (或 变换 ， 函 数 关 系 。 抽 象 函数 ),。 MA 
称 为 了 的 定义 域 ， 并 以 多 (了 T) 记 之 ， 我 们 把 它 写 成 

T:Ø(T)>Y, 
XTX. 
T 的 值 域 于 (人 2) 是 一 切 象 的 集合 ， 于 是 
K(T)=tyeY |y=Tx 对 其 一 xe2(T)}. 
ETEME) HR TM) e—a R Tx, EM gA. 
ÈTZ (T) = (T). 
这 一 情况 的 一 种 说 明 在 图 84 中 被 给 出 ， 


图 84 映 象 的 形象 化 
一 点 EY 的 逆 象 是 所 有 使 得 Tx=yo 的 XE 多 (了) 的 集合 。 
类 似 地 ， 一 个 子 集合 ZCY 的 道 象 是 一 切合 7x€2 的 xe2 (T) 
的 集合 。 注 意 一 点 EY 的 逆 象 可 能 是 空 的 ， 也 可 能 是 多 (了 ) 中 
的 一 个 点 ， 或 是 多 (TT) 的 任 一 子 集 ， 这 由 如 和 了 的 具体 特性 而 
决定 。 


KZT ERE KH, MR“, LEZ (T) 
XX, 就 指出 TX Tx,, 
即 乡 (7 中 不 同 的 点 就 有 不 同 的 象 ， 故 AT PERRERA 
一 个 点 。 见 图 85。 
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图 85 ”关于 内 射 映 象 的 概念 


了 :多 (T) > 了 ZRH, RHE R, REZ TERY (或 
EY 上 ) 的 映 象 ， 如 果 死 (TT) =Y。 见 图 86. PR 
ZDT>KT) 
x>Tx 


总 是 满 射 的 。 


a6 MEZ 


T 是 双 射 的 ， 或 双 射 映 象 ， 如 果 了 既是 内 射 的 又 是 满 射 的 。 
于 是 下 ;多 (了) -> 了 HAR gT- Eh Ton EXIRET Y 
>D(T), BT 对 每 一 JEY。 对 应 于 xcE 纪 (7， 对 该 为 有 
1xo 一 ge， 见 图 87 
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图 $7 RAER T gt T: Y DTX 


对 内 射 映 象 人 AT >Y, RARR T RT) >2(T) 被. 
EIRZHENAR, NE HEART) ARAE xE (T), 
使 得 了 xo=yo。( 见 图 88) 。 因 此 ， 按 照 上 面 稍为 广泛 一 RER 
的 术语 时 ， 并 不 要 求 了 是 映 满 了 的， 这 一 为 许多 作者 所 采 用 的 
方便 术语 ， 在 本 书 中 并 不 会 引起 误解 


图 88 ERST MMT-LELT)>DT) 

BARAT MT, 称 为 是 相等 的 ， 如 果 多 (7T)) = 多 (T,) 而 
HN—-WNxEe2ZT)=2(T,), ETx=T;x. 

映 象 :多 (7T) ->Y 到 一 子 集 BCD (THRE Tis € B>Y 
的 这 样 的 映 象 ， 它 由 了 人 限制 EB 而 得 出 (并 不 是 让 x 在 整个 定义 
DT) LE), MT|s:B>Y, Tlsx=Tx， 对 一切 xEB 成 
并 。 见 579 页 图 89. 

ThT- 的 扩张 是 一 映 象 人 和， 使 得 
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E KAT 到 一 子 集 BC 多 (7) 的 限制 T] a 

T|2n=T, W Tx=Tx 对 一 切 xeZ(T) 成立， 

T H PT RAEAN, 如 果 多 (TT) 是 多 (人 了) 的 一 真子 集 ， 
于 是 多 (下) 一 乡 (T) 二 中， 即 对 某 一 x 多 (TT) 有 xE (T). 

映 象 的 复合 定义 和 记 法 如 下 。 如 果 T: 久 ->Y,，U:Y>Z， 则 

x>U(Tx) (xEX) 
定义 了 一 个 由 到 2 的 映 象 ， 记 为 UoT 或 简写 成 UT， 于 是 
UT,X>Z, x UTx (xEX) 

并 称 之 为 U 与 了 的 复合 或 积 ( 见 图 90) 。 注 意 。 人 是 首先 作用 ， 
次 序 是 本 质 的 。TU 一 般 来 说 甚至 没有 意义 。 如 果 人 ,XY， 
LU:Y~>X， 则 7:X->X 和 7U:7Y-> 了 都 有 意义 ,不 过 如 果 
X=Y, WUTMTU 是 不 同 的 。 (一 般 来 说 ， 即 使 当 半 = 了 时 ， 
它们 也 将 是 不 同 的 ) 。 | 


En ”两 个 映 象 的 复合 
A1.3 族 
若 对 每 一 正 整数 ”有 一 实 或 复数 n 与 之 相应 ， 于 是 得 出 一 
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实 或 复数 的 序列 (xs) 。 这 一 方法 可 当 作 N={1,2,… 到 实 或 复数 
ZER, 是 #% 的 象 集 。 N 称 为 序列 的 指标 集 。 

“标注 指标 ”的 这 种 方法 可 加 以 推广 . 我 们 可 以 取 任 意 非 空 
集 工 (有限 ， 可 数 或 不 可 数 ) 代替 N， 而 且 可 以 映 1 到 任何 其 
他 给 定 的 非 空 集 趟 。 这 就 得 出 天 的 元 的 一 个 族 ， 记 为 (xo)ocr 
RAWH (Xa), XE LEX 是 cE 工 的 象 。 我 们 注意 到 ， 对 工 中 
HE ax p, TREERE amx. $ 称 为 族 的 指标 集 。 如 果 把 指 
标 映 象限 制 到 指标 集 之 一 非 空 子 集 ， 则 得 该 族 之 一 子 族 。 

若 趟 的 元 是 一 给 定 集 的 子 集 。 则 得 一 子 集 族 (B。) on X 
EB 是 a 的 象 。 

族 (Bo) 的 并 Bo 是 这 样 的 元 的 集合 ， 其 每 一 元 至 少 属于 某 


Be, XE NB 是 这 样 的 元 的 集合 ， 其 每 一 元 属于 每 一 有， 
aeT。 如 果 T=N。 我 们 写成 

Ü Bam Å Ba 

a=i al 


如 果 了 ={1，2}， 我 们 分 别 写成 BU B, MB, NB 

我 们 必须 注意 区 分 一 个 族 (xa)。ex 与 其 元 是 该 族 的 元 的 集 沪 
的 子 集 之 间 的 差别 ， 前 者 是 指标 集 了 在 指标 映 象 下 的 象 。 

对 任意 的 非 空子 集 对 CX， 我 们 总 可 以 找 出 一 到 的 元 的 族 ， 
其 元 的 集 为 六， 例如 ， 我 们 可 以 取 由 M 到 六 的 自然 内 射 《 即 下 
上 的 但 等 映 象 xM 上 的 限制 ) 所 定义 的 族 。 


MA 等 价 关系 
KAM EREEREER., ARRAY ( 见 前 面 ) 的 
任 一 子 集中 称 为 一 《〈 二 元 ) 关系 。(%,y) ER RA Rey). 
X 上 的 一 等 价 关 系 是 一 闫 系 RczXXx 人 。 它 满足 下 面 的 条 
HF: 
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ee 


R(x,x) S—-WxeX (AKIE) 
(1) Ray) AE Rux) (对 称 性) 
R(x yi Rly, 2AE RK). (传递 性 ) 
4 REX 上 之 一 等 价 关 系 时 ， 则 通常 把 玉 (x, 引 写成 x~y ( 读 做 
“% 等 价 于 y”)。 此 时 ，( 1 ) 变 成 
KK 
x~y=> y~ 
Amy, Yoz => XL, 
任 一 LEX 的 等 价 类 是 一 切 等 价 于 t 的 yEX 的 集合 ， 而 且 任 一 
这 样 的 y 称 为 该 类 的 代表 元 。 关 于 RHENE 构成 天 的 一 个 分 
划 。 
由 定义 ， 一 非 空 集 关 的 一 分 划 ， 是 区 这样 的 一 非 空子 集 
族 ， 它 们 是 两 两 不 相交 的 县 其 并 为 义 。 


A1.5 紧 性 
RX OTM 的 一 覆盖 是 天 的 一 子 集 族 、 比 如 ，(B6) vc 
(7 为 指标 集 )， 使 得 
MC U Ba 


特别 ， 若 (Ba) 是 X 的 一 盖 ， 则 
UB=Ä, 


一 覆盖 称 为 有 限 的 ,如果 它 仅 由 有 限 多 个 集 B。 组 成 。 若 
半 ==( 久 ,9 ) 是 一 拓扑 空间 (例如 ， 一 度量 空间 ， 见 1,3 节 ) ， 一 覆 
盖 称 为 开 的 ， 如 果 每 一 Ba 都 是 开 集 ， 

-AHZM ASK, I) RA 

(a) MM, RK FE AN ARMEE, 
MAE X 的 一 有 限 子 族 ， 

(5) 可 数 紧 的 ， 如 果 久 的 每 一 可 数 的 开 和 覆盖 都 包含 X 的 
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一 有 限 履 盖 ， 

(c) JIREH, WRA 中 的 每 一 序列 都 包含 一 收敛 的 子 列 。 

FMX, T) RARITA R, R), RM 作 
为 子 空间 (M ,Fy) 考 虑 时 是 紧 的 (可 数 紧 的 ， 列 紧 的 )， 这 里 M 上 
的 诱导 拓扑 Tu B-URMNA AET FAR: 

对 度量 空间 而 言 ， 这 三 个 紧 性 概念 是 等 价 的 ， 即 其 中 任 一 个 
蕴含 其 他 两 个 。 

Al1.6 上 确 界 和 下 确 界 

实 直 线 民 的 子 集 是 上 有 界 的 。 如 果 忆 有 一 上 界 。 即 存在 
一 bER， 使 得 对 一 切 xEE A ab, TENRESO, N FEE 
的 上 确 界 (或 的 最 小 上 界 )。 记 为 

supE, 
ME E XFER E RAEI supeo H E RERO ERZ. 

另外 对 每 一 非 裤子 集 CCE 有 

supl<supE. 

类 似 地 ，E 是 下 有 界 的 ， 如 果 有 一 下 界 ， 即 如 果 存 在 oR, 
使 得 对 一 切 x€E 有 x 之 a。 于 是 如 果 所 中 ， 则 存在 的 下 确 界 
(或 巨 的 最 大 下 界 )， 记 为 

infE, 
BE E 的 这 样 的 下 界 使 得 inf 中 >>e 对 五 的 每 一 下 界 a 成 立 。 而 
且 对 每 一 非 空 子 集 CCE 有 
infC>infE, 

E 是 有 界 的 ， 如 果 既是 上 有 界 的 又 是 下 有 界 的 。 于 是 如 

果 上 寺中 ， 则 
infE<supE. 

H-ARTIDN)>R, MREHET) (假定 不 空 ) 是 上 

有 界 的 ， 则 其 上 确 界 记 为 


sup T% 
EDT) 
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如 果 呢 (了 ) 是 下 有 界 的 ， 其 下 确 界 记 为 


inf Tx. 
x€D(T) 


类 似 的 记号 被 用 于 死 (了) 的 子 集 。 


A1,7 Cauchy 收敛 准则 

一 数 a 称 为 一 〈 实 或 复 ) 数列 (xn) 的 极限 点 ， 和 如果 对 每 一 给 
定 的 e 之 0， 对 无 限 多 的 2 有 

|Xa a| <e. 

Bolzano-Weierstrass 定理 ”说明 一 有 界 序列 (x») 至 少 有 一 
极限 点 ， 根 据 定义 ， 在 这 里 一 序列 有 无 穷 多 项 是 本 质 的 ， 

一 《 实 或 复 ) 序列 (%，) 称 为 是 收敛 的 。 如 果 看 在 一 数 x， 使 
得 对 每 一 给 定 的 a>0， 下 面 的 条 件 成 立 ， 

Ix, 一 x| 之 ze， 除 有 限 多 个 外 ， 对 一 切 4 成 立 。 

这 一 x 称 为 序列 (xs) 的 极限 。 

收敛 序列 的 极限 是 唯一 的 。 注 意 它 是 极限 点 《为 什么 ? ) ， 
而 且 是 收敛 序列 所 具有 的 唯一 的 极限 点 。 

现在 我 们 撤 述 并 证 明 Cauchy 收敛 定理 ， 其 重要 性 是 由 于 当 
决定 收敛 性 时 ， 我 们 不 必 知 道 极限 。 


Cauchy 收敛 定理 ”一 《〈 实 或 复 ) 序列 (dn) 是 收敛 的 当 而 且 
KAHNE FEN, ERN—Umn>N# 

(1) [xm— Xn | <e, 

EWR) 收敛 且 e 是 它 的 极限 ， 则 对 每 一 给 定 的 >>0， 
存在 一 人 (依赖 于 e)， 使 得 


Im-el<5, H n>N, 


因此 由 三 角 不 等 式 ， 当 n,n>N 时 ， 我 们 得 出 


e KAR. 


1xm — Xn < m—ecl + le-mI<,t+,=e 


(b) 反之 ， 设 (1) 中 的 论断 成 立 。 给 定 se 之 0， 我 们 可 以 在 
《1) 中 选取 n=k>N, MELEM 3m MON 都 位 于 以 xi 为 
dD, e 为 半径 的 圆 盘 DD 中 。 因 为 有 一 包含 D 和 有 限 个 xn 人 DD 的 
mx KEN (S) EARR. H Bolzano-Weierstrass 定理 ， 它 
有 一 极限 点 a， 因为 (1) 对 任意 给 定 的 >0 成 立 ， 故 存在 一 个 
N*, 使 得 当 m,n>N* 时 有 [xm 一 x。|<e/2。 取 定 n>N* 使 得 
Im-al<e/2, HERFER, N-Um>N*’#E 


(Xma) S l Xm t Xn | + laa] <5 Hr =e 
这 就 证 明了 (x;) 是 极限 为 的 收敛 列 。 D 


ne 8 
群 的 定义 仅 在 7.7 节 中 需要 。 
群 C= (C,.) 是 元 x，y，z… 的 集合 C 及 一 映 象 
(1) GxG>G 
(x,y) xy 
使 得 下 面 的 公理 被 满足 。 
(G1) 结合 性 .对 一 切 x,y,2€G, 
(xy) z=x(yz). 
(C2) 单位 元 e 的 存在 性 。 即 存在 这 样 的 元 e， 使 得 对 一 切 
xEG 有 
Xe 一 EX 一 %。 
(G3) x 的 道 % :的 存在 性 。 对 每 一 xcEG 存在 G 的 元 ， 写 
Ex, HKA LHN, ER 
xi=xx'=e, 
e 是 唯一 的 。 对 每 一 XxEG， 道 x”! 是 唯一 的 ，G 称 为 交换 群 
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或 Abel 群 ， 如 果 C 还 满足 下 面 的 
《G4) 可 交换 性 对 一 切 的 x,yEG 有 


翅 一 yx 
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奇数 题 号 习题 答案 


11% 

3. (M1) 到 (M3) 是 显然 的 。 我 们 在 下 式 

&-yl<1x—-z1+12-yi<(lx—21’+12-y1)’ 

两 端 开平 方 根 ， 即 得 (M4)， 

5, (i) k>0, (ii) k=0. 

7. 离散 度量 ， 见 1.1-8。 

9. MYAMJERRN. M)RBETISJ)SIM 

d(x,2)+d(z,)>1, (x,y,z 不 全 相等 ) 

当 x 一 /一 2 时 是 显然 的 。 

13. d(x,z2)<d(x,y) +d(y,2) =—>d(x,2) 
-d(y,2)<d(x,y), 
d(y,)<d(y,x) +d(x,2) => —d (x,y) <d (x,2) 
-d(iy,2). 

15. EMA RE yss, 等 等 。 


1.2 节 

1. 三 角形 不 等 式 的 证 明 思 想 仍 与 以 前 的 相同 。 

3, 当 1<j 生 5 时 取 7 一 1， 当 /> 时 取 困 一 0， 并 平方 (11) 。 
5, (1/n) ¢l, Alı/n)ei(p>i), H AEn <o, MR 
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p>. . To 
7. (A)=supd (x,y) =0=> d(x,y) =0=> = 
x, yed u 


逆 结 论 是 显然 的 。 

9. 逆 命 题 不 成 立 ， 

11. (MI1) 到 (M3) 显 然 。( 好 4) 有 下 而 的 形式 

da) c dia.) , dew) 
1+d(x,u) Tı+d(x,2) 1+d(z,y) 

上 式 由 关于 d 的 (M4) 和 1.2-1 中 所 用 的 讨论 可 得 。 
的 有 界 性 由 @ (x,y)< 人 1 得 出 。 

15, I (2,y)=0>dla ,n)=dılt,y)=0>x=y. 
三 角 不 等 式 由 下 式 得 出 ， 

max d,(%,y,)<max[d.(x,,2.)+del2,4)] 

KR 一 1.2 k=1,? 


je=],2 j= 


< max dil Xi, 21) +max d;(23,47)« 
1,2 


1.3 # 

1. (@) 设 xeBlx;r). Mld(x,x.)=a<r,H.B(x;(r—a)/2) 
是 x 的 包含 于 Br) 中 的 一 邻 域 。(5) 通 过 证 明 对 每 一 
y 全 各 (xm) 在 名 (xir)* 中 存在 以 5 为 心 的 球 来 证 明 Bnr) E 
FR. 

3. M2. 

5. (45) 任意 子 集 4CX 是 开 的 ， 因 对 任 一 oE4， 开 球 


Ba 卫 )= ay 4。 用 同样 的 讨论 ， 如 是 开 的 ， 故 AeA 


是 闭 的 。 
7. Ca), (b)R, (e)C, (a ){zllzl<1}。 
11. (a)l-1, 1}, (0)R, (e)Mltzlizl=1}. 
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13. 设 广 是 可 分 的 。 则 六 有 一 可 数 的 秽 密 子 集 六 。 设 xEX， 
E o>0 RAE. AY 存 羡 中 稠 ， 故 有 了 = 外 ， 且 xE 了 ， 故 x 的 
2- 邻 域 B(x;e) 包 含 yEY， 且 d(x,y)<e。 RZ, # XBT 
TRY 具有 在 题目 中 所 给 定 的 性 质 ， 则 每 一 xEX 是 了 之 一 点 或 
是 了 之 一 聚 点 。 故 了 一 入 ， 所 以 七 是 可 分 的 。 

15, x(f)=sint 定义 了 一 个 R->R 的 连续 映 象 , CEFE 
(0,27) 映 成 闭 集 [ 一 1,1]。 


1.4 节 
1. 4(%n,2)<e(n>N) AS d (Xn .x) <em>N). 
9. 这 得 自 于 d (x,y) <i (%,y) Kd (x,y) Kd (x,y) 


15 节 
1. #1.4-7. 
3. (Xa), 这 里 xn 一 (1， 1/2， 1/3, tey 1/n, 0, 0， .), 


是 村 中 的 Cauchy 列 ,因为 d (xm, )=1/(m+1),m<n, 但 
Xn>x= (1/n)EX, x¢M. 

5 ZRH ER, 利用 1.4-7. 第 二 个 证 明 。 Xh 
Cauchy 序列 (xa) 的 项 ， 从 某 项 x 起 必 是 相 等 的 。 

T, 非 收敛 的 Cauchy Fl& (x), XE xn 一 m。 

9. 我 们 证 明 在 任 一 本 hmhE[c, 扫 处 x 是 连续 的 。 因 为 收敛 是 
一 致 的 ， 故 对 每 一 e>0， 存 在 一 N (e) 使 得 


jæ (i) —xy (t) I< 对 一 切 tELa,bIRY. 


因 zy 在 如 处 是 连续 的 ， 故 存在 6>0, 使 得 对 一 切 满足 | 一 hl 
<È hy tele, DIRA 


I) =x (h) [KE 


- 588 - 


Hat, RREATER 
1x9) =x (t) I(E) — xn CE) +12 E) mw Ca) | 


+ æy (ta) —x Cta) | 


e e e 
<y ttp 2 
故 * 在 处 连续 。 
11. 设 xn-~>x， 取 任意 固定 的 六 则 对 每 一 se>>0， 存 在 人 
使 得 


1 189 -5,| e 
23 irlem ET sd (£a ,*) <Zarg? mN). 
充分 性 的 证 明 是 显然 的 。 


lei” =é <e (n>N). 
13. 由 直接 算得 d (Xn,xm) sm"! —n(m<n). 
15. 对 每 一 se>0， 存 在 N 使 得 当 PN 时 ， 有 


d (xa Xn) = E -ir <e, 


jem+i 


但 (xs) 不 收敛 于 任 一 一 (与 )EX， 因为 当 / 大 于 某 一 人 时 与 一 0， 
Ww n>N 时 
1 1 
d(x, x)=|1—£,] +H- |+ WEEST 


1 1 
tt 
DN 是 一 定数 ， 故 g(xs,x)->0 是 不 可 能 的 。 


16 Ë 
3， X 
5.(b) RAAR 上 的 距离 的 区 间 ( 一 1,1)。 一 同 肝 上映 象 是 
ss Zarctanx, 
x 
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7. 如 果 An u)<e<, mj 


d (Xm , Xa) 
1 一 (Xm, Xn) <2d (Xm, Xn) 。 


HE, WME (xa) E (X,d) hiy Cauchy 列 ， 则 它 也 是 (X,d) hiy 
Cauchy 7l, MECE (X,d) RRRA E C A(X, d) 中 的 极 
限 。 

9, Yn>ocdt, d(x, D) <d(xi, Xn) +d(,D)>0. 

1. DR), (Ya) 一 (zaj， 则 (2n) ~ (2a), XAF 
式 可 以 看 出 

d (Xn, 2a) Sd (xn, Yn) +d (Yn, Za) >0 (n>). 
15. 宽 为 2 的 开 的 “垂直 带 ”。 


d (Xm, Xa) = 


21 # 

3. PH E= é. 

7. {el…，enyiel ien}, n, 2na 

9. {eo,"… ,en}， 这 里 ey (t) =t ,tELa, b]. 不是。 
15. SAFFTEHNERNRR, 0h Xe 


2.2 节 
3. 由 三 角 不 等 式 和 (N3)， 
Iyvi=1y-*+x1<Iiy-x]+1xl, 
ixl =ix—y +yl<ly— xl] + iyl. 
由 上 即 得 
Ivi-Irl<Iy—al, 
lyi- lyx. 
5. (NDA(N3)A FEE, m(N4) h 1.24 4 p=2 时 的 
Minkowski RERRZCRMAM 1A an). 
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7. (N1) 到 (N3) 是 显然 的 ， 而 (N4) 由 (1.2 节 的 ) 
Minkowski 不 等 式 得 出 。 
11. Izl=lex+(1-a)yl<alxi+(1-a) Iyl 
<a+(l-o)=1. 
13. ERM E (eb). 
15. 设计 是 有 界 的 ， 比 如 说 ,6(M) =sup Jr-yl=8<e. 
考察 任意 的 xEM 。 取 一 固定 的 EM, Fe=b+lal. UA 
lxi = [xt Hr Klal lo+t inl =e. 
反之 ， 对 每 一 xEM iisi, UN—U x,yeM A 
jx 一 让 和 JE 2c， 旦 5MD)<2c。 


23% 
3. Bin, x=(&)=(1/n)EY, AxEY. 
5。 这 可 由 第 4 题 直 接 得 出 。 


Co _ 2 1 , 
7. Ba par ne 但 


Yy=s.=(1,1/4,1/9, 1/9 ,0,0,,»)>sE&Y. 
je 
9. 部 分 和 的 序列 (s») 是 Cauchy 序列 、 因 为 当 W<e 时 
is 一 sm 一 1xn + + <TLm + + Tl 
<fn + famil te 
13. 如 果 plx)=ply)=0, ME(Na), (Ns)Mm(N1)# 
plax+Py)=0. bêl, 是 唯一 的 ， 因 为 对 任 一 "EN MEI 我 们 有 
p(v)=0. XH(N4) 
px)=plrt+V—vV)<plxt+V)+0<per). 
(和 2) 成 立 ， 这 是 因为 2(0) 二 0 和 4 站 ,==0 就 蕴含 大 2) 一 0， 从 而 
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Min mimm ne a AR en eee e 


BEN, w xE K/N HE. 
15. A= hS țel EIE). 
设 Xx 二 (x ,Xo)，y 二 (yi,y:)。 则 有 
lx+yl=maxr( lx +y l, ix +yli) 
<max( xl + hyl,, xh- lyzl) 
<max( hx ti, fl) tmar, iyt lyel) 
=fx] + lyi. 


24% 
7， 设 ei=(1,0, ,0)，e 一 (0,1,0…) 等 等 。 根 据 1.2 节 
的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 (11) 
ISE lilled ZE PSE je 


25 $ 

7. Kb EYE. R y= DaubEY H Iy—vl>a 
则 诸 au 构成 一 有 界 集 ( 见 引 理 2.4-1), 而 且 (ys) 有 一 子 序列 
《yk ) 使 得 对 每 一 1 一 1,…,n，ak,,~>at， 并 有 

T= bEY, vV-TI<iv—yr h+ E akama] jbt, 
这 就 蕴含 lo 一 外 一 c。 更 在 我 们 重复 Riesz 引 理 证 明 中 的 十 论 ( 注 
意 此 时 应 代 ( 1 工 ) 式 以 lj 一列 一 oa)。 于 是 我 们 导出 ,对 每 一 yEy, 
z=p-I1"(W-WMERZ-yl>1. 

9. BXERN, i M pE FICA E X REN 
子 序列 (zm ), 比 如，xr >xEX, MEH 1.4-6l a), EM, AM 
是 闭 的 。 故 xEM ,于 是 M 是 紧 集 。 


2.6 节 
3. 定义 域 是 R*。 值 域 是 各 ~- 轴 ， 避 - 轴 ，R*。 零 空间 E i- 
Ai, 5:-Ab, 原点 。 
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5, KT, TET (V) M x, EV, an +p%EV. ik 
T (ax, +x) =aT x, +T x ET(V). 
Kr, EMAN. FETs, TL EW ‚aTx HTx EW ‚aTx, 
+ßPTu=T(ax +x). ax +Pr 是 道 象 内 之 一 元 。 
7, 不 是 ， 在 几何 上 这 也 是 显然 的 。 
11. 是 非 奇异 的 (detb 壮 0)。 
13. 否则 对 某 些 a0 # aTa + 十 ce7 xn 一 0。 又 因 T~ 
存在 且 为 线性 的 ， 故 
Tla Tx tee taI n)a 十 … 十 cnxoa 一 0， 
上 式 表明 {% ,xs} 的 线性 相关 性 ， 矛 盾 。 
15. 因 对 每 一 VEX A y=Ts, k AT) =X, RE 


x(t) = 人 (dr. 


但 T"! 不 存在 ， 因 为 对 每 一 常 值 函 数 了 x=0。 这 就 表明 第 14 题 
中 有 限 维 的 假定 是 本 质 的 。 


2.7 节 
1. 我 们 有 
IT. Tal =supi T, Tx] <supIT, HTx) 
xl=1 ixl=1 


一 人 sup IT; 1=1T,1 IT il. 
Hal 


3, 由 假定 Ix1=7<1， 另 由 (3)17xi<ITIy<I71. 

5, ITj=1. 

7. RTı=0, FE0=17x]>biel, Irle0, x=0, ik 
Bi 2.6-10(0)T EE AAT) =Y, KTUY>K.2y=Tr 
UT y=x, 又 了 的 有 界 性 ， 由 下 式 得 之 。 


[Tt= fxi} Ta =le 
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2. 在 [0,1] 上 使 y(0) =0 的 全 体 连 续 可 微 函 数 y 所 构成 的 
FRE. T’y=y, T RREI, BETRA, AAL] 
ni lA SIT- Ean., IRA 2.7-5. 

1. 是 、 是 。 

13. 第 -~ 个 论断 由 2.7-7 中 最 后 的 公式 得 出 。 为 了 证 明 第 二 
个 论断 ， 考 察 单 位 矩阵 。 

15. 设 # 上 是 自然 范 数 。 由 第 14 题 

IA sup JArl.<IAl, 


4 和 =0 的 情形 是 显然 的 。 如 果 1.4I>0， 则 存在 =s 使 得 


[Al=maz ME, =) lasl. 

jmi Tai 

选取 这 样 的 x=(6y)， 其 中 和 二 1， 当 ff 三 s 时 j= 二 0。 于 是 上 |=1， 
141,=Dla,|=1Al. KiAh=1Al. 


2.8 节 
3. 2. 
5. 25, Ile. 
7. 9= 了 是 有 界 的 但 不 是 线性 的 ， 因 为 g(ax)= 了 (ax) = 
ag(x). 
9. KRa=flx)/f(x)Eysax—arn. TERNA =a% +y, 
f(y)=f(x)—af(*x)=0, 故 y€EN(T). 
唯一 性 。 设 y 十 cxo 一 了 十 3xo， 于 是 8 一 了 一 (一 a)x。 改 部 
=a, KJ, TAWE, RE 
%=(d-a)(y-T)EN(f), 
FE. kERy=Y. 
1. 由 第 9 题 x=y 寺 [fi (x)/f1(%6) 18. AYENI) = 
.594 « 


IN 


FRR 


Nr) fly). ARENES AA) = Slaa) la). 
= 13, 对 一 yoEY fly) =y KRERSTAREFE,N 
EED . z 


a= „f w=rlEn)eiw ， 


。 6， WRK MAOKI AKA <I, E 
171= sup FOIR, KERN 。>0， 存 在 一 % i< 全 


#/a>1ifl-e 


2 
1. {axlaER..=(2.4.—-7)} 
3. fi=(1,0,0), f=(0,1,0),f:=(0,0,1) 
5. 7? 或 5 一 1 
7. (2,,—0,,0),(2,,0,—a,) 

1. 否则 ，f(x) 一 了 J(y)==f(x 一 y)==0 对 一 切 fEX* 成 立 。 另 
m2.92Ax-y=0, TR. rm 

13. i£ {e e, ea) ÆA RRE AE, E acn h, 
{er erp EZAR, RS Sah ERN E F 


f= > ,Cey)j。 


FEfle)=fla), hel, pe 故 了 lz=/。 


15. ms +i, ER 是 的 。 


2.10 节 
1 ZEF) XKostolaVY. EFT. 
3. ZT, +T ATDAN, h ZERRE — 空 
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AN. 
E EXE, 其 中 范 数 由 ish= té t+ “十 | EN, 出 
(x) 二 a1 十 … 十 QnEs 所 表示 的 线性 泛 函 有 范 数 1f1 = maxtcarl。 
1. 利用 第 10 题 ， 其 中 了 二 R 或 C. 
13. 如 果 SEMe, MEM. 中 存在 一 序列 (fn)， 合 得 Safe 
对 任 一 xEM 我 们 有 fa(x)==J， 和 f(x) 二 0。 政 jEM*， 于 是 Mo 是 
Re 40}, X 


15. (1,1,1) 
31 节 
1. 我 们 得 出 


Ix+y + [syl =x ty, H + Cy, ry 
O LA, HLA Y HUO EU 
tx AX DY, ty, y> 
=x, +y, y= +21yl® 
3, RABE 
o= +y, x+y i yi 
el dry, =a, vr +E,D=2Reca y>. 
7. web, W=. 
9、 这 由 直接 计算 可 得 . 
1. 不 是 ， 见 3.1-7。 _ 
15. 不 是 ， yam《e e= ler, OS Py 


3.2 节 . 

1. 对 向 量 xsr 0 和 ! 志 0， 点 积 是 
xy=|x||ylcod, Kleyisixliyl. 

8. M3.2-4(b), 是 , 否 。 

5 RUH 


aan 一 xxn —x> 
=| Xn |’ — Xn, X 1—1 CX r, Xa > + 1x]” 
>21x]’—- 2<, > =0. 
7. 由 
《xtay,xtay = xl’ tax, yaly, > +lal'iui? 
我 们 看 出 ， 正 交 性 蕴含 所 给 的 条 件 。 反 之 ， 该 条 件 欧 含 
alx, y> tacy, Oo =N. 
若 空间 是 实 的 ， 取 a=1,， 若 为 复 的 则 取 a=1, ec=i? DA 
<x, y=0。 
9. 使 用 定理 1.4~8 和 


li= | x(t) di (b-0) Ixo. 


3,3 节 
1. (xn ) 是 Cauchy 列 ， 因 为 由 假定 和 3.1 节 的 平行 四 边 形 等 
式 ， 我 们 可 得 
[$a — Xm =2 1m]? +21 Nu tu” 
<2lxm]? +21 jè — Ad. 
5. (e){z]z=a(č,, —£,),a€R} , (b){0}. 
\ (Q xEd>xlL A SNEA ATA, 这 如 课文 中 所 
得 。 
(b)xeB’>x LBDA>xEeA>B—A,. 
(e) Ela), A= (ADA HOR 
ACA"S>ADLAHFN. 
9. ZY=!Y“=(V*). TEHFSArRAN. HALE 
引 理 3.3-6 中 已 叙述 。 


3.4 他 
1. 这 是 Gram 一 Schmidt 法 的 一 直接 的 推论 。 
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3 对 任意 的 xy 和 ! 失 0， 令 e 一 上 1 'y， 由 + 一 1 时 的 (12*) R 

我 们 有 
|<x,e> lz’, 

All’ z, TR,» P ix y. 

5. YEY, x=y+(x—y), Hx—y Lem, AJ 

LI— Y, Em? = LX Lar, 6m ELX, Em | an =le 

7. 由 Cauchy 一 Schwarz 不 等 式 (1.2 节 ) 和 (12) 

E|, ey en KLE |x, ep | TT Ix, ep |” 
<ixilyvl. 
9. 1/vV2, (3/2)”t, (5/8) "(3F—1)., 


3.5 节 

1. 引用 正 交 性 和 3.5-2 的 证 明 中 的 符号 ， 我 们 得 出 

fsal = lae, + taneal = a re + lanl =n 
XH3.2-2, > AI’, ?>(%,0D 

3. 对 函数 2 上 (es) ,和 可 能 异 于 x. 例 如 , 取 x 一 (1,1,1)ER*， 
且 (ee:)ER:， 这 里 ei 一 (1,0,0),e: 一 (0,1,0)。 

5. (ss)， 其 中 ss 二 %1 十 … 十 Xs 是 Cauchy 列 ， 因 为 


[ss —snl < 之 ‚is ,ll > 0m). p 
又 (sy) 的 收敛 性 由 互 的 完备 性 得 出 ， 亦 见 2.3 节 习题 7 到 习题 9。 

7. 由 3.5-2(c) ,级 数 收敛 并 定义 了 y， 又 由 3,5-2 (6), 《x%， 
6 > 一 以,E， 故 x 一 yes 得 自 于 

《xX 一 几 e 内 一 《Xe 好 一 人 6 人 2 一 0。 

9. SH, EM ,MMANM(a)kY, MEM, 当 而 且 
RAOR. Elh le) EM, 内， 而 (b) Eh (Ea) 在 
MA. #M,=M.. 
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3.6 $ 
L S. 
I. ARKER. 
5. 这 由 定理 3.6-~3 和 第 4 题 中 的 关系 莉 含 (3) 的 事实 得 出 . 反 
之 亦 然 。 
1. 在 这 种 情况 下 ， 我 们 可 以 利用 Gram 一 Schmidt 方法 ， 
这 与 第 6 题 所 证 明 的 一 样 . | 
9. wu, ©=0 对 一 切 xEM RARES vew LM. KH 
3.6-2(0), v-u=0, 


3.17% 
1. 我 们 得 出 


f patay diS pta- pty dt 


=(m—n)(m+n+1) f prpmdt. 


在 左 端 分 部 积分 指出 左 端 为 零 ， 故 右 端 的 积分 当 m 一 nse0 时 必然 
为 零 。 

3. 用 二 项 式 定理 展开 (1 一 9)-”。 然 后 代 g=21w 一 w* ,用 二 
项 式 定理 展 开 q 的 窒 。 证 明 在 所 得 的 展 式 中 ， 咎 w" 有 系数 pn(1)， 
:这 正如 由 (2c) 所 给 出 者 ， 

9. yi)=e-#/2H,(t). 

1, 我 们 得 出 


CO a 


EL, Qw=),)% le 


a= nel me 


DEE )e e 


ned nam 
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en re an meer sinne ee ome le a ern a 


ge-vurdt-w 


CO 
— ])"1" oO y” EL Ze 
=} m Iw)  1~w 


13. 对 第 12 题 中 的 (a) 式 微分 ， 在 结果 中 用 第 12 AN (b) 式 
ERL anl a-a 这 就 给 则 (c)。 由 (ce) 和 (5b) 得 

(d) nl’, „enL.+(n-t)Li. 
微分 (e)， 代 换 (d) 并 简化 ， 即 得 (11)，。 


15. 考察 
人 sd (m<n). 
只 要 证 明 
全。wzeat=o (k<n) 


即 可 得 出 本 题 结 论 ， 利 用 分 部 累 次 积分 法 即 可 证 明 上 式 。 


3,8 # 

1. 在 Re 中， 每 一 线性 泛 函 是 有 界 的 ， 而 且 ( 1 ) 中 的 内 积 是 
点 积 。 . 

3. 我 们 得 出 

IFC =la, DI<Ielizl, IAK (0). i 
N<tizl. 车 z=0, 也 有 Hf1=1z1. Bed, FR 

IFiS f2) =,D. 

5. P 到 上 的 一 同 构 是 for, RE z, HTREX (A 
3.8-1) , 

F(x) =x, z>. 

(ERNZEHT, ZRREHRHRHN, H Hafezs 

9. 我 们 有 

Me =f f(x) =a, an 三 0 对 一 切 xEM} 成 立 。 
ASEM OzyEM:,。 
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1. 第 一 个 论断 是 非常 显然 的 ， 而 第 二 个 论断 由 下 式 得 
出 ， 1 


所 (cgi 十 By =h(% ,ayı+By) =a h(xo, yi) 
+ E hls, Yy) 。 | 
13. klix, y)=hly, x); WIRA-NANINEIEN, E5% 
件 ， 即 对 一 切 xEX ,h(x,x)>0, MAhlx,x)>O, WR 2 
15. 第 14 题 中 的 Schwarz 不 等 式 用 类 似 于 3.2 节 的 方法 给 出 
三 角 不 等 式 


3.9 # 

3. IZ4-T*]=į(Ta-T)*]=]Tn—T]>0. . 

5, ®T(M)CM.. MH485, MiDT*M}). R2, %& 
Mi 一 TY#( Mt， 则 由 第 4 题 T** (Mit)cMG+, RE 由 3.9-4, 
T** =T. 3.3-6, Mi'=M,, Mi'=M.. 

7. 51Ħ3.9-3(b). 

9. Bibe ba ET (H)= 死 (7 之 一 规 规格 正 交 基 。 设 xE€H 
BTx=Da,lz)b. WTX, b =a(x)= 4x, T*b>, B 


Tx=} a, uw, AEv,=T*b, ,wj 二 bye 


j= 
3.10 # 
1. 引用 3.9-4。 


3, 引用 3 .10-4。 
5, T*x=(Ē, +é, — i Hi), ik 


Tx= 6H 6, ! - za) 
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un mn ne nenn nr nungen pn een ann me 


Ta= (He 29 —$&, ). 


7. XBH TÜU=U- U=]. 
9. 82.6 (T)&-T=AYcH.SYeY, EYHBER 
列 (yn) 使 得 yn->y， 设 yn 二 了 xn。 则 (Xn) 是 Cauchy 列 《 由 等 距 人 性 
得 知 )。 因 万 是 完备 的 ， 设 xs->x。 由 1.4-8, #Y=TxEY, HY 
za. #Y=H, WTRBAT. | 
11. St=(UTU*)*=UT*U*=UTU*=S, 13 9-4. 
13. ITT*-T*TI<ITT*—-T,T1 +T Ti —-TIT a} 
+IT*Ta—T*T Į. 
上 式 右 端 第 二 项 为 零 。T。-> 了 就 指出 TY->T*〈 见 3.9 节 习题 3)， 
故 右 端 其 他 两 项 当 ?->ce 时 趋 近 于 零 。 
15. 引用 3.9-3(&)， 对 一 切 x 我 们 有 
Tx = Tx ?eT*x, TYX> 一 《TXT YX> 
&<TT*x,=<T*Tx,x) 
SATT*-TT 1,00 
&TT*-T*T=0. 
BIT*xj=1Tx|Rx=Tz, RAIIEITTzI=1T°zl. 
又 由 3.9 节 中 的 (6e) 
IT’I= sup IT’z|= sup IT*Tz}=1T*T =T. 


zii 


4.1 5 
5, 对 -4 的 元 的 个 数 使 用 归纳 法 。 
7. 12 ,24,36… (一切 被 4 和 6 能 整除 的 xEN).1,2。 


4.2 节 
5. PIR)<Y,Pey)<yHael0, 1 EEHL-a>0 和 
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plax+(1-a)y)<aplx)+(1-a)p(y)<ay 
+(1-a)y=y. 
9. Ba>0. Mflx)=plan)=plx). Za<0, TEH PA 
a 
f(x) =a p(x) S-—ap(l—-%)=blan)=p(&). 


43 $ 
1. P(0)=p(0x) 一 0p(x) 一 0; 这 就 指出 
0=p(0) =P(x+(-X))<plX) +p((—1)*)=2p(%)。 
7. 由 Riesz 定 理 3.8-1， 上 于 (%) =<x,xDd/Ixde 
9. Sg (z+ay) =f(2) +ac 即 可 把 了 扩张 到 空间 2 一 span 
《ZU 0，onEX-Z， 这 里 确定 < 的 方法 与 证 明定 理 4.2-1 (A 
中 的 p 应 换 成 本 节 的 (9) 式 ) 的 第 (c) 步 的 方法 相同 ， 经 可 数 多 次 
这 样 的 步 又 后 ， 我 们 得 出 在 中 黎 密 的 一 集合 上 的 扩张 ， 由 定 
理 2,7-11 即 得 结果 。 
11， f(x) 一 f(y) =f (x 一 y) =0。 应 用 4. 3-4， 
13. Feat. 
15, 由 定理 4.8-3， [xf>e 就 将 推 册 有 在 JEX' 使 得 1 二 1 
县 了 (x) 一 fx PT 


45 © 
3, (ST) =9((S+T) Xx) = 152) +alT=) 
= {5"9) (x) + (T*g) (x). 
5. ({(ST)"g) (x)=g(STx) =(S"g) (Tx) 
= (T* (S*g)) (x) = (7"S"9g) (x). 

"7, (AB)! =R Ar. o 
9, gEM*S0æ9(Tx) = (T*9) (x) 对 一 切 xEXX 成 立 。 
| &T’g=i. 
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SgEN (T) 


4.6 节 

1. x= (f En) dt rain, (Mal 

+H tanis (5y 是 固定 的 ) 。 

3. EX”. BXRERE, HOTE—gEL” 存在 xex, 
使 得 g 二 Cx， 于 是 h(g) 二 h(Cx) =f(x) EXNTX 上 之 一 有 界线 性 
Einf, MAC/=h, RBC: X >X” 是 典 则 映 象 。 故 Cl 是 满 
射 的 ， 因 而 X' 是 自 反 的 。 

5. heör'f, 

1. 8Y-X, Ryan, KeimeX-V, Ad=iafly- 


x1>0. 由 引 理 4. 6-7 ,存在 JEX'， 它 在 Y 上 为 零 ， 而 在 % 处 不 为 
零 ， 这 就 与 我 们 的 假定 矛盾 。 


o, MREZA, Y=spaaMyX, BIM 4,6-7 指出 ， 
存在 ?EX 它 在 了 上 处 处 为 零 , KEM LEAP, BE NEX-Y 处 
不 为 零 ， 若 只 是 完全 的 ， 则 了 一 允 ， 且 题 中 的 条 件 被 满足 。 


4.7 节 

1. (0) 第 一 纲 ，(6) 第 一 纲 。 

3. 由， 因 广 的 每 一 子 集 是 开 的 。 

5, (让)? 的 闵 包 是 整个 防 ， 当 而 且 仅 当 衣 RERA 故 每 
—seM&(M) za. 

7. 出 定理 4.7-3 直 接 推出 。 

9, bxh (Taxi = lEn lH Tann l? H0 (n~>00), 1; le 

1 利用 这 样 的 事实 ， 一 Cauchy 列 是 有 界 的 《 见 1,4 节 》， 
并 应 用 定理 4.7~83。 

13, REES Ea) SAN. NNS—F, (+) 是 有 界 的 ， 
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84.73, (HNMEARN. XE4.6-1,11=1gele 
15, 4 + sint +E sin 3t Hain 5t 十 …)， 


4.8 Ë 
1. 在 CLa,b] 上 之 一 有 界线 性 泛 函 是 6,,， 其 定义 为 bo (X) = 
xli), KEtEla,b], Kölıı) > (HERE (10) >x (ti) 。 
3, 这 由 刁 上 的 泛 函 是 线性 的 而 得 出 。 
5. 否则 ， 从 ‰% 到 了 的 距离 6 是 正 数 ， 由 4.6-7 存 在 JEX 使 
得 于 a) 一 5， 而 且 对 一 切 xE 了 ，j (x) =0. kf (xs) =0， 于 是 


(于 (xs) ) 不 收 伍 于 于 (x) 。 这 与 mn 一 -> 矛盾。 

7. 利用 第 6 题 ， 

9. 否则 ，A 就 将 包含 一 无 界 序列 (Xx) 使 得 limixwi 二 oo0。 于 
是 对 (xn) 的 每 一 子 序列 (xn,) 有 lim 1x ,一 co， 故 由 第 8 题 (xs) 


没有 弱 Cauchy 子 序列 。 这 与 假设 相 矛 盾 。 
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1. M.x-Ti=|(7T.-T) x[<]Ta-T1 1xl>0 (n>>o). 

3, 这 直接 得 自 于 定理 4.8~4 (0) 《其 中 应 以 yn 一 Tax 和 y= 

分 别 代替 x 和 Xx) 

5, ARE, B a D lEn i UNEEI 我 们 有 和 二 
/n(x)>0, An>oohf, 但 Hal=1。 | 

”7。 由 假定 ,(Twx) 对 每 一 SER Tax). 2 是 有 

界 的 ， 而 且 (17。f) 也 是 有 界 的 。 见 4.7-3。 

9 《17 人 是 有 界 的 。 因 17sxlsf7asllxi, 旦 范 数 是 连续 的 ， 
BL 

ITxj= lim Taxis lim IT]. 

"> 00 >08 
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1 0 0 0 
1 1 
37°» 
1, A= 
1 1 1 
3 3 0 


3. =, &n=nan—(n—1)m-1:(1, 0, 0, BE 
5, 五 ;给 出 (1,-1,1,-1， e); H, 给 出 (1, 0,1 3 -0 D 5 Lo 


e) 故 序列 是 蕊 :- 可 和 的 但 不 是 妇 ,- 可 和 的 。 
7. 对 & 应 用 归结 法 。 


4.11 节 
9. 公式 (16) 不 包含 x (0). 


4.12 5 

L. 了 把 开 球 映 成 开 区 间 。 故 论断 由 1.3 节 习题 4 得 出 。 殖 。 
3. fa,2a,3a, 4a}, {1+w,2+w,3+w,4+w}, 

0 A2,3,--,8}. 

5, IM=11=1Ki=1T"yleklyl, XE =ð), Rh 
除 第 项 为 1， 其 他 各 项 为 0. FRITI>R.E,BITREREN, 
7, 这 直接 由 有 界 道 定理 得 出 。 l 

9. T, X >X, (H =x 定义 ) 是 双 射 的 连续 映 象 ， 因 为 
1 有 /lx 本 <e， 而 且 由 4.12-2，7 是 连续 的 。 


4.13 Ë 
5. 由 2.6-107 :是 线性 的 ，7… 的 图 象 可 以 写成 多 (了 -11) 一 


“506 + 


(Tx, re ZIT)ICYxX, WEHREN, AHS(TICHxYE 
闭 的 。 又 由 (x,y)-*(y,x) 所 定义 的 映 象 六 x 了 > 了 x 大 是 等 距 的 。 

7. 了:X->Y 是 有 界 的 线性 的 , 而 且 多 (了 )== 六 是 闭 的 。 故 由 
4.13-5()T EAN. HEET, Y>XBE, WT ORR GE 
明 见 第 5 题 的 答案 ) ， 另 由 闭 图 象 定理 ， 因 乡 (7- >= y 是 闲 的 ， 
wT CRER. 

9. Æ-ATEKCYÆZRE 255, JAD, MERX 
sam (第 8 题 》 故 了 是 连续 的 〈1.3 节 ， 习 题 14》， 又 由 2.7-9 

是 有 界 的 。 

1. 利用 定理 4.13-3，。 ”i 

13. T- EM CE5 题 ) ， 故 由 4.13-5 (b), Æ(T)= 
多 (了 -~!) 是 闲 的 。 

15. (ac) 因 一 线性 算 子 映 0 为 0， 故 条 件 是 必要 的 


(b)AG(T)R-HBEM, KIT RR. le yı) 


(x, y) E99(T)， 于 是 
(x,y)— (yg) = (0 ~ EDT)., 

由 条 件 知 外 一 光一 0, kT ER. KZT 是 一 向 量 空间 ， 故 

Taxe. AOT) 是 闭 的 ， 故 让 是 一 闭 线性 算 子 。 


51 # 
1. (04) 一致 扩张 映 象 ，(5) 直 线 上 的 平面 反射 ， 空 间 中 关于 
一 固定 轴 的 旋转 ， 到 任意 直线 上 的 平面 投影 ， 恒 等 映 象 。 
5 存在 两 个 不 动 点 x 和 yx， 就 会 推出 矛盾 
d(x,y)=d(Tx,Ty)<d(x,y). 


1. %d(2,m) <6= 二 时 ， 有 d(TxiTxs)<e。 


1. 由 微分 学 的 中 值 定 理 
。 607。 


lg(x)—g(y) =ix—y|lg (Ei <alx—yl, 
其 中 上 在 x 和 ! 之 间 。 应 用 5.1-4 和 第 9 题 
13, (ac)% 一 0.500，% 一 0.800，x%s 一 0.611。 是 的 ， 
(6)1g (x)| <3 V 3 /8<0.65=a (H g” (x)=0 这 就 给 出 


X==1 / M3， 其 中 |g | 有 一 极 大 值 )》 ; 这 一 a 产生 误差 界 0.93， 


9.60, 0.39 〈 误 差分 别 是 0.18，0.12，0.07) . 
(c)3 一 xs 的 导数 在 靠近 根 (0.682328) 时 ， 其 绝对 值 大 于 1， 
故我 们 不 能 期 望 收 伍 ， 
15, 因 j 帮 2) 一 0， 中 值 定 理 给 出 
elf I- FRI RI klam, 
(k>0). HLEMM, HERZEN E(N<Lo,b]) 
f(x)=0, FEN LEBRN, MARE— EN l 


I (a) AN ash <h, Mm 
果 [x 一人 | < 于 所 . | | 
17, 当 m 二 1 时 海 真 。 设 公式 对 任 一 m 之 1 成 立 。 我 们 有 
d(Tnrix, Sutix)<ad(TTnx,TSnx) td(TSnx, SSmx) 
<<ad(T"x, Smg) +Kan e +n. 
19. 公式 是 关于 yw 的 误差 估计 式 ， 它 得 自 于 
d(#,9)<d(x,T"y)+dlTry, Sy) 


1 一 Cm ， 
1-a 


ar 
<a Yo Tyo) +n 


i-a” 
t~a 


< Laly, Sy)-+ni+n 


e 


* 608» 


1.00 0.9375 "0.90625 
1.00 0,9375 0.90625 
3. ( G ) - ... 
0.75 0,6875 0,65625 ! 
0,55)’ (0.68751? o 05825 ] ’ 
1.0000 0.9375 
1.0000 0.9063 
(b) "e 

-| 0.7500 0.6563 

0.6875)’ 10.6407)’ 


5。 两 种 方法 对 应 于 两 个 序列 


AIEE- 


0 2.0 1.2500 1,0312500 
| 0 | 图 [am [eaam| e 
0” 70,54’ 0,81257 ° C0.94531257 ” 
a 


7. di(Tx,Tz) 一 》， 


j=l 


2 CU 一人) 


kml 


<I Donlléi—él 


j»li 4ml 
< loat) liile 
j=l hei 
9. 在 (10) 中 我 们 有 DD "==diag(1/0ys)。 
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ee ee ee re 


5.3 $ 

1. 应 用 微分 学 的 中 值 定理 。 

3. 在 包含 i- 轴 的 点 (x 二 0) 的 区 域 中 不 满足 。 

5. 由 (2)， 解 曲线 必定 在 通过 (好 ，*。) 和 具 斜 率 一 c 和 ce 的 两 


FERA, XEHE a, h taR -hl <È, HER 


BEBJFR. Hik, Sha Li RAAT EERRR. 

7. 课文 中 的 证 明 表 明 ， 对 新 的 选取 ，7 仍然 是 心 到 其 自身 
的 压缩 映 象 。 

~9, 不 在 包含 x 一 0 的 区 域 中 。 


54 $ 
1. 我 们 得 出 
xs(t)=v0(1) tuke (1 +u+ +u"), 


x (=v(f) +- E ke’, ou=| e-w(r)dr, 


3. (4q) 一 非 线性 Volterre 方 各 
x Men, Ilr,x(r))dr, 
(56) 二 次 微分 ， 我 们 可 以 证 明 方程 是 
xz 一 | 。 (tf—r)f(r, X(Tr))dr+i(t—t)% +X. 


1 

iu" 
(AZE-RNENE Bextt)—uc=l, x(t)=1+ue. Hi 

ERARIS TF, BBes1/(1-e). 


9. ka=0 kw=0, .. % (t)=v(t) + ki,T)u(r)dr. 


5, (a) x (有 一 1 十 4 十 此 十 … 一 
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6,2 
l. 
3, 


节 
当 而 且 仅 当 xEY (由 2.4-37 。 
这 由 三 角 不 等 式 得 之 ， 事 实 . 上 ， 今 B=(Bl,… ,Bs) 并 引 


用 2.2 节 中 的 (2) 式 ， 我 们 得 
Ita)—f(B) ISIE ($; —a; e] Kmax lBe— ar) Elesi. 


5, 


x=(1,0) y=(0,1)8 Hls tyh 2. 


| 


RI 第 7 题 中 的 单位 球面 
(a)(0,0); (DRBR =0, 1E; (c)(0,0). 
这 由 引 理 6.2-1 直 接 得 出 ， 
我 们 令 


% =l x y= -ty a=- 1x] . 
BF 
于 是 Iw 有 = io 一 1， 厕 且 给 定 的 等 式 得 出 


Ix+yi 


Bu , 
d= Br eis | 


= jax, +(li=a)yıl 


+ BiLe 


nn nn mn ~ pa 


BRIEFEN EBLA =y, =y, 这 里 c= 上 x|/ly1 二 0。 
15, 这 由 这 样 的 事实 直接 得 出 ， 在 严格 凸 的 情形 ， 单 位 球面 
上 不 能 包含 直线 段 。 


6.3 © 
1. 这 由 有 关 (1) 的 论断 而 得 出 ， 这 一 论断 表示 (1) 中 的 # 行 
向 量 的 线性 无 关 性 。 
3. 这 些 是 (1) 中 行列 式 的 列 向 量 ， 在 线性 无 关 情 形 行列 式 
恰好 不 为 0。 
5. 不 然 的 话 ， 存 在 yoEY， 使 得 
lx—yl<minlx(t)— yt), 


于 是 yo 一 y= 二 x 一 y 一 (X* 一 J0)EY 必 与 x 一 y 在 那 x 十 1 个 点 ,ta,**， 
如 处 有 同一 的 符号 。 故 它 在 La, 如 中 的 个 或 更 多 个 点 处 必然 为 0， 
由 Haar 条 件 这 是 不 可 能 的 。 

7. T(t)==t 与 x(1) 在 0 和 1 处 一 致 ， 而 且 (x(1)~5(t))*=0 得 


出 cos (nt/2) 一 全， te 2 arc cos (2)=0.56. 而 且 x( 加 ) 一 


D1)=0.211, AD = + 2。 

a 把 有 ，… ,Br 当 作 函数 x 在 ,… tbri Eru pn (k 
AR) HEER tra, RTB A Ce La 对 应 于 y= 
Dayıhila,,- san, 而 且 (1) 式 变 成 为 ， 


Pit Pit "Pil 
?72 Yj2 * Pj 


20, 
Pim Yin * Pjan 
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HH {jis t.. 7) 是 由 {1 2, e ,0} 中 取出 之 一 hb 元 组 ， 


6.4 节 

1. T,(1)=321— 48 + 18-1. 

3. cos 1 在 [0 ,gr] 中 的 的 一 (2 一 1)m/227 一 1 处 为 0， 
Xt=cosf, HE HEt=cos[l(2/7-1)r/2n]. 

5。 否则 ， 由 (10)T。-: 在 同一 点 处 为 零 ， 重 复 这 一 结论 我 们 
得 出 在 某 ! 处 To( 拉 二 0， 因 7T,(1)==1， 这 是 不 可 能 的 。 

7. 设 v(0)=cos n6。 Nor +ntv=0. Ft=cos h. 

9. 令 1=cos 6， 我 们 看 出 积分 变 成 


| ageos n? cos mel —sin d)dd. 


6,55 
3, 利用 定理 6.5-1 和 这 各 的 事实 ， 人 性 天 关 人 的 了 集 是 
性 无 关 的 。 类 似 地 
Gy t Yn, Yars, Yr) = 0 
5, 不 等 式 当 2#=1 时 成 立 ， 假 设 它 对 任意 成 立 ， 并 引用 
(65), 其 中 xx 一 yn 我 们 得 到 
Gly Vari)=G (Yasi; Yr Ya) = ll’ Gly sy) > 0。 
第 二 个 论断 直接 由 定理 6.5-1 得 出 。 
7， 利用 (5) 和 下 面 的 不 等 式 《〈 这 些 不 等 式 是 显然 的 ， 由 定 
理 6.5-2 中 关于 z 的 说 明 )》 ， 
minly—arrı ya — anyal 
<minly Buy — payal, 
和 


minlyum— ans Um m" —anynl<IYmle 
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9. 第 一 个 论断 由 第 8 题 直 接 得 出 。 为 了 得 出 第 二 个 论 断 ， 
Dylan," am). TRldetA)’=Gly,- ,yn) 由 关于 表 二 行 
列 式 的 积 为 一 行列 式 的 熟知 的 公式 得 出 ， 而 且 <yy ys = aga 


6.6 # 
1. n+3. 
3. 我 们 找 出 . 
2, Y-1<t<0, 
y(t)={ a 
2, KOKK. 


5. $5, RT SChebyshev 2 RKR MERTA, 


因为 样 条 函数 不 是 多 项 式 。 
7. y(t)=—48/m+3t/n, 
9. 正 交 性 <y,x 一 y》,=0 指 出 
P(X—y) =pl) — ply EN. 
Woly >p, CREO). 


1. 3,| , | s,| | atib, | | em, [i ] 


838， 我 们 有 Ax=Ax(x0)， KA rein 


有 7y% 是 实数 。 数 凡 =r 4x 是 纯 虚 数 或 零 ， 因 为 
N=N'= (8 4x) 7 一 (xT47)T 一 84dTX 一 一 574xX= 一 N . 

5. 这 由 第 2? 题 和 第 4 题 得 出 ， 亦 见 3.10-2。 
7, 妨 : 存 在 当 而 且 仅 当 detAs0， 而 且 detA 是 4 的 np 个 特征 
值 的 乘积 ， 因 为 detA 是 首 项 系数 为 (一 1)" 的 特征 多 项 式 的 常数 


,8614。 


项 。 为 了 得 出 第 二 个 论断 ， 左 乘 4xj 一 xy 以 4 
9. 用 归纳 法 并 用 4 左 乘 于 dm =A 
A”x, =A A Dr ae) PETER 
11. Biy,=Cy, 48 
CACyjy= CI Ax =C Ax mA C mise 
13 4 一 1 ,代数 重 数 为 85， 几何 重 数 为 1， 特 征 向 量 为 (1 0 0… 
0)’. 
15 因 x(1)=e*#， 其 中 4*0 不 定义 一 多 项 式 ， 故 Tx 一 x 一 
Âx, A=0,x(t)=1, 代数 重 数 为 %， 几 何 重 数 为 1。 


7.2 $ 

1, ol)={1i}=0;(1), 对 应 于 1 的 特征 子 空间 为 学 ， mE 
对 一 切 4s1，Rs(T) 一 (1 一 4) -了 7 是 有 界 的 。 

5, Ya=span{En, Enyhe 

7. 设 4Eor(7)， 则 了 让 存 在 且 其 定义 域 不 在 下 中 稠密 。 现 
BZ(T)2DPZ(TYRBH2 (T DDT MATa DAT), 
FERTITEEXH A, Hleo.(T). 


9. KAEp(T,), WT MER RAIN, MAZ(TI)E 


X. HKTIYREHRRFFN, ERER ATEA (Ta) 


可 能 在 X hA [于 是 和 Ep( 了 7 了)3， 也 可 能 处 在 X HALT RIE 
c,(T}]. 


73 # 
1. o(T)Æ o0 Aik, DE-ARKH, Nike, mM 

县 在 紧 集 [0,19 上 有 一 极 大 值 和 一 极 小 值 。 i - 
3. iA) 
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5, TEE, RAGOT), FEAET). 
7. WAITI, y=Ta%, 于 是 
yl=IAx— Tx >A jet TAT 


1 
IRA(T)I=sup( jx )<T 


9, (oITI= | 用 7,3-4. (b) Tax = (BA, És = 
Ab," .)= 0, Y= Ce ad, ah2 »),aEeC}. 


714% 
1. E(T-IAD(T-ul=(T-uM(T-AN LER. 
3. BR(SSı=l, TR (T) =I R 
RuASYT-S)RAT)=R;(S)(T,—S;ı)Rı(T) 
= (R(S)T,-T)Rı(T) 
=R,.(S)—-Rı(T). _ 
AHT, 4-2. 
(a) SA >DIHRIIA 
RATSA I-T AT HAHA eee) 
ik 
RATJ=-AMI-T)-A-1)"T, 
ERIEK A0, 1ER. 
(b) AT)=T-T=0. pAs iE. 


7.5 $ 
1. 0o(T)=40}， 这 由 (10) 可 得 。 
3, (1-4)-1(A+41). 
5。 由 (10) 得 
FCST yi lST) ele lel ST 


e816。 


Klim] "um" =re(S)re(T). 
7. IN=2, T= a2, INA, 5 
9. 利用 (10) 和 3.10 节 中 的 习题 15， - 


7.6 节 
1. dimX<co， 见 2.4-2。 
3. 引用 1X1 二 max( |é l,e lÉ DHAT REXI 

(Ëi, En) (M, ea) = (Em, Sa) 
9, Xiy=% ly(xx i) =x ys =y e 
11 节 
1. 定理 7.7-1 的 平凡 推论 。 
3. 定理 7.7-1 的 直接 推论 。 

7. 和 否则，4 就 会 包含 一 x 使 得 x 一 ie 丰 0 对 一 切中 C 成 
立 ， 因 而 0(x) 一 中 。 这 与 定理 7.7-4 矛盾 。 _ 

9。 考察 任 一 x< 关 0。 根 据 假定, 对 某 — vEA, vx=e. TE 
v 丰 0， 因 为 不 然 的 话 ， 就 有 0=UX=e Zw=w, Ewo, 
因为 不 然 的 话 Ea 

1 一 6 一 0X0 一 0 一 0，。 
根据 假定 对 某 一 VE4，yw=e， 即 yxv=e。 故 有 左 北 Yx 和 右 
wx DEMA ( 见 7.6 节 习题 8》， 故 yx 一 x。 因 yxv 二 6 
( 见 前 面 ) ， 故 有 Xv=e。 这 与 vx 二 e 一 起 指出 任 一 % 直 0 都 

an. 


8.1 节 Te 

3. ZBIE—-TEC(X,Y). H1,.4-6la) £ C(X, Y) HHE 
一 序列 (Ts)， 按 8( 污 ,了 ) 申 的 范 数 收 敛 于 。 故 由 8.1-5 了 是 紧 
的 ， 即 TEC(X, 了 了 )。 ` 


‚617°: 


.T. 这 得 自 于 定理 8.1-3。 
9 见 8.1-4(a)。 
11. 这 得 自 寺 8.1-4(a)， 
15. 4 是 紧 的 。T (4) 是 紧 的 《由 2.5-6) 而 且 是 闭 的 (由 2.,5 
2). TACTA a TACTA) =T), aM TAN 
紧 的 (由 2.5 节 习题 9)， 故 了 (4) 是 相对 紧 的 。 


82 节 
1. Kane>o, ZUXH—,M, Msi, u 


位 于 SS 个 球 Blæs e/2), ‚Bis s/2) 的 并 中 。 因 了 是 无 限 的 ， 
故 其 中 之 一 球 必 包含 了 之 一 无 限 子 集 Z 
5。 Ham, HELLER. 
了。 Teen)=(&/N EX- KREERT, E 


L olaa =} :发散 。 
` 9. AN. 


8.3 5 

1. RS=-T ar, ENH SR. 现 应 用 谱 映 象 定 
理 7.4-2。 

3. 利用 8.3-1 和 8.3-3。 

5. 设 (xa) 是 有 界 的 ， 比 如 ，| xj 和 c 对 一 切 # 成 立 。 于 是 
《Sxs) 是 有 界 的 ， 因 为 

lISxal<lSlixal<lSle. 
涛 (Sxr) 包 含 一 子 序 列 (Sxns) 使 得 (TSxn) 收 敛 ， 这 就 证 明了 TS 
ARM. 
7. T* 是 线性 和 有 界 的 ( 见 3,9-2)，TT* 是 紧 的 (由 引 理 

8.3-2), ikh 6 m TT*=(T*)*T*, ET ARM. 


8i». 


* 


9， RITEN=N(T), KREdaN=o. F ENE- 
无 穷 的 线性 无 关 的 子 集 ， 比 如 ，(x。)。 现 考察 Kumspanfa,,, 
int, TER CKCH-ENDAFEN, AREOSRERN. 


By=lal'n. 由 2.5-4( 其 中 0 二 广 ) 存在 一 EK, E vl 


二]，Hy, 一 yl 之 1/2， 和 一 ysEK ,使 得 1ysl=1, In-yl>a 
lv, 一 hl 之 过 等 等 、 这 就 得 出 一 无 限 序列 (Va), Eyll 


lya=ul > mag. 


(A) Ayn-iyıl>3 (ma). 
因 UmEN, 故 有 0=T;ıym=(T-Al)ym: 于 是 
(B) Tyn= ym. 


因 A430， 关 系 式 (A) 和 (B) 表 明 (7wn) 没 有 收敛 的 子 序 列 ， 这 就 
是 一 了 矛盾， 因为 (bym) 是 有 界 的 ， METER 故 dim N=o 
是 不 可 能 的 。 - > 
11. mRdimX=o, N T= REM IN 8.1-2(b)], X 
当 4 二 1 时 , RE dmN(T,)=dimX=o, AFTER 
的 , 但 是 如 果 dim 针 = 二 coo， 则 对 4=0 我 们 有 dim XN(T,)=dimX 
13. 与 在 第 9 题 的 解答 中 ~ 一样， 如果 我 们 假定 dimW(TY) 
=o0， 出 2.5-4 我 们 有 一 序列 (ym)，h 了 yn1 二 1，ymENW(TI), ME 


lyn 一 四 j> 六，msg， 故 〈 见 课文 8.3-4 靠 近 末尾 的 证 明 ) 
0=Tiyn=(W —ul)yme 


NT 是 紧 的 且 S 是 有 界 的 ， 故 得 知 算 子 W=(TS)=(STV- 
ST ERB. FEW Yn) = (Hzym) 就 会 有 一 收敛 的 子 序 列 ， 然 
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larym—wyl>lur/2 (mq). i 
15. 如果 A=0 M {xli =0}, IRAS, Mali m0h A 
R420,1,0{0). ©. 
8.4 © 
1。 把 了 应 用 于 ( 3 )， 当 %>> 下 时 得 
Tyn ~T" ym=A (yn x), XEN is 
Tya =T’ ym=A Yn — x), XEN n-i 
IT’ya—T”Yn t> 14/2, 
等 等 。 
3、 AEII RA S deo(T)Uo(T) 见 7.2 节 习题 9。 
5, 7Tx 一 Ax，0 一 个 |，5_ /一 1 一 个 (一 2，3，…)，Y 一 
0。 每 一 40 在 p(T) 中 。 如 果 4=0， 则 =0, 这 里 Tx= (my)， 


RT)=P, 0&047), $0€0,(T), Bh o(T)=0. 


T. a RT 2E. DM8.3-1. 一 
9, 如 果 4&[50,1]。 N Tz a(t) =x(t)/(t—h), “D0, 
1]。 利 用 8,3-1 和 8,4-4。 
8.6 节 
3. 我 们 有 Lenin, flat ,pr) 是 这 样 的， 使 得 
k 


Yapı=0. 
k 


用 gj 乘 第 一 式 了 两 端 并 作 和 。 即 得 
2 2 ansipys= 2 Doss Lonm=fy)=0. 
5。 设 4= 了 一 条, 则 (1 ) 变 成 A4x=y， 它 有 解 x 当 而 且 仅 


当 任 一 满足 J Chi0Dy 一 0。 k=l, „n KJ w= (o) Me) 1,8; 
i i . 
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一 0。 利 用 点 积 和 A 的 列 向 量 01,… ,6s ,得 知 该 条 件 变 成 为 
wa=0(k=1,.- ‚n)>w-y=0. 

即 任 一 正 交 于 4 的 一 切 列 向 量 的 向 量 邮 CAETH E 阵 的 
一 切 列 向 量 ， 故 该 二 矩阵 有 相同 的 秩 。 

1. 21,23, Y1 Yan sk, y =Â, 作为 Riesz 定理 3.8-1 
之 一 推论 ， 

13. 下 面 的 两 个 方程 组 

Yasa=0,)j=1,--,n) 
k 


和 
Yaun=0, (k=1,." ,n) 
了 


有 相同 数 的 线性 无 关 的 解 ( 即 ， 如 果 ?=rankA4==n 则 只 有 平凡 
解 ， 如果 r<n， 则 有 # 一 r 个 线性 无 关 的 解 〉》， 

”15。 BEHRA Bk A, 逐 项 积分 即 得 关于 7x 的 
Fourier 级 数 表示 , X Tx=0 I ANYs=0, X Æ A A TxE 
Clo,a]. 但 是 当 y(0) 二 0 时 ，7T%=y 是 不 可 解 的 。 因 为 该 级 数 的 
每 一 项 在 ;==0 处 为 零 。 


8.7 节 

1. 在 这 种 情形 ，( 2 ) 中 的 了 是 一 2 行 方 阵 ， 而 x 和 乡 是 
列 向 量 。 或 者 对 右 端 每 一 给 定 的 向 量 非 齐 次 方程 组 有 唯一 解 ， 或 
. 漠 对 应 的 章 次 方程 组 至 少 有 一 非 平凡 解 。 前 一 情形 对 转 置 方程 组 
同样 成 并。 对 第 二 种 情形 ， 齐 次 方程 组 与 其 转 置 方 程 组 有 相同 数 
目的 (n 一 r) 个 线性 无 关 的 解 ， 这 里 7 是 系数 矩阵 的 秩 。 


3， 例如 ， 当 s< 计 时 As, 人 一 1 4s>im, Ksd=0, 


x 注意 ， 积分 是 一 未 知 常数 c。 故 w%w(s) 一 1 十 ic， 把 它 代 
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入 给 定 的 方程 中 得 c=1/(1 一 4),， url, 又 x(5) 二 1/(1 一 40), 
Aps 1，Neumann 级 数 是 几何 级 数 
X(s) 一 1 十 有 士民 十 … 一 1 一 上 (<1). 
对 齐 次 方程 我 们 得 出 4 p 志 1 时 x(s)==0， 当 4=1 时 x(s)=c 
(任意 常数 )。 这 与 8.7-3 中 的 一 致 . 
9. km, ka=, =) +| kC, Dinar. 


11. A=1/u=e’—1; 特征 函数 e 

13, (xn) 在 [一 1,1] 上 ， 这 里 xs(1i) 一 | 有 "收敛 性 不 可 能 
是 一 致 的 ， 因 为 极限 函数 是 不 连续 的 。 另 外 的 例子 是 [0,13 上 的 ， 
(Xa), BP X(t) =t, 

15. (a) 我 们 得 


1 1 人 1 
( 1 一 234 )e=-ue=w 一 了 Ac +( l1—-5 H Jo=ys, 


"LU 一 2)(s 士 六 一 12ust—4u „ 
èF 了 dt 


(b) PEAREERNE 
Me—6+4N3, 凡 一 一 6 一 4A/ 3， 


%(s)=J(s) Hal, 


1 1 2u 
= A == = 一 = . 
Ài u” =; x(s) 区 二 S+1(4=4, la) 
91% 


1, #5 A&n-/7 Hermitian ERBE, WR} 每 一 setr, Z7Ax 
为 一 实 值 ， 见 3.10-2。 每 一 Hermitian 矩阵 有 实 特征 值 ， 而 且 
不 同 的 特征 值 对 应 于 相互 正 交 的 特征 向 量 。 

3， 记 Tix 一 y， 我 们 有 x1=1Ry1 才 cyl。 

5. W*TWx w=<TWx,Wp=<Wx,TWy> 

=@,W"TWy. 
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7. Tel, XExe(£,), mb, AT), b) mr 
{4) 在 [a,5] 中 秽 密 。 这 里 我 们 已 经 用 到 o( 了 ) 是 闭 的 ， 见 ?3.3-2。 

9 注意 到 上 是 实 的 ，T ix 的 自 伴 性 即 得 ， 对 于 了 在 LTT, 
1I] 上 。 其 自 伴 性 也 得 自 于 内 积 的 积分 表示 , 这 里 积分 为 Lebesgue 
Bire Ra (TxE) 二 (1 一 4)-'x(1) 表 明 我 们 有 o(T)s=[50,1]。 又 
当 4E[0,1] 时 ， 我 们 看 出 

Tx(f)=(t—A)x(t)=0 

蔓 含 对 一 切 三。x( 人 =0， 即 x 二 0(ZL[0,1] 中 的 零 元 案 )。 KA 
不 可 能 是 全 的 特征 值 。 


9.2 节 

3. m=0, M=1. 

5. 这 由 定理 9.2-3 直接 得 出 。 

7. 特征 值 1，1/2，1/3，… 而 且 c(7T)=cr(T)U{0+， I 
Tx=0 蕴含 x=0。 故 我 们 有 00s(T)。 因 了 是 自 fE 的 ， 故 知 
coe(7 了 )={0} 由 定理 9.2-4 得 出 。 

9. 第 一 个 论断 由 定理 9.2-1 和 9.2-3 得 出 ， 因 A 映 Y, 到 其 
自身 ， 故 第 一 个 论断 蔓 含 第 二 个 论断 。 


9.3 # 

1. 0 和 (7 一 9)x%, >, 0<<(S-T)2,, e — H 
«(T-5)x,=0. 383183.9-3(b), T-S=0. 

3. S=B-A>0, ST=TS, 而 且 定 理 9 I-1A& ST>O 
这 就 得 出 结果 ， 

5. 这 得 自 于 定理 9.2-1 和 9.2-3。 设 4 是 一 ?+- 行 Hermitian 
矩阵 ( 见 3.10 节 )。 则 对 一 切 xEC*，X2 .4xz0 当 而 且 仅 当 “的 一 
切 特征 值 是 非 负 的 ， 

T. 由 下 式 自 伴 性 是 显然 的 ， 
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CT Tix p=<x,T,Tiyp=<x,TiT >. 
记 ! 一 Tix， 我 们 得 出 
TIT,%,m=<TT,x,T,9=<T ,y,>0. 
(注意 结果 也 得 自 第 6 题 ) 。 
9. KU+T)=0. W—x=Tx, id, AT>0 
0<Tx,9=—-,0=—-1x]’<0, 
这 就 指出 x=0. wU AT) FE. M 2.686-10. 
13. 这 得 自 于 第 12 题 和 定理 9.2-1，。 
15. <Tx ,Tx 之 cxx,X，T*T 之 c:1，T*T 不 是 紧 的 (由 8.1 
=2(b) 和 第 14 题 )， 而 且 了 不 是 紧 的 ( 见 8.3 节 习题 6) 


94 节 
1。 例如 ， 由 下 面 的 矩阵 所 表示 的 算 子 ， 其 中 gis 和 gu 是 


ea. Der 
ID IL SL OL 
0 1” 0-1" Ga 一 1 0 1 ° 
3. 是 的 。 是 的 。 是 的 。 Ax={0,0,63,64,"). 
5. 因 个 二 7 二 7 二， 且 7 是 自 伴 的 ， 故 
Tw, l= 1<T 2%, Tg] <ITExy To] 
=<Tix, TÊ Try, Tiypır 
=<Tx , DT y , yy. 
7. 当 了 Tx=0 时 。 那 一 不 等 式 成 立 。 设 Tx0， 记 y=Tw， 
我 们 得 : 
ITS <TD Tx, TOA 
因 
<Tx, Taxa TSIT iT], 
624 » 
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SCH 
ITa PTa, x TPT, 
除 以 1Txl 即 得 结果 。 
9. DD'=D’D=!, 


9,5 节 


1. 引用 定理 9.5-2, 显 然 P=0, 如 果 P 投 影 到 10} 上 ，P=]， 
如 果 了 投影 到 五 上。 
3. 例如 ， 由 下 面 的 矩阵 所 表示 的 了， 其 中 os 是 任意 的 ， 
KAF, 
i i 0 
| uch 
5. WRSMY,=PiH), jel,- m. 是 两 两 正 交 的 , 则 


二 是 投影 算 子 ， 这 由 归纳 法 可 得 。 反 之， 如 果 卫 是 投影 算 子 ， 
A 
IPxi’=<P?x,&=<Px,x, Bla =(P,x,®, & 对 一 切 % 


Px]? HPAP DP, =<Px, x = Pal <l 
Eu M =P Y FERMA Px=Ply=Py, H 
\ Py HPP <I =P, 
ik P,Pıy= =0, MP,P=0, %H9.5-3, YıLY:. 类 似 地 ， 对 一 
Wimkzj, 7; 上 Yu 
9, kla) EARE AX 由 的 规 烙 正 交 化 序列 。 则 由 Pax 


u, ee, 所 定义 的 P, 是 到 空间 YPO RR 影 。 由 定理 


935-4 我 们 看 出 十 十 … 十 Ps 是 一 投影 算 子 。 因 
Pixl*= <x, eb ’lal’=1cx,e»1?. 
故 第 8 题 得 出 3 ,4 节 的 (12*)， 这 就 推出 3.4-6 的 (12) 
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9.6 节 

3. (Pa—P,)x=(C —8:J/2, E61 一 5641/2，0)。 否 ( 见 9.5 
-41). 

5. 例如 ， 设 Ps 是 人 到 这 样 的 子 空间 上 的 投影 ， 该 子 空间 
由 一 切 这 样 的 序列 x=( 刀 ) 所 组 成 ， 对 一 切 /> &,=0. 


7. PA=N PH). 


9 7*(Y+)cY: 当 而 且 仅 当 了 + 二 (T%)#(Y+1)( 这 由 3.9 
TASER). H 3.3 节 的 (8) 式 有 Y*+=Y。 又 由 3.9-4, 
(T*)*=T. . 

11. WẸ dimY =r, dimY +=n--r, Y=spanfe,,-- ‚e,} 这 
里 (e;,… ,en) 是 瑞 之 一 基 ， 于 是 矩阵 前 面 + 行 和 最 后 的 n 一 r 列 相 
交 处 的 元 ， 以 及 最 后 的 一” 行 和 前 面 的 + 列 相交 处 的 元 全 为 0。 
13。 我 们 得 出 
TP,=T(I~P)=T-TP,=T7T—P,T= u- —P)T=P,T. 
15, 设 yEY，zEY+。 则 由 假定 TyEY， 又 TzEYt+ 由 自 伴 性 
得 出 ， 因 为 | 
<Tz,yp=<2,Tp=0. 


9885 . f 
1. Fi=E;_e p 
5. (a) 以 零 代 一 切 负 元 。 f 
(b) 以 零 代 一 切 的 正 元 ， 并 弃 掉 负 元 的 减 号 。 N 
(c) 弃 掉 负 元 的 减 号 。 
T RENAT. (atil ATHENA) (b) max 
(1,5—4,0),; (c)max(—t;, +4,0); (d) lt; — AlI RA: KRER. 
9. #/I<0, WE =0 #120, W E=. 
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9.9 # 
1. #190, M Ei=0; #420, W Ei=l, 


T=| AdE =0(E—E.-1)=0 0—0) =0. 
3. #1<Q1, W 天 :一 0 #4, ME =l. & 
T=f_2E=1(E,—E,-) = 0-051. 


5, HRERERTE 过 4 的 一 切 特征 值 的 特征 空间 的 和 
上 的 投影 。 
9. 设 x= (E)EP， 则 
(7-24 1-15 el 


Jams ] 


-2; I< < TH > ur 


1 
<mt 1)" Ixl’, 
于 是 


m 1 1 ' 
|-2 FP [< > (m-> 00)。- 


9.11 节 

1. 当 4<X( 最 小 特征 值 ) 时 ， E,=0 上 ;在 特征 值 处 恰好 
A “BR”, MEH AeA, 时 达到 了 (这 里 和。 是 最 大 的 特征 值 )， 
当然 这 只 证 实 我 们 在 9.7 节 开 始 时 的 考虑 。 

3. AE, 是 连续 的 《cr(7) 一 中 )， 当 14<0 和 4>1 时 是 党 
ERR, MEL,.1J=o(T)=0,(T) LAER ERZ. 


.527 。- 


a ee et 


5. 如 果 一 实数 入 在 p( 了 ) 中 ， 则 由 定理 9.11-2 推 出 ， 对 一 
切 充 分 靠近 如 的 4ER 有 AEE(T). Ko(TINRERZ- FF, 
EER 上 的 补 集 是 闭 的 。 

T. 9.2 节 习题 7 中 的 了 是 一 例 。 

9， 设 了 是 由 人 的 一 切 特征 向 量 生 成 的 闭 包 。 则 T=T|y 
有 一 纯 点 谱 且 TI(Y)CY. MET ÆY 上 是 自 伴 的 。 类 似 地 ， 
了 :一 7lz 在 2=Y: 上 是 自 伴 的 并 有 -一 纯 连 续 谱 ， 这 与 由 了 的 构 
造 所 得 出 的 正好 一 样 。 


10.1 节 

5. DZ(S+TNIEHHME. o 

T. 由 定理 2.7-11 扩 张 人 到 罗 (7) 把 所 得 的 算 FI 扩张 到 
五 ,例如 当 xeD(T)-STx=0. 

9. 利用 证 明 Hellinger-Toeplitz 定理 的 思想 。 


10.2 #. 

3. 利用 3.10-3 的 证 明 的 思想 。 

5. 由 10.2~1(b)，TCT4*， 另 由 10.1 节 习题 9T** 是 有 界 
的 。 故 了 是 有 界 的 。 

7. 引用 2.7-11。 T 的 对 称 性 得 自 于 了 的 对 称 性 及 内 积 的 
连续 性 ( 见 3. 2-2). 

9， 设 SS 是 了 之 一 对 称 扩张 。 于 是 

TCSCSCT#-T, 

( 见 10.2-1(a)); 下 T=5。 


10.3 节 
1. AE EELO. 3-2(a) 得 出 ， 因 为 ， 例 如 
a=(1,4, 0,0% )>r=( ya), 


.628 。 


Ly 273’ 
3, BR HxH. 中 之 一 Cauchy 列 , 这 里 ws 二 (Xn, Ya)e 
于 是 


Txn 一 ( 1 1 ,0,0.. )>,-(}) EP. 


TATA = galt 
表明 (Xsn) 和 (yn) 是 H 中 的 Cauchy a, W Xn->% 和 yn->ife 于 是 
wmouw=(X,y). 


5， 我 们 有 TI=S~!， RES, Por Sx=( $4) Æ x. 


BA, SRARM. ADS) aM, KE10.3-%e), SH 
HR LARAS T, 也 是 闭 的 。 | 
T. Kr, yJELULHT))I. URN EDT), 
0=<l%,Yy), (Tx, XP, TI + ye, 一 0， 
BRT X, =, Y e KREZIT)Ey=T*%, TR(%,y)€E 
(Tr) RZ, 人 (xo )ES (T*) 出 发 ， 倒 推 ， 即 得 (%。, ,yo)E 
LU($(T))r. 

9. 由 10.1 节 习题 9，T* 是 有 界 的 ， 又 由 10.3-3 知 其 为 闭 
的 , 于 是 由 10.3-2(c) 纪 (7T”) 是 闭 的 ， 由 第 8 题 它 还 是 稠密 的 ， 
故 弛 (7T#) 一 末 。 另 由 10.1 节 的 习题 9( 其 中 应 以 T# 代替 了 ) 知 
TH 是 有 界 的 。 而 且 由 第 8 题 知 Ts*+ 一 人 | 


10.4 # 

1. 证 明 与 定理 9.1~1(a) 的 证 明 逐 字 相 同 。 

3, 由 10.4-1 得 之 。 

5. TO BEBD(TT)=H, Key 使 得 对 一 Y xE 
D(T,)=2(T) 

0=<T ix, y> =T x, y> —<%, ÀY), 
上 式 表明 T*yæjy. 
“829. 
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7. 设 4Eco(T)。 于 是 由 第 5 题 M4Ecar(7T#)， 故 由 10.4-2 和 
T=T*, RRHH AET). PA. 
9, Tx=hx E x 二 0， 这 就 推出 
KR, DA, DT, DX, T= ACY, 0, 
于 是 4 一 4， 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 ! 这 与 在 定 


理 9.1-1(b) 中 得 出 的 -- 样 ，crz( 全 ) 的 可 数 性 现 由 定理 3.6-4(8) 得 


也。 


10.5 节 
1, Un=Ax, Ux, =A 和 
a, = UX, UX = A AX, Xo>, 
大 <% ,xs> 一 0， 因 为 丸和 sl。 
5. 车 4 是 一 特征 值 ， 则 7'， ZERA, 反之 亦 然 , 设 4 
BEURE, HTx, [a= BRT 存在 。 则 
Iyl=lMTım  "TIimeKTı)= DT‘), 
jys1= 二 1]， 且 | 
HT? ysi = Tad hx = Tx ">, 
ERRAT ! 是 无 界 的 。 

RZ, ET 是 无 界 的 ， 则 在 多 (7T?!) 中 存在 序列 {ys} 使 得 
Il=1lElTT lo. HIT Ti yn RT ESS 
=] H 

x= Ty yal =T yl 0. 

7. Tx 一 4x 一 [一 个 HM, é — Aé, e) =0 E H x=0. 

9. 直接 由 定义 得 之 。 


10.6 5 
1. t=eillru)/{1-u). 
3, WEH REIT HHI) EDT), i 
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S(T+il) 'seZı(T) 
且 
(THIJSIT HI) "x=S(T HIT HI) =S, 
S(T+HiI)"x=(T-+il)"'Sx, 
SUx=(T-i/)(T+il)!Sx=USx. 
5. HA EJT), NT ERRA, ik 
(A) I (Tilsi =T] <T% ixt Cix,Tx> 4+ xj 
< 
于 是 (了 十 订 )x=0 就 推出 * 一 0, 由 2.6-10 知 (了 十 红 )' 存在 , 且 由 
《〈A) 知 其 为 有 界 的 。 令 gy 一 (7 +i7)x 并 引用 ( 1 ) 和 (.4) 得 出 
Uy t=T- s =T a 
= f(T +i xl = jy. 
7T. h egim. 13-5(b) MIU EA 的 ， K RU) em 
的 ， 因 为 由 第 5 题 U 是 等 距 的 。 


11.2 节 
E 20 

3. T-cl=T-ul+(u- A RE 

Es LT —el])=vars T)+2(u—c)EuT—ul) + (uo) 

>var,(T) 

《因为 EuT-ul)=0), Ku=u(T). 

5, 由 11.1 节 的 (2 ) 式 和 本 节 的 ( 4 ) 式 

1 (2ri/h) pq 


1=| yag=| 7| Fire 
[ore P” dpaa, 


由 (5 ) 式 ， 对 9 的 积分 是 p(p)。 
7. Am, 


dpdq 


.891 。 


(DiQ,—Q.D y= lat) ag v=o. 
9. 诸 .人 由 商量 积 的 分 量 形式 所 和 启示。 其 他 的 两 个 关系 式 
是 . 


LN 一 LN Ars 


U ee lan 


它们 由 第 7 题 直接 计 算 可 得 ， 或 由 第 一 个 交换 关系 中 下 标的 循环 
排列 而 得 ， | 


11.3 节 

1.g= 土 V2E7may 极 大 位 移 点 ， 这 里 五 一 六 ik Erm=0s 

3. 锅 二 (1 一 后 )% 一 0 加 对 应 于 (tt) 中 的 4 一 3 这 与 
H (s)=1 的 事实 是 一 致 的 。 

5。 由 递归 公式 


Amar 2 
Am m 


记 
e° =] +P? + + Bans” + Ans" Hee 
对 偶数 wm， 我 们 有 


Basa BUG +) 2 
m 1 Pog “mt? 


上 式 表明 ， 如 果 级 数 不 是 有 限 的 ， 则 对 应 的 解 当 |s| 充分 大 时 与 
ezp(e) 一 样 人 地 增长 ， 从 而 y 与 ezp( 呈 ) 一 样 快 地 增 大 。 
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NL 


K 


niqa)=n (q )n(02)N(4s), E=A +4 + As 


Ti g m n5 + szym 
N N: Ns 


(4, +4, +4,)=0, 


Sam 
7 + Ass 一 0， 


等 ， 
3. 由 第 2 题 


1 * C) __ 1 __ Fr 
Pari = Ta“ (A* = Tal A* /nipee 
由 (15)， 还 有 
Ayı= Jay AA 


= (AA Dina =n bar 
5. 当 s=1 时 为 真 ， 因 为 由 (13) 到 (15) 式 
1 
AQ-QA= gt AlAr Ar) (Ar AR) A] 


* a f h 
= zug AA Are VE 
我 们 作 归 纳 法 假设 ， 对 任意 固定 的 公式 成 立 ， 把 Q 从 左 端 和 右 


端 作用 之 得 


Qatar, 


AAMO, 


‚033 + 


A000) s0r. 


Anm, 
加 之 ， 有 
AQ — Q+ A+Q(AQ:- eQ A Q= V 2s0°, 
其 中 
AQ =Q" DE i AMD, na (DO 


7. 由 11.3 节 的 (2) 式 ， 我 们 可 以 写成 (gq,1)=%(g)e~iwt 


其 中 


pq)=p (9)= A e4 +B,e-tbig, (a<0), 
pq)=p(9)= Aerdıa +Bze-iba, (g>0). 


v 中 的 第 一 项 表示 入 射 波 ， 而 且 可 取 4,=1。y 中 的 第 二 项 表示 


RER. p 中 的 第 一 项 表示 传递 波 ， 且 B, 二 0， 因 为 由 假设 没有 
波 从 右边 入 射 进 去 。Schridinger 方 程 表 明 势 中 的 不 连续 性 引 超 
PE 9 一 0 处 的 不 连续 性 ， 而 且 多 和 光 在 0 点 的 连续 性 得 出 下 面 
的 二 条 件 ， 


1 +B=4, 
ib, ( 1-B, )=ib, Az. 
RL 
_bı-b 2b, 
B-E 7° A= ti 


注意 bio, KERIRTERBRLERMN. 
9, bi<0, b=ib (h 是 正 实数 )。 办 仍 是 正弦 曲线 ， 但 
ya(9g) 一 4se 一 pg 


(HARR). KHA DOER, 该 区 域 经 典 粒子 不 能 进入 。 
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3, imisi, RA Pi 是 1 次 的 ， 且 zz 不 必 和 民 为 零 。 
9. u(p)=p"v(p) 给 出 v4+v=0, 这 就 得 出 J /s 和 dao 
在 0 点 为 有 限 的 解 是 


U0) Tp) Ssinp, 


(1=1) Tinto) -2 (ecosp) 


(=2) td -Z he sinp). 
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Algebraic 代数 


索 引 
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定理 
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量 空间 的 一 
Direct 直接 
method 293 一 法 
sum 137, 411 一 和 
Discrete 离散 
metric 7, 21~ È R 
.spectrum 352 一 谱 
Distance 距离 
function 3 一 函数 
between points 4 点 闻 的 ~ 
between subsets 5 TE 
间 的 一 
irom a subspace 133 F 
空间 的 一 
„Divergent sequence 256 发 
散 序列 
Division algebra 382 可 除 
代数 : 
Domain 定义 域 
in ‘he complex plane 365 
复 平 面 中 的 域 
of a mapping 576 W% 
的 一 
of an operator 7 HF 
的 一 
Dot product 79, 98, 123 


AR 


Dual basis 107 对 偶 基 
Dual space 112 HEZA 
algebraic 100 代数 一 


E 


8=(E,) 489 
Eigenfunction 352 固有 函数 
Eigenspace 346,352 HEZ 
间 
Eigenvalue 346, 347 固有 
值 (特征 值 ) 
Eigenvector 346，352 固有 
MORE) 
Embedding 102, 227 KA 
Empty set 572 Z 
e-neighborhood 17 e 邻 域 
e-net -网 
Equality of operators 93 
Equicontinauity 431 等 度 连 
Equivalence relation 580 
等 价 性 关系 
Equivalenat norms 70, 278 
等 价 范 数 
Eucliden KIE 
metric 5, 6 KLEE 
plane R? 5 
space R” 6, 31, 48, 56, 


651°: 


113, 123 
Euler 
tormulas 151 Euler 公式 
summability method 262 
Euler 可 和 方法 
Existence theorem for 存在 
定理 
best approximations 313 
最 佳 逼 近 的 一 
diiferential equations 300 
微分 方程 的 一 
fixed points 286 不 动 点 
的 二 
minimizing vectors 135 
极 小 化 向 量 的 一 
splines 340 样 条 的 存在 性 
定理 
Expansion 93 扩张 
Extension 扩张 GEM) 


of a functional 110, 202, 


207, 209 ZŘÉJ~ 
of a mapping 579 W2 
的 一 
of an operator 93, 284, 
499 ” 算 子 的 一 
problem 202 一 问题 
proper 579 Ar 
Extremal point 320,322 # 
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ee 


Extreme point 320 WEA 


F 


Factor space 3 因子 空间 
Family of sets 580 和 集 族 
Finite dimensional 有 限 维 
normed space 67, 90, 104 
一 赋 范 空间 
subspace 68~ ?ZR] 
vector space 50 一 向 星空 
闻 
Finite 有 限 
rank 386 有 限 秩 
set 575 ~f 
First category 234 第 一 网 
Fixed point 286, 307 不 动 
点 
Fourier 
coefficients 147, 155 Fo- 
urier AH 


series 150, 238 Fourier 


级 数 
Fredholm 
alternative 428 Fredholm 
择 一 律 或 择 一 定理 


integral equation 305 Fre- 
dholm 方程 


ii 


theorems 420 Fredholm 
定理 
theory 383 Fredholm 理论 
Frobenius theorem 445 Fro- 
benius 定理 
Frontier 23 边界 
Function space 7 函数 空间 
Functional 97 2A 
bounded linear 97 有 界 
线性 ~ 
linear 97 线性 ~ 
positive homogeneous 202 
正 齐 次 一 
relation 576 函数 关系 
subadditive 202 次 加 法 泛 
ER 
sublinear 202 次 线性 一 
Fundamental 基本 
orthonormal set 158 一 规 
范 正 交集 | 
sequence 25 一 序列 
set 158 一 集 


G 
$ (T) 279 


Gauss-Seidel iteration 296 
Gauss-Seidel AR 
Generated 49 生成 的 


Generating tunction 176, 
177 生成 函数 
Geometric multiplicity 350 
几何 重 数 
series 355 几何 级 数 
Gershgorin’s theorem 298 
Gersheorin 定理 


Gram 


A: 


determinant 336 Gram #7 
列 式 
-Schmidt process 148 Gram 
-Schmidt 过程 
Graph 279 图 象 
Group 54 Æ 


H 


Haar 
condition 321 Haar 条 件 
uniqueness theorem 324 
Haar 唯一 性 定理 
Hadamard 
determinant theorem 338 
Hadamard 行列 式 定理 
formula 371 Hadamard 
AF 
Hahn-Banach theorem 202, 
207, 209 Hahn-Banach Æ 
理 
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poart 


Hali space 104 半空 间 
Hamel basis 51,200Hamel& 
Hamilton operator 556 Ha- 
milton #7 
Hamming distance 8 Ham- 
min ER 
Harmonie oscillator 552, 
555, 560 调和 振子 
Heisenberg 
commutation relation 547 
uncertainty principle 548 
Heisenberg WRER 
‚Hellinger-Toeplitz theorem 
498 Heiliager-Toeplitz 
定理 
Helmholtz equation 551 He- 
Imholtz 方程 
Hermite polynomials 171, 
553 Hermite 多 项 式 
Hermitian 
torm 134 Hermitian 形 
matrix 191,349 Hermitian 


Heisenberg 


矩阵 
operator 190, 437 Hermi- 
tian 37 

Hilbert 

-~ -adjoint operator 185, 
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223, 500 
Hilbert 伴随 算 子 
dimension 158,163 Hilbe- 
rt 维 数 
relation 359 Hilbert 关系 
式 
suquence 1? 10, 49, 99, 
145, 189, 252, 387 FF 
IA R] I 
space 120, 335, 436 Hi- 
lbert ”空间 同 构 
Hölder 
inequality 13 Hölder 不 
summability method 262 
Höldr 可 和 性 法 
Holomorphic 全 纯 
function 366 Ak 
locally 367 局 部 ~ 
operator function 367 .~ 
算 子 函数 
Homeomorphism 43 AR 
同 态 
an? 
function 
334” 超 几何 函数 
Hyperplane 103, 212 超 平 面 


Homomorphism 78 
Hydrogen atom 507 


Hypergeometric 


Idempotent 139, 365 # 

Identity 恒等式 ， 单 位 元 
of an algebra 374，381 

代数 的 单位 元 

operator 79，87 单位 算 子 

Image 575 & 

Iacomparsble elements 198 
不 可 比 元 

Incomplete normed spaces 
57 FRENBREN 

Inconsistent equations 328 
不 相 容 方式 

Increasing sequence of ope- 
rators 449 递增 的 算 子 序 
a 

Index set 580 指标 和 集 

Induced metric 4, 5 ZH 
度量 

Inf 582 下 确 界 

Infinite XIR 

dimensional 50 FRE 
sequence see Sequence ~ 

序列 
"series see Series 无 穷 级 数 
Initial value problem 300 


初 值 问题 


Injection, inlective 81, 576 
内 射 
Inner Product 120 内 积 
space 120 内 和 空间 
积分 的 
equation 304, 384, 453 积 
分 方程 
operator 79,88,454 一 算 子 
Interior 17 内 部 
point 17, 315 ”内 点 
Interlacing of zeios 334 & 
点 的 交错 
Interpolation 340 内 捅 法 
Intersection 572 3% 
Invariant subspace 354, 466 
不 变 子 空间 
Inverse 375, 584 Ei 
image 575 一 象 
mapping 62，576 Mi 
operator 62, 95-HF 
Invertible element 376, 378 
WEI 
Isometric 39 等 距 的 
Isomorphism 101 同 构 
Hilbert space 163 Hilbert 
空间 一 
inner product space 130 
NRER- 


Integral 
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nn ee m e e era 


metric space 101 度量 空 
H~ 
normed space 113 MiZ 
H~ 
vector space 102 向 量 空 
a~ 
Iterated kernel 309, 456 & 
RR 
Iteration 288,295,296 &ft 
J 
Jacobi iteration 295, 299 
Jacobi 4 


K 


Kernel B 
degenerate 434 退化 核 
of an integral equation 
304 ”积分 方程 的 ~ 
iterated 309 AR~ 
of an operator 783 97 
Bj 
resolvent 309 H~ 
Kronecker deita 107 Kron- 
ecker 6 


L 
1 56, 114, 230 
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I’ 10, 49, 99, 124, 145, 
183, 252, 409 | 

1? 10, 21, 33, 56, 115, 
124, 248 

læ 6, 21, 32, 56 

Lla, bJ 57, 123 

了 (一 co 十 co) 171, 532, 541 

LLa, bJ 58 

L(X, Y) 110 

Laguerre polynomials 174 

多 项 式 

Laplacian 550 Laplace # 
7 

Lattice 201 格 

Least sguares approxima- 
tion380 KUhZRER 

Lebesgue inlegral 59 Lebes- 
gue 积分 

Leit-shift operator 526 Æ 
位 移 算 子 

Legendre 


Laguerre 


differential equation 171, 
567 Legendre 微分 方程 
polynomials 166 Legendre 
多 项 式 
Limit 22, 24, 31 极限 
Linear 线性 
combination 49, 67 一 组 


合 


dependence 49 
equations 293 
extension 110 
functional 97 ~A 
hull see Span ~, 
independence 49 一 无关 
operator 77 -HF 
space 46 一 空间 

Lipschitz condition 293, 
301 Lispchitz 条 件 

Locally 局 部 
compact 77 一 紧 


holomorphic 367 ~£ 


Mapping 575 映 象 
continuous 19 Kin 
Matrix 80, 89, 95, 191, 
221, 345, 375 ”和 矩阵 

Maximal element 199 极 大 
元 

Mazimally symmetric 507 
极 大 对 称 

Meager 234 

”Metric 3 度量 

induced by a norm 55 由 


范 数 导出 的 度量 


mn en 


space 3 一 空间 

Minimizing vector 135 #% 
小 化 向 量 

Minkowski inequality 13 
Minkowski 不 等 式 

Momentum operator 544 动 
BAT 

Monotone sequence of oper- 
ators 449 算 子 的 单调 序列 

Multiplication operator 79, 
486, 532 ”乘法 算 地 

Multiplicity 350 Æ% 


NT) 78 
Natural 自然 
injection 143，580 ~) 
射 
nom 96 一 范 数 
Negative part of an opera- 
tor 472 Ara 
Neighborhood 17 SE 


Neumann 308, 433 


series 
Neumann 级 数 

method 291 Ne- 
wton 法 

Nilpotent operator 372 等 


FATF 


Newton’s 
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m m a rn en aE E 


mr 
re pE m etre en A pr ore 


Nonmeager 234 非 贫 的 
Norm 55, 98 TE 
of a functional 97 Eh 
的 ~ 
of an operator 86 F 
的 一 
on a product space 279, 
284 ” 积 空间 上 的 ~ 
of a sesquilinear form 180 
半 双 线性 形 的 一 
Normal 正规 
matrix 192 人 和 矩阵 
operator 190 HT 
Normally solvable 416 正 
规 可 解 的 
Normed HE 
algebra 374 一 代数 
linear space 55 Rh 
A 
space 54 ~ 空间 
vector space 5 一 向 量 
空间 
Nowhere dense 234 XAI 
= 
Null & 
operator see Zero, opera- 
tor HF 
space 78, 92, 103 零 空间 


.058 ， 


Numerical integration 268 


数值 积分 


0 
Observable 543 ”可 观察 量 


One-to-one 81，576 ”一 对 一 
Open F 

ball 16 FR 

covering 5831 FE 


mapping 23 FAR 
mapping theorem 273 JF 
映 象 定理 
set 16 开 集 

Operator 77 算 子 
adjoint 219，394 ”伴随 ~ 
bounded linear 85 BER 

线性 ~ 

compact 383 R~ 

equations 413 一 方程 

of tinite rank 408 AM 
~ 

iunction 366 BKL 

Hilbert-adjoint 185, 223, 


Hilbert 伴随 算 子 
linear 7 线性 一 
normal 190 正规 一 


resolvent 351 


R~ 
selt-adjoint 190, 436, 506: 


a~ 
symmetric linear 506 对 
称 线性 一 
unitary 190, 194, 518 
a~ 
Ordered set 198 F& 
Orthogonal 122 EÈ 
complement 137 ~žþ 
dimension 158 一 维 数 
matrix 192 一 和 矩阵 
projection 138, 456 一 投 
影 
sequence 142 
set 142 —& 
Orthonormal 规格 正 交 
basis 158 一 基 
iamily 142 —i% 
sequence 142 一 序列 
set 142 ~È 


一 序列 


P 


Paralleloeram equalitv ;22 
平行 四 边 形 等 式 

Parseval relation 159, 165 

Partial ordering 198 {ù F 

Partition 581 分 划 

.Porron-Frobenius theorem 


Parseva! 


445 Perron-Frobenius & 
至 
Picard 
iteration 302 Picard AR 
theorem 300 
Picard 存在 定理 
Plane 5 平面 
Point 点 
of accumulation 19 RÄ 
spectrum 352 点 谱 
Polarization identity 126 
KEFR 
Foliar space see Dual space 
næm 
Paiva convergence theorem 
237 Pólya ich 
Po!ynomials 36, 237, 314, 
336 ”多项式 
Chebyshev 332 Chebyshev 


Pag 


existence 


Hermite 171 Hermite~ 
Laguerre 174 Laguerre ~ 
Legendre 166 Legendre ~ 
Position operator 543 WE 
证 子 
Positive IE 
homogeneous 202 ~ 
operator 446 一 算 子 
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Part ot an operator 472 
算 子 的 一 部 
square root 451 一 平方 根 
“Posterior error bound 288 
后 验 误差 界 
Power & 
series 519 一 级 数 
set 575 ~Ë 
Pre-Hilbert space 120 #& 
Hilbert 空间 
Principle of uniform bound- 
edness 2322 一致 有 RER 
理 
Prior error bound 288 先 验 
误差 界 
Product 积 
of mappings 579 映 象 的 一 
ot metric spaces 5 度量 
空间 的 一 
of mormed spaces 67 MR 
范 空 间 的 一 
of -operators 501 算 子 的 一 
of projections 458 投影 
的 积 
of self-adjoint operators 
193 自 伴 算 子 的 ~ 
of sets 575 和 集 的 一 
of vector spaces 53 WE 
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空间 的 一 
Projection 138，455 投影 
operator 138，455 一 算 子 
orthogonal 138, 456 正 交 
theorem 137 ~ 定理 
Proter 真 
extenstion 579 ~} 5k 
subset 572 一 子 集 
Pseudometric 44 REM 
Pure point spectrum 495 & 
Pythagorean thecrem 126, 
143 Pythagorean 定理 (4 
股 定理 》 


Q 


Q 27, 35 

Quantization rule 557 E F 
化 法 则 

Quantum 37 
mechanics 539 一 力学 
numbers 554, 567 ~% 

Quotient space 53, 67 商 
空间 


R 
R 5，20，26，40，374 


7 


R* 6, 31, 48, 56, 113, 123 
R(T) 77 
R(T) 359 
r.(T) 359 
p(T) 351 
Range 77, 95, 
Rare 234 
Rational line 27 有 理 线 段 
Rayleigh quotient 445 Ray- 
leigh Ñ 
Real 实 
line 5, 20, 26 实 线 
symmetric matrix 192 实 
RR 
vector space 47 ~ HE 
空间 
Reciangular rule 269 和 矩形 
法 则 
Reduction of an operator 466 
算 子 的 约 化 
Reflexive space 227 BER 
空间 
Regular 正则 
summability method 258 
一 可 和 性 方法 
value 351 一 值 
Relation 580 关系 
Relatively compact 384 相 


576 ÈR 


Representation #7 
of functionals 113, 178, 
213 泛 孟 的 表示 
of operators 106 算 子 的 
Representative 580 表示 的 
Residual spectrum 352,444, 
517 MH 
Resolvent 351, 357, 369 牧 
解 
equation 359 ~ 方程 
kernel 309, 433 —B 
operator 351 人 算 子 
set 346, 352, 376 一 集 
Resonance theorem 243 4 
鸣 定 理 
Restriction 限制 
of a mapping 578 ha 
of an operator 83 算 子 的 一 
Riemann-Stieltjes integral 
214 Riemann-Stielties 积 
分 
Riesz 
lemma 73 Riesz 引 理 
representation in C[a, b] 
215 CCa, b] 中 的 Riesz 
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representation in H 173, 
182 H 中 的 Riesz 表 示 
-Schauder theory 383 ,413 
Riesz-Schauder 理论 
Right shift operator 189, 
353, 526,52 ” 右 位 移 算 子 
Rodrigues’ formula 107 Ro- 
dngues 公式 
Row sum criterion 295 /7 
和 判别 准则 
Rydberg constant 570 Ryd- 


berg 常数 


s 9, 59 

S(x, r) 16 

o(T) 351 

o,(T) 352 

0,(T) 352 

o,(T) 352 

Scalar 4 
field 47 ~i 
product 121 一 积 

Schauder basis 64 Schauder 
基 

Schmidt process 148 Schm- 
idt IR 


Schrödinger equation 551, 
563 Schrödinger FE 
Schur’s inequality 373 Schur 

不 等 式 
Schwarz inequality 128,184 
Schwarz TER 
Second 第 二 
algebraic dual space 100 
一 代数 对 偶 空 间 
category 234 第 二 纲 
dual space 226 一 对 偶 空 
ia] 
Segment 60, 134 5%, & 
Selt-adjoint operator 190, 
436, 506 HRF 
Semimetric 44 半 度 量 
Seminorm 66, 184, 211 Æ 
Separable 可 分 
Hilbert space 161 一 Hil- 
bert 空间 
space 20, 231 一 空间 
Sequence 23, 62, 580 序列 
of functionalsı253 B~ 
of operators 193, 386,449 
算 子 一 
space 7 ~ 空间 


Sequentially compact 72, 


581 列 紧 ， 紧 
Series 57, 150 级 数 
Sesquilinear 122 一 个 半 对 
线性 torai 181 ~ 
functional 181 -Z 
Set 572 集 
Shift operators 189, 353, 
526, 532 ”位 移 算 子 
Similar matrices 348 相 似 
和 矩阵 
Simpson’s rule 270 Simpson 
法 则 
‘Simultaneous corrections296 
同时 修正 
Skew-Hermitian matrix 191, 
349 Hermitian 矩阵 
Space 空间 
algebraically reflexive 
102, 108 AKER ~ 
algebraic dual 100 代数 
对 偶 ~ 
Banach 54 Banach~ 
complete 26 完备 ~ 
conjugate 112 
dual 112 g~ 
finite dimensional 50,67, 
90, 104 有 限 维 一 
Hilbert 119 Hilbert ~ 


inner product 119 NH 
linear 6 线性 ~ 一 
metric 3 度量 ~ 
normed 54 ker 
pre-Hilbert 120 准 Hilbert 
reflexive 227 BR- 
topological 19 拓扑 ~ 
vector 46 A~ 
Span 49 生成 
Spanned 49 生成 的 
Spectral 谱 的 . 
family 469, 476, 489 ~ 
IR 
mapping theorem 361 ~ 
映 象 定理 
radius 358, 371, 378 ~ 
半径 
theorem 480, 488, 522, 
529 人 ~ 定理 
theory 344 一 理论 
value 351 一 值 | 
Spectrum 346, 351, 369, 
376 谱 
Sphere 16 球 
Spherical 球面 
Bessel functions 570 ~ 


Bessel 函数 
* 663 。 


rr 一 


harmonics 567 一 调和 
waves 565 一 波 
Spline 339 样 条 
Square 平方 
root 461 AR 
sum criterion 299 一 和 准 
u 
State 540 状态 
Steklov’s theorem 267 Stek- 
loy 定理 
Stieltjes integral 215 Stiel- 
tjes 积分 
Strictly convex 317 Fl 
Strong 强 
convergence 244, 253 ~ 
收敛 
limit 244, 254 一 极限 
operator convergence 251 
一 算 子 收敛 
operator limit 251 —-H 
子 极限 
Subadditive 202 ”次 加 性 
Subfamily 580 子 族 
Sublinear functional 202 次 
REICH 
Subsequence 30 FRA] 
Subset 572 FR 
Subspace FÈN 
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ot a Banach space 62 
Banach 空间 的 一 

of a Hilbert space 131 
Hilbert 空间 的 一 

of an inner product space 


131 NRZAR- 


of a metric space 3 度量 


空间 的 一 


of a normed space 62 IK 


范 空间 的 一 
of a vector space 49 向 
量 空 间 的 一 
Successive corrections 296 
逐次 校正 
Sum 和 
of linear operators 110, 
51 ”线性 算 子 的 一 
of projections 459 投影 
的 一 
of a series 137 ABER] 
的 一 
Summability method 257 可 
和 性 法 
Sup 582 上 确 界 
Surjective 577 ” 满 射 (的 》 
Symmetric ”对称 的 
linear operator 506 ~% 


性 算 子 


# 


matrix 191 一 矩阵 


T 


Tchebichef see Chebyshev 
Three-eights rule 271 3-4 
AN 
Toeplitz limit theorem 258 
极限 定理 
Topological space 18 拓扑 
空间 
Topology 18 拓扑 
Total 全 
ordering 198 ~È 
ortkonormal set 151, 200 
完全 规范 正 交 集 
set 157-158 RER 
variation 23 全 变 差 
Totally 全 
bounded 390 一 有 界 
ordered set 198 一 序 集 
Trace of a matrix 349 38 
阵 的 迹 
Transformation 676 变换 
Translation invariance 59 Œ 
移 不 变量 
Trapezoidal rule 269 梯形 
法 则 
Triangle inequality 4, 9, 


Toeplitz 


137 ”三 角 不 等 式 
Trigonometric series 150 三 
角 级 数 
Tunnel effect 563 ”隧道 效应 


U 


Unbounded operators 279, 
496 无界 算 子 

Uncertainty prineiple 544 
测 不 惟 原理 

Uniform 一 臻 


approximation 320 ~ Ñ 


返 
boundedness theorem 236 
一 有 界 性 定理 
convergence 35 MH 
metric 35 一 度量 
operator convergence 261 
KATH 
operator limit 251 ~% 
子 极限 
Union 572 并 
Uniqueness theorem 唯一 性 
定理 
for best approximations 
317 BEBH- 
for differential equations 


30 微分 方程 一 
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Haar 321 Haar ~ 
Unit 单位 
ball 74 ”一 球 
circle 518 一 加 
sphere 60 一 球面 
Uaitary © 
equivalence 196 西 等 价 性 
matrix 203, 368 BER 
operator 196, 194, 518 
BAT 
space C” 6, 31, 48, 56, 
132 一 空间 
Upper bound 199 上 界 


V 


Vandermonde's determinant 
327 Vandermonde 行列 式 
Variation 23 ZT 
Vector 向 量 
addition 46 向 量 加 法 
space 46 一 空间 
valued function 387 一 值 
. 函数 . 
Volterra integral equation 
305 Volterra 积分 方程 
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W 


Wave 波 
equatioa 550 一 动 方程 
packets 558 一 包 
Weak 5 
Cauchy sequence 250 ~ 
Cauchy 序列 
completeness 250 
性 
convergence 244, 253 ~ 
收敛 
limit 244 一 极限 
operator convergence 251 
一 算 子 收敛 
operator limit 251 
TERR 
Weak* convergence 250 —* 
-收敛 
Wecken’s lemma 521 Weck- 
en 引 理 


Weierstrass approximation 


一 算 


theorem 267 Weierstrass 
Weight tunetion 174 MA 
数 


ae } 
Dr 


Zero & 


operator 79, 87, 132, 186: 
HF 
vector 47, 108, 211 ~ 
向 景 
Zorn’s lemma 200 Zorn | 
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